
   

  و تحليل سيستم هاتجزيه 

  
  
  



  ١

 

  فصل اول 

  گسسته  هاي زمان پيوسته و زمان معرفي سيگنال
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  ٢

 تعريف سيگنال - ١-١

  .تابعي است آه حاوي اطلاعاتي درباره رفتار فيزيكي يك سيستم است  سيگنال

x[n]زمان گسسته  سيگنال x(t)                 سيگنال زمان پيوسته   

t ,n متغيرهاي  مستقل و xشدبا  متغير وابسته يا تابع مي.  

 .اي از اجزاي گرد آمده در آنار هم   مجموعه:سيستم 

 ها  بندي سيگنال طبقه - ٢-١

  هاي زمان پيوسته  سيگنال-٢-٢-١هاي زمان گسسته             سيگنال -١-٢-١

][nx

zn ∈

)(tx

IRt ∈
  

  .ا بدست آوردتوان سيگنال زمان گسسته ر برداري از سيگنال زمان پيوسته مي بديهي است آه با نمونه

  هاي فرد هاي زوج و سيگنال سيگنال - ٣-١

       )()( txtx −=,  Even    زوج   يا        ][][ nxnx −= 

       )()( txtx −−=,  Odd    فرد   يا         ][][ nxnx −−= 

  .تصات مقدار صفر داردسيگنال فرد گسسته بالاجبار در مبدا مخ: ١تذآر 

 :توان به صورت مجموع دو سيگنال زوج و فرد نوشت هر سيگنال دلخواه را مي: ٢تذآر 

))(())(()( txOddtxEventx += 

))()((
2
1

))(( txtxtxEven −+=
 

))()((
2
1

))(( txtxtxOdd −−=
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  ٣

  ) ١ مثال

2− 1−

1 2

)()( txtx −−=

2
T−

2
T

)()( txtx −=

t t

  

 اوب تنسيگنال م - ۴-١

 .هاي زماني مشخص عينا تكرار شده باشد شود آه در بازه  گفته مي سيگنال متناوب به سيگنالي

Zk ∈     T
πfπω 2

20 ==
    )()()( kTtxTtxtx +=+= 

Zk ∈     N
πfπ 2

2Ω0 ==
     ][][][ kNnxNnxnx +=+= 

  .آن هم دوره تناوب است...  برابر و ٣ برابر و  ٢ناوب باشند  دوره تN , Tبديهي است آه اگر : ١تذآر 

آوچكترين  با تعريف شدهو فرآانس  ) در گسستهNپيوسته،  درT ( آوچكترين دوره تناوب دوره تناوب اصلي است :٢تذآر

 )سته در گس0Ω در پيوسته، 0ω (. فرآانس اصلي است،دوره تناوب

 علاوه بر (N) بايد عدد مثبت باشد، درحاليكه دوره تناوب سيگنال زمان گسسته (T) دوره تناوب سيگنال زمان پيوسته :٣تذآر

   .مثبت بودن بايستي صحيح نيز باشد

 )٢  مثال

        
T2دوره اصليتناوب N=8دوره اصلي   تناوب

4−
3

4
11

][nx

nT− T

)(tx

t

 

 هاي انرژي و توان سيگنال - ۵-١

∑
+∞

∞−

= ][2 nxE
    

∫∫
∞+

∞−∞→
==

−

dttxdttxE
T

TT
)()(lim 22

2

  انرژي        2
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  ۴

∫ ∫
− −

==
∞→

2

2

2

2

)(
1

)(
1

lim 22

T

T

T

T

dttx
T

dttx
TP

T
av

    
∑

−

=

=
1

0

2 ][
1 N

n
av nx

NP
  توان متوسط    

 .شود اگر و تنها اگر محدود باشد يك سيگنال به عنوان سيگنال انرژي شناخته مي

  عمليات روي متغير وابسته - ۶-١

       (1))()( tAxty =     ][][ nAxny =  

       (2) )()()( 21 txtxty +=   ][][][ 21 nxnxny += 

        (3) )()()( 21 txtxty ⋅=   ][][][ 21 nxnxny ⋅= 

          (4) dt
tdxty )(

)( =
    ]1[][][ −−= nxnxny 

            (5) 
λdλxty ∫

+∞

∞−

= )()(
    

∑
−∞=

=
n

m

mxny ][][
 

  عمليات روي متغير مستقل - ٧-١

 شيفت زماني -١-٧-١

)()( 0ttxty −=  ][][ 0nnxny −= 

00اگر : شيفت به راست >t باشد x(t) 0ه اندازه را بtدهيم تا   به سمت راست شيفت ميy(t)بدست آيد .  

00اگر : شيفت به چپ <t باشد x(t)  0 به اندازهراtدهيم تا   به سمت چپ شيفت ميy(t)بدست آيد .  

00 چنانچه:١تذآر  >tباشد، سيگنال)( 0ttx 00 چنانچه و) به لحاظ زماني(است  تر  عقبx(t) از − <t  باشد، سيگنال

)( 0ttx   .  جلوتر استx(t) از −

 را به راست و يا چپ به x[n]سيگنال   مثبت و يا منفي باشد0nهاي زمان گسسته نيز بسته به اينكه   در مورد سيگنال:٢تذآر 

  . بدست آيدy[n]دهيم تا   واحد شيفت مي0nاندازه 
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  ۵

  

  )۴ مثال

2
1−

2
1

)(tx

t

  

1−
t)()( 2

1
1 += txty

)(1 ty

0  

2
3

2
5

)(2 ty

)2()(2 −= txty t

  
 

 

  )٣ مثال

n

][nx

1 2
1−2− 1

1−
  

]3[][1 += nxny n
1−

5−

][1 ny

  
 

 

]1[][2 −= nxny n

][2 ny

3
1−

1−

1

 

 

 

 

 

 .توان سيگنالي را به صورت زوج يا فرد درآورد در بسياري از مسائل با استفاده از شيفت زماني مي

 سازي زماني وارون -٢-٧-١

        (2))()( txty −=   ][][ nxny −= 

x(-t) يا x[-n] انعكاس x(t) و يا x[n]نسبت به محور قائم هستند .  
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  ۶

 ) ۶ مثال

    

)(tx

t
1T− 2T 

t

)(ty

2T−
1T

)()( txty −=
 

  

  

  

  

  

  ) ۵ مثال

 

2−
2

][nx

n

1

1−  

][][ nxny −= 2
2−

][ny

n

1−

1

 

 

 

  ) ٧ مثال

][][ nxny −= n

][ny

22−

1
2

][nx

1
2

2− 2
n

 

 زوج وارون زماني زوج اما براي سيگنال. براي سيگنالي آه نه زوج و نه فرد است وارون زماني آن نه فرد و نه زوج است

  . است-x[n] وارون زماني آن x[-n]= x[n]- است ولي براي سيگنال فرد با توجه به خاصيت 

 تغيير مقياس زماني -٣-٧-١

           (3) IRaatxty ∈= ;)()(   ][][ knxny   يا   =
Zkn

k
xny ∈= ;]

1
[][

  

  . خواهد بودx(t) سيگنال  فشرده شدهy(t) باشد ׀a׀1<اگر ) الف

  . خواهد بودx(t) باز شده سيگنال y(t)باشد  ׀a׀1>اگر ) ب

  . وارون زماني انجام داد، باشد بايد بعد از تغيير مقياس a>0اگر ) ج

 

 سيگنال جديدي آند و شود، اما در زمان گسسته ماهيت سيگنال تغيير مي  در زمان پيوسته ماهيت سيگنال عوض نمي:تذآر

  .آيد بدست مي

  ) ٨ مثال
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  ٧

)2()(1 txty =

)(tx

t
1− 1

1
)(1 ty

t
2

1−
2

1

1

)(2 ty

t
2

1−
2

1

1

)2()(2 txty −=
  

  

  ) ٩مثال 

)(tx

t
1T− 2T

)
2
1

()( txty −=

)()( tvty −=

t
12T− 22T

زماني  وارون
t

12T22T−

)
2
1

()( txtv =

  
  

N  ,   ]2[][1=2     ) ١٠مثال  nxny =  

2
1

3− 3 n

][nx

  
 :آنيم براي حل اينگونه مسائل به روش زير عمل مي

  . باشند  ميx[n] مقادير بدست آمده برحسب y[n] در فرمول nري با جايگذا

2]2[]1[ =−=− xy
M

  

                                                                                                     2]0[]0[ == xy  
2]2[]1[ == xy  

]2[دوره تناوب سيگنال جديد  nx 1 برابر=N است     .                                      M

]4[]2[ xy =

  

2
][1 ny

n11−
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  ٨

 .دهد  فشرده شده، آه برخي از مقادير را از دست ميx[n]نسبت به x[kn]=  y[n] :تذکر

  

][][)       ١١مثال  2
1

2 nxny = 

0]1[ =−y
M

 

2]0[]0[ == xy 

0]
2
1

[]1[ == xy
 

M

1]1[]2[ == xy

 

  .است N=4دوره تناوب سيگنال جديد برابر 

 :تذکر
]1[][ n

k
xny =

بدين ترتيب  . اضافه خواهد شدy[n] باز شده آه در نتيجه تعدادي صفر به x[n] نسبت به 

  . آند سيگنال گسسته در اثر تغيير مقياس زماني تغيير ميماهيت 

شدن، دوره تناوب فشرده در اثر در اثر تغيير مقياس زماني و يا زمان گسسته متناوب باشند،  اگر سيگنال زمان پيوسته :تذآر

  .يابد سيگنال جديد آم شده و در اثر باز شدن، دوره تناوب سيگنال جديد افزايش مي

  نال به روش منظم رسم سيگ-۴-٧-١

  

4)              4)  

                                     

      

  

  

 ) ١٢ مثال

  
?)32()( =+−= txty

)(tx

t
11− 

 

n

][2 ny

44− 

])
1

[(][][ 00 nn
k

xnknxny −−=

[ ] [ ]0][ nnxnvnx −=→

])
1

[(][][][][ 00 nn
k

xnknxknvnynv −−==→

)()( batxty −=
)()()( btxtvtx −=→

)()()()( batxatvtytv −−−−========→→→→
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  ٩

t
2− 1−

)32()( += txtv

1 2
tt

2−4−

)3( +tx )()( tvty −=

 

  ) ١٣ مثال

1

2
2− n ?]23[][ =−= nxny

][nx

  

n

1

4

]2[][ −= nxnv

n

]3[][ nvny =

  
  

  ) ١۴ مثال

( )




≥
<

=
31
30

t
t

tx
  

)(tx

t
3

1

 

1)()1() الف txty −=   

t
2

)1( +tx

t
2−

)(1 ty

 

  

2)()3()  ب txty 3)()1()2()  ج          = −+−= txtxty  
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  ١٠

1

1

t

)(2 ty

        2− 5

1
t

)(3 ty

 

  

  ر؟ مطلوب است قسمت زوج و فرد سيگنال زي) ١۵ مثال





−−=
−+=

])[][(

])[][(

2
1

2
1

nxnxx
nxnxx

ميدانيم
o

e

  
  

0 3
n

][nx 1

 

n
0 4

2
1−

2
1

][nx o][nx e

n
0 33−

2
1

1

 

 



 =

=
wo

n
nx

.0
3,2,1,01

][
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  ١١

  مهاي مه معرفي سيگنال - ٨-١

آيند  ها نه تنها به دفعات پيش مي اين سيگنال. آنيم دراين قسمت چند سيگنال اساسي زمان پيوسته و زمان گسسته را معرفي مي

 .شود آاربرد آنها در آزمايشگاه مشخص ميترين  مهم. اي را فرموله و توليد آرد هاي پيچيده توان سيگنال ميتوسط آنها بلكه 

  سيگنال نمايي   -١-٨-١

  زمان پيوسته 
atBetx =)( 

  
 نمايي افزايشي) ب                                           نمايي آاهشي   ) الف

 

IRBaبا فرض اينكه  و يا آاهشي سيگنال نمايي به يكي از دو فرم افزايشي  a باشند، با توجه به مثبت و يا منفي بودن ,∋

  .خواهد بود

چنانچه دامنه سيگنال خروجي سيستمي با افزايش زمان به طور نامحدود زياد شود، سيستم تحت بررسي به عنوان : تذآر

 .شود  سيستم ناپايدار شناخته مي
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  ١٢

][)(    زمان گسستهسگنال  nrBnx =  

  .تواند داشته باشد لت مي چهار حاrنمايي بسته به مقادير مختلف  زمان گسسته سيگنال

      
  نمايي افزايشي           )                 الف  نمايي آاهشي                           ) ب

 

  نوساني افزايشي     )                         ج               نوساني آاهشي            ) د

  سيگنال سينوسي -٢-٨-١

)()cos(   زمان پيوسته    φtωAtx T    و   =+
πfπω 2

2 ==
  

  .است Tو با دوره تناوب واره متناوب همسيگنال سينوسي : تذآر

  ) ١ مثال

) الف
)

6
1

cos()( ttx =
  

ππT 12
2

6
1

==→
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  ١٣

) ب
)

31
8

cos()( tπtx =
  

4
312

31
8

==→
π

πT
 

][)Ωcos(زمان گسسته  سيگنال  φnAnx N   و    =+
πfπ 2

2Ω ==
  

∋+سيگنال زمان گسسته سينوسي به شرطي متناوب است آه بتوان : تذآر ZN را بدست آورد به نحوي 

][][آه Nnxnx    .)اين سيگنال برخلاف سيگنال زمان پيوسته سينوسي بعضا متناوب نيست. (گردد =+

+∈=⇒∈=→ ZNπkNZkπkN ,
Ω

2
,2Ω

 )ΩΩcos()Ωcos( φNnAφnA ++=+  
  )٢ مثال

  ) الف

, (k=1)
1212

2
]

12
2

cos[][
12
2

===⇒= kπkNnπnx
π

   

  ) ب

k=4)( ,
31

4
312

]
31
8

cos[][
31
8

===⇒= kπkNnπnx
π

   

  ) ج

 متناوب نيست    
πkπkNnnx 12

2
]

6
1

cos[][
6
1

==⇒=
   

   سيگنال نمايي مختلط -٣-٨-١

زمان پيوسته   
tωjeBtx  يا)(=−

tωjBetx =)(      

)sin()cos()( tωjBtωBeBtx tωj +==   ,   ω
πT 2=

 

  

زمان گسسته   
njeBnx Ω][ يا   =−

njBenx Ω][ +=     

ZKZN ∈∈ + ,  ,     Ω
2 πkN =

   )Ωsin()Ωcos(][ Ω njBnBeBnx nj +== 

سيگنال زمان گسسته نمايي مختلط : ١تذآر 
njBenx Ω][   .باشد N در زمان متناوب با دوره تناوبتواند  مي =+
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  ١٤

سيگنال زمان گسسته نمايي مختلط : ٢تذآر 
njBenx Ω][ تواند متناوب باشد،   ميn علاوه بر اينكه در زمان نسبت به =+

  . همواره متناوب است Ωدر فرآانس نيز نسبت به

     zm ∈ ,     
( ) ( ) ( )nπmjnπjnπjnj eeee 2Ω4Ω2ΩΩ +++ === 

شود و دوره تناوب تبديل دو سيگنال به حاصل جمع  بايددر صورت امكان ضرب بود حاصلاگر سيگنال به صورت : ٣تذآر 

 .آوريم  دوره تناوب مشترك را به دست ميسپس .آوردر آدام را جداگانه به دست ه

 

  ) ٣ل مثا

  )الف
tjtj eetx 32)( +=  

πT 2=⇒  
...

3
8

3
6

3
2

2 ==== πππT
  ,  

,...4,3,2,
2

2
1 πππππT ==

 

  ) ب
njnj ππ

eenx 4
3

3
2

][ +=  

24=N  
...24168

3
82

4
32 ====== kπkN
π

 ,  
24...9633

2

3
21 ======= kπkN
π

 

   سينوسي ميراشونده  سيگنال -٤-٨-١

)()cos(   زمان پيوسته  φtωBetx at +=  

   .نباشدمتناوب نهايي شود آه سيگنال  ضرب آن در هر عبارتي باعث مي  ازي متناوب نبوده و پسيمانسيگنال : تذآر

        

  سيگنال سينوسي ميراشونده افزايشي) الف
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  ١٥

  
  سيگنال سينوسي ميراشونده آاهشي) ب

  

][)(]Ωcos[   زمان گسسته φnrBnx n +=  

  

 

  سيگنال سينوسي ميراشونده آاهشي) الف

  
 سيگنال سينوسي ميراشونده افزايشي) ب
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  ١٦

  توابع ويژه- ٩-١

   واحدتابع پله-١-٩-١





<
≥

=
00
01

][
n
n

nu
 زمان گسسته             




<
≥

=
00
01

)(
t
t

tu
     زمان پيوسته

)(tu

t

1

][nu

n

1

 

  :توان بر حسب تابع پله بيان آرد ميرا توابعي آه فرم هندسي دارند  :تذآر

  ) ٤ لمثا

  )الف
)()()( 221
ττ tututx −−+=

1
)(1 tx

2
τ−

2
τ

t
  

    ) ب
t

1

)(2 tx

2
)2()()(2 −−= tututx

 

    )ج
]3[][][ −−= nununx

2

][nx

n
 

 

]4[    )د +−nu 

4− n

]4[ +nu

n

]4[ +−nu

4
 

 

]4[    )ن −−nu  
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  ١٧

4 n 4−

]4[ −nu ]4[ −−nu

n
  

  تابع ضربه -٢-٩-١

  زمان پيوسته

 

1
)(tδ

t



≠
=

=
00
0

)(
t
t         مقدارويژه

tδ
 

   
∫
−

∞−

=
1

0)( dttδ
   ,    

∫ ∫
+∞

∞−

+

−

==
0

0

1)()( dttδdttδ
  

  رابطه بين تابع پله واحد و تابع ضربه واحد 

dt
tdutδ )(

)( =
   





≥
<

== ∫
∞− 01

00
)()(

t
t

λdλδtu
t

 ⇒⇒⇒⇒ 

 

τ

ττ

=+

−==− ∫∫
∞−

−

∞−

0

00 )()()(
0

tλ

dtδλdλδttu
ttt

 

  :خواص-

 :ي با يك ضابطها بيان توابع چند ضابطه) ١

)()()( tutxty =⇒

 ≥

=
wo

ttx
ty

.0
0)(

)(
 

  ) ٥ مثال

   )2()()( −=⇒ tutxty  

 ≥

=
wo

ttx
ty

.0
2)(

)(
  

  

  

  خاصيت غربالي تابع ضربه) ٢
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  ١٨

)()()()(
)()0()()(

000 ttδtxttδtx
tδxtδtx

−=−
=⋅

  
  انتگرال آانولوشن)٣

∫ ∫
+∞

−∞=

+∞

∞−

=−=−
λ

txλdλtδtxλdλtδλx )()()()()(
  

 زوج بودن تابع ضربه) ٤

)()( tδtδ −=  
٥*( 

)(
1

)( tδ
a

atδ =
   

  گسستهزمان 

][nδ

n[ ]




≠
=

=
00
01

n
n

nδ
   

 رابطه بين تابع پله واحد و تابع ضربه واحد

  

∑∑∑
−∞=

∞−

=

∞

=

==−=

+−+=
n

mnmk
mδmδknδ

nδnδnu

][][][

...]1[][][

0  

∑ ∑
−

−∞=

∞

=

−−==−
0

0
00 ][][][

nn

k k
knnδkδnnu

 

  

]1[][][ −−−−= nununδ    ]1[][][ −−= nununδ  
  . بالا قابل قبول استرابطهدو تابع ضربه چون تابعي زوج است پس هر 

  : خواص-

  اي با يك ضابطه  بيان توابع چند ضابطه)١

]2[][
.0

2][
][ −−=



 −≤

= nunx
wo

nnx
ny

  
   خاصيت غربالي تابع ضربه )٢

                                                 
  . اين رابطه را اثبات آنيد *
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  ١٩

][]0[][][][ nδxnδnxny =⋅= 

 :6مثال 

]4[]6[]4[]2[][ −=−+= nδxnδnxny 

   انتگرال آانولوشن)٣

∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

=−=−
k k

nxknδnxknδkx ][][][][][
 

  زوج بودن تابع ضربه) 4

][][ nδnδ −=  

  تابع شيب -٣-٩-١

   زمان پيوسته

 

  

)(tr

t
1





<
>

=
00
0

)(
t
tt

tr

  
  رابطه بين تابع شيب و پله واحد

 dt
tdrtu )(

)( =
  

∫
∞−

==
t

λdλututtr )()()(
  

  زمان گسسته

 

 

][nr

n



<
≥

=
00
0

][
n
nn

nr

    
  رابطه بين تابع شيب و پله واحد

?][ =nu    ][][ nunnr =  

  تابع دوبلت واحد -٤-٩-١

 زمان پيوسته

dt
tδdtδ )(

)( =′
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  ٢٠

)(tδ ′

t
  

  :خواص

)()()0()()0()(      ) ١خاصيت  tδxtδxtδtx ′−′=′   

  :اثبات

)()0()()0()()()()()()0()()0(

))()0((

))()((
)()()()0()()()()(

)()(
)()()()())()((

tδxtδxtδtxtδtxtδxtδx

tδx

tδtx
tδtxtδxtδtxtδtx

tδtfif
tftxtftxtftx

′−′=′⇒′+′=′
=

′
=

′
′+′+′+′=↓

=
′+′=′⋅

  
  

      ) ٢خاصيت 
∫

+∞

∞−

′=−′ )()()( txλdλtδλx
  

   بر حسب توابع ويژه ؟t(f(ان  مطلوب است بي) ٧ مثال

1
2

1 5

)(tf

t
2 3 4

 

اولين آاري آه انجام . تغيير آند يعني تابع عوض شده هر جا آه شكل .آنيم از منتهي اليه سمت چپ شروع به نوشتن مي

  :آوريم   را بدست ميها  آليه خطدهيم ضريب زاويه  مي

21در فاصله ≤≤ t 32در فاصله . استرده و داراي شيب به سمت پايين شكل تغيير آ ≤≤ t نيز شكل دوباره تغيير 

  .آند مي

)(tr )(tr−

t t )0,2(
)1,1(

1−=⇒m
)1,3(
)0,2(

1=⇒ m

)5(2)4()3()2(2)1()()( −−−+−−−+−−= tututrtrtrtutf  
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  ٢١

)4(2_)4()3()2(2)1()()( −−+−−−+−−=′ tδtδtutututδtf  
 

اگر   )٨  مثال
teatf   .شان رسم آنيد هر يك از توابع زير را همراه با مشتق و انتگرال)(=−

1)()()() الف tutftf = 

 حل

)()()()0()()(

)()()()()(1
tδatueatδftutf

tutftutftf
t +−++′=

′+′=′
−

 

 
aeadteadttf tt =

∞+
−== ∫∫

+∞
−−

+∞

00 0
)(

   

2)()1()2( ) ب −−= tutftf  

3)()1()1() ج −−= tutftf   

4)()1()() د tutftf −=  
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 ٢٢

  :سيستم و تعريف آن 

 .شود  اي آه باعث تغيير و تحول در يك سيگنال مي پروسه

 .سازد اي منظم آه به آمك يكديگر هدف مشخصي را برآورده مي مجموعه

  :بيان روابظ بين خروجي و ورودي در يك سيستم 

  زمان پيوسته

 تابع تبديل) ٢    با استفاده از معادلات ديفرانسيل ) ١

 زمان گسسته

  ل يتابع تبد) ٢        دلات تفاضليمعا) ١

 ها  بندي سيستم تقسيم -١٠-١

  :اتصال سري -١-١٠-١

ورودي خروجي
  

  :اتصال موازي -٢-١٠-١

ورودي +خروجي

  

  : اتصال فيدبك -٣-١٠-١

+ وروديخروجي

  

 ها  خواص سيستم -١١-١
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 ٢٣

 حافظه -١-١١-١

سيستم با به عبارت ديگر . در هر لحظه به ورودي در همان لحظه بستگي داشته باشدخروجي ظه است اگر  سيستم بدون حاف

  .حافظه است اگر خروجي به مقادير گذشته ورودي وابسته باشد

  ) ١ مثال

 

 ) د
)(

1
)( tv

R
ti =

    حافظهبدون     

) ن
∫
∞−

=
t

LL λdλv
L

ti )(
1

)(
  باحافظه  

dt) و
tdi

Ltv l
L

)(
)( =

  با حافظه  

  

  

  

][2][][ ) الف 2 nxnxny   حافظهبدون  =+

 ) ب
∑

−∞=

=
n

k

kxny ][][
   حافظها ب  

) ج
])2[]1[][(

3
1

][ −+−+= nxnxnxny
  

  حافظها ب   

 

    (BIBO1)   پايداري -٢-١١-١

  .سيستمي پايدار است آه به ازاي ورودي محدود خروجي محدود بدهد

tMtytMtx yx ∀∞<≤⇒∀∞<≤ ,)(,)(  
 .خروجي نامحدود داشتيم اين سيستم ناپايدار استو اگر سيستمي با ورودي محدود  :١ذآرت

  .سيستم آرداين توان راجع به    هيچ صحبتي نميداشتيم نامحدود  و خروجينامحدود   اگر سيستمي با ورودي :٢تذآر 

                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1 Bounded Input Bounded Output 
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 ٢٤

)()() ٢ مثال txtty =  

)()( tutx   :مگيري  را در نظر می=

)()()( trtutty   .ناپايدار استسيستم  تابعي نامحدود است پس tr)( و ==

  

) ٣ مثال
)()( txety = 

∞<≤== y
txtx Meety )()()(   

چون
)(txeدار استپاياين سيستم با توجه به تعريف رياضي بنابراين  .شود پس باز هم محدود است  عدد مي.  

  

  ) ٤ مثال

])2[]1[][(
3
1

][ −+−+= nxnxnxny
  

  هاي آن هم محدود است پس سيستم پايدار است  در همه لحظات محدود باشد شيفت يافتهnx][اگر 

  

  ) ٥ مثال









⇒⇒<

⇒∞→→=∞⇒>
=

→

→

∞→

∞→∞→

rrپايدار

nynunxrrناپايدار
nxrny

n

n

nn

n

n

01

][][][:1
][][

  
  ) ۶ مثال

∑ ∑
−∞= −∞=

==→=→=
n

k

n

k
nrkunynunxkxny ][][][][][][][

 

  ناپايدار

    (causality) عليت -٣-١١-١

 آه خروجي در هر لحظه به ورودي در همان لحظه يا لحظات قبل بستگي داشته باشد به عبارتي خروجي علي استسيستمي 

  .سيستم بهْ آينده ورودي بستگي ندارد

  

  . سيستم بدون حافظه مطمئنا علي است:١ تذآر

 .  براي سيستم علي شرط سكون برقرار است:٢ تذآر

  شرط سكون :

00 ;0)(;0)( tttytttx ≤=⇒≤=  
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 ٢٥

021021 );()();()( tttytytttxtx ≤=⇒≤= 

 ) ٧ مثال

)الف   )1()( += txty     غيرعلي                )ب         
ττ di

c
tv

t

cc )(
1

)( ∫
∞−

=
              علي

  

)ج   









−+

−−

==

→

→

t
tvttv

t
ttvtv

dt
dv

dt
tdv

ti
cc

t

cc

∆tcc
c

∆
)()∆(

lim

∆
)∆()(

lim
;

)(
)(

0∆

0

 

 سيستم  استفاده نمائيمچنانچه از دومين تعريف براي تعيين جريان خازنا توجه به اين آه براي مشتق دو  تعريف وجود دارد ب

  .خواهد بودغيرعلي مذآور 

)د   )1cos()()( += ttxty  

  .سيستم بدون حافظه است پس حتما علي استخروجي فقط به زمان حال ورودي بستگي دارد و ازطرفي چون 

)ه   
∑

−∞=

+−+==
n

k

nxnxkxny ...]1[][][][
 علی     

)ن   ]1[]1[1][][ xynnxny =−⇒−=−=  غير علی    

)و   
])2[]1[][(

3
1

][ −+−+= nxnxnxny
 علی    

)ی   
])1[][]1[(

3
1

][ −+++= nxnxnxny
 غير علی    

  پذيري معكوس -٤-١١-١

  .دداشته باشهاي متماير  خروجيهمواره  متمايز هاي وروديبه ازاي آه پذير است  معكوسسيستمي 

  :توان به صورت زير نشان داد پذير باشد مي اگر سيستمي معكوس

)(tx 1−syssys )(tx
 

    :٤مثال

)(2)(   )الف txty    پذير معكوس      =

)(tx)(tx 2×
2
1×
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 ٢٦

  )ب








−=
=⇒

=
=

1)(
1)(

1)(
)()( 2

tx
ty

tx
txty

  پذير نا معكوس    

  )ج 
∫
∞−

=
t

λdλx
L

ty )(
1

)(
 .از حالت پايدار خارج نكند بايد ورودي بدهيم آه خروجي را

 
)(tx )(tx∫ dt

dL
∫
∞−

t

L λdλx )(1

  

dt  )ن
tdxty )(

)( =
 

  .نيستپذير  شود پس معكوس هاي ثابت خروجي صفر مي چون به ازاي همه وردي

   )و
∑

−∞=

=
n

k

kxny ][][
  

 ][]1[][ nxnyny =−−⇒       
∑

−

−∞=

=−
1

][]1[
n

k

kxny
  

][nx ][nx∑
][ny

Delay

sys

]1[ −ny

−

  

   Time invariant  (TI)نامتغير با زمان -٥-١١-١

  .شود متغير با زمان گفته مينابه آن سيستم، . م در طي زمان ثابت باشدهاي سيست اگر رفتار و مشخصه

)(tx

sys

sys )(ty

)( 0ttx − )( 0tty −
  

  )٥ مثال

  ) الف
∫
∞−

=
t

dx
L

ty ττ )(
1

)(
        

1sys ∫
∞−

=
t

dx
L

ty ττ )(
1

)()(tx
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 ٢٧

، سيستم مورد نظر با توجه به تعريف اگر شيفت يافته ورودي را به سيستم اعمال آنيم خروجي هم به همان اندازه شيفت پيدا آند

  .نامتغير با زمان خواهد بود

)(tz 1sys ∫
∞−

=
t

dz
L

خروجي      ττ )(
1

                 

نامتغيربازمان
)()(

1

)(
1

)(
1

)(
1

)()(

0

?

00

0

0

0

ttyλdλx
L

خروجي

dx
L

dttx
L

dz
L

ttxtzخروجي

tt

t tt

λtt

t

−==

−==⇒−=

∫

∫ ∫=∫
−

∞−

∞−

−

∞−=−∞−

τττττ

  

  )ب
)(

)(
1

)( tx
tR

ty =
 

2sys)(tx )(
)(
1

)( tx
tR

ty =
  

2sys)(tz )(
)(
1 tz
tR

=خروجي
 

)()(
)(
1

)()( 0

?

00 ttyttx
tR

ttxtzخروجي −=−=⇒−=
  

                    زمان  متغير با
)(

)(
1

0
0

?

ttx
ttR

−
−

=
  

)()(    )ج txtty = 

3sys)(tx )()( txtty =
  

3sys)(tz )(tztخروجي=
  

)()()()( 0

?

00 ttyttxtخروجيttxtz −=−=⇒−=  

)()( 00

?

ttxtt               متغير با زمان                 =−−

)()(   )د atxty = 

4sys)(tx )()( atxty =
 

4sys)(tz )(atz    خروجي=
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 ٢٨

)()()()( 0

?

00 ttytatxخروجيttxtz −=−=⇒−= 

                                                        ))(( 0

?

ttax  ير با زمان   متغ     =−

][][  ) ن nxrny n=   

5sys][nx ][][ nxrny n=
  

5sys][nz ][nzrخروجي n=
    

][][][][ 0

?

00 nnynnxrخروجيnnxnz n −=−=⇒−=   

                                            ][ 0

?
0 nnxr nn −= −

                  متغير با زمان                 

][][   )ه nnxny =   

6sys][nx ][][ nxnny =
  

6sys][nz ][nznخروجي =
  

][][][][ 0

?

00 nnynnxnخروجيnnxnz −=−=⇒−= 

][)( 00

?

nnxnn                               متغير با زمان      =−−

  خطي بودن -٦-١١-١

  .شود آه اصل جمع آثار براي آن صدق آند سيستم خطي به سيستمي گفته مي

  :طي بودنشرط خ

sys)(tx )(ty







 +

)()2

)()()1 21

tax

txtx

sys

sys )()(;آثار جمع     21 tyty +

tayهمگني   ;)(

sys)(1 tx )(1 ty

sys)(2 tx )(2 ty














⇒

  .تواند باشد، حتي عدد مختلط  هر عددي ميaدر برقراري همگني ضريب ثابت : تذآر

  

  )٦ مثال
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 ٢٩

)()(  ) الف 2 txty          غيرخطي   =

)( 21 xx + 2
2

2
1

2
21 )( xxxx +≠+sys

  

)()()1(   ) ب −= txtxty              غيرخطي  

sys)(tax )1()()1()())1())((( 2 −≠−=− txtaxtxtxataxtax
  

)()sin)((                           . غيرخطي هستند,cossin چون توابع  استغيرخطي txty =)٣  

   ) ج



<
≥

=
00
01

)(
x
x

ty
 

1)(1)( =→= tytx  
1)()( =→= tyatxa خاصيت همگني نقض شده پس غيرخطي است.      

  

][][   )د nnxny =  

][)]([)]([][                  خطي
][][][][])[][(][][ 21212121

nyanxnanxannxa
nynynxnnxnnxnxnnxnx

==→
+=+=+→+

  

  

][Real)]([   )ه nxny =  

][22)(][
][][

naySjaifjsranxa
rnyjsrnx

≠−⇒=⇒+=
=→+=

  غيرخطي          

  

][2][3   ) ن += nxny 

][][2)][]([3)2][3()2][3(              غيرخطي      212121 +++≠++⇒+ nxnxnxnxnxnx  

                                                     ][][ 21 nyny +≠  
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 ٣٠

   فصلمسائلنمونه 

 

   يك از  سيگنال هاي زير متناوبند؟آدامتعيين آنيد   -١

2][][][   )الف nununx −+= 

  . يك راه تشخيص متناوب بودن رسم سيگنال است

1
2

][2 nx

n  
 . شودشود آه نامتناوب وجود يك ناپيوستگي در نقطه صفر باعث مي

 

  ) ب
∑ −−−−= ]41[]4[][3 knδknδnx

  

  .را شامل شده است ضربه ٢، N=4در هر دوره تناوب 

1

1−

5
4−

][3 nx

n3−
4

  

  ) ج
nπjnπj

eenx 7
2

7
4

1][
−

−+=  

35)1(,55

5
2
2

,)1(77

7
4
2

21 =⇒======== Nkk
π
πkNkk

π
πkN

  
  پذير است؟ هاي زير معكوس  تعيين آنيد آدام يك از سيگنال -٢

][][]2[   ) الف −= nxnxny  

0]5[]3[][
]3[][,0]2[][][,][][ 2

=−−=⇒
−==−==

nδnδny
nδnxnδnδAnynδAnx

  
  .پذير نيست معكوس ولي دار است حافظه

   ) ب



−≤
≥+

=
1][

0]1[
][

nnx
nnx

ny
 

,]1[][][]1[ −−++= nunxnunx  
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 ٣١

44 344 2144 344 21
0][

1,00,1
][]1[][][]1[][][][

==

−≤≥≥−≥
=−−++=⇒=

nnnn
nunununununynunxif

nu 

                   

][]1[]1[][][][]1[][

0][

1,10,0

nunununununynunxif
nnnn

nu

=−−−+=⇒−=

=

−≤≥≥≥
444 3444 2143421

4342143421

 

  .  پذير نيست معكوس

  

  .ه دست آوريدپذير است يا نه؟ اگر هست معكوسش را ب اين سيستم معكوسآيا ) تمرين

  









−≤
=
≥−

=
1][

00
1]1[

][
nnx
n
nnx

ny

  

  خلاصه -١٢-١

  .سيگنال تابعي است آه حاوي اطلاعاتي درباره رفتار فيزيكي يك سيستم است

 .توان به صورت مجموع دو سيگنال زوج و فرد نوشت هر سيگنال دلخواه را مي

 .زوج يا فرد درآوردتوان سيگنال را به صورت  در بسياري از مسائل با استفاده از شيفت زماني مي

 .ب با دوره تناوب اصلي فرآانس اصلي استسآوچكترين دوره تناوب سيگنال دوره تناوب اصلي است و فرآانس متنا

 .توابع ويژه بيان آردتوان بر حسب  ميرا توابعي آه فرم هندسي دارند 

 .فردي دارند توابع ضربه واحد، پله واحد و دوبلت واحد خواص منحصر به

 .خروجي نامحدود داشتيم اين سيستم ناپايدار استو مي با ورودي محدود اگر سيست

  .سيستم بدون حافظه مطمئنا علي است
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 ٣٢

  فصل دوم

   زمان پيوسته و زمان گسستهLTI هاي سيستم
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 ٣٣

  با توجه به رابطه آانولوشنLTIهاي   خواص سيستم- ١-٢

  

  زمان پيوسته

)(tx )(ty)(th
  

)()()()( thtytδtx =⇒=  

  

  زمان گسسته

][nx ][ny][nh
  

][][][][ nhnynδnx =⇒= 

 

  پذيري جايي به جا -١-١-٢

  

∑

∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=∗=

−=∗=

k

k

knxkhnxnh

knhkxnhnxny

][][][][

][][][][][
      ,        

∫

∫
∞

∞−

+∞

∞−

−=∗=

−=∗=

λdλtxλhtxth

λdλthλxthtxty

)()()()(

)()()()()(

  

  پذيري  توزيع-٢-١-٢

   )()()()())()(()()( 2121 thtxthtxththtxty ∗+∗=+∗=  

)(tx )(ty+
1h

2h
  

)()()()()())()(()( 2121 thtxthtxthtxtxty ∗+∗=∗+=  

)(1 tx
)(ty)(th+

)(2 tx  

  پذيري  شرآت-٣-١-٢

))()(()(
))()(()()(

12

21

ththtx
ththtxty

∗∗=
∗∗=
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 ٣۴

1h 2h

1h2h

)(tx )(ty

)(ty)(tx
 

 پلهپاسخ و  h(t) ضربه پاسخرابطه بين  - ٢-٢

  زمان پيوسته

)(tu )(ty

)(tδ )(th

)(th

)(th
  

  

dt
tdyth

λdλhty
t

)(
)(

)()(

=

= ∫
∞− 

 

 

  

  زمان گسسته

][nu ][ny

][nδ ][nh

][nh

][nh
  

  

]1[][][

][][

−−=

= ∑
−∞=

nynynh

khny
n

k

  
  

  . زير را بدست آوريدLTIهاي  پاسخ پله سيستم) ١ مثال

)(   ) الف
1

)( tue
RC

th RC
t−

=   

  

∫

∫
∞− −−

−














≥−=

<
==

t

t
RC

t
RC
λ

RC
λ

teλde
RC

t
λdλue

RC
ty

0

;0,1
1

;0,0
)(

1
)(

t 0 λ

λt0  

)()1()( tuety RC
t

−
−=  

  

][)(][   ) ب nuanh n−=  
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 ٣۵

][
1

)(1

0,
)(1

)(1
)(

0,0
][)(][

1

0

1

nu
a

a

n
a

aa

n
kuany

nn

k n

k

n
k

k

+
−−=














≥
−−

−−=−

<
=−=

+

−∞=

=

+
∑

∑

 

    با توجه به تابع تبديلLTIهاي   خواص سيستم- ٣-٢

    حافظه-١-٣-٢

  زمان پيوسته

)(tx )(ty)(th
 

∫
+∞

∞−

−= λdλtxλhty )()()(  

  

0;0)( ≠= tth  

  

  

  

  

  زمان گسسته

][nx ][ny][nh
  

∑
∞

−∞=

−=
k

knxkhny ][][][  

  :شرط بدون حافظه بودن سيستم

K,3,2,1;0][ ±±±== nnh  

  

  ):سيستم زمان گسسته(اثبات 

KK +−+++−+= ]1[]1[][]0[]1[]1[][ nxhnxhnxhny  

ان لحظه وابسته باشد آه براي اين منظور خروجي در هر لحظه به ورودي در هماين سيستم به شرطي بدون حافظه است آه 

  :بايستي

cteknδknhياnδnhnnh ===⇒≠= ;][][][][0,0][  

   معكوس پذيري-٢-٣-٢

  زمان پيوسته

)(th )(th I
)(tx )()( txty =

  
)())()(()( txththtx I ∗∗=  
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 ٣۶

)()()()()()( tδththtxtxtδ I =∗⇒=∗ 

 

 زمان گسسته

][nh ][nh I
][nx ][][ nxny =

 

][][][ nδnhnh I =∗ 

 عليت -٣-٣-٢

∑ با توجه به رابطه. سيستم علي خروجي به آينده ورودي بستگي نداردر د
∞

−∞=

−=
k

knxkhny شرط زير براي  ][][][

   .بيانگر سيستم علي خواهد بود) پاسخ ضربه(تابع تبديل 

  زمان پيوسته

0;0)( <= tth  

  

  

  زمان گسسته

0;0][ <= nnh 

  

)()(تابع تبديل : تذآر tuth =) ][][ nunh   .بيانگر سيستم علي است) =

  )*BIBO(پايداري -۴-٣-٢

  زمان پيوسته

)(tx )(ty)(th
  

  ∞<=−≤−= ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

λdλhλdλtxλhλdλtxλhty )()()()()()(  

∞<∫
∞

∞−

dtth   شرط پايداري   :)(

   گسستهزمان

][nx ][ny][nh
 

                                                 
*   Bounded Input Bounded Output 
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 ٣۴

∞<≤−= ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞= kk

khknxkhny ][][][][          

∑>∞   :شرط پايداري
∞

−∞=k

nh ][     

  . را بررسي آنيدLTIهاي   با استفاده از تابع تبديل خواص سيستم ) ٢ مثال

    
)(tx )(th )()( 0ttxty −=

  
  علي بودن) الف

0t
t

)(th

0t− t

)(th














<

≥

=−=⇒

tعلي غيرسيستم     

tعلي سيستم     

ttδth

;0

;0

)()(

0

0

0)()()()( tδtxtyth ==

 

                

 سيستم معكوس ) ب

)()()()(,)()()(,)()()( 000
0 ttδthtδtthtδthttδtδthth I

ttt
III +′=′ →=−=∗−=∗ ′=−

  يرپذ معكوس

  پايداري ) ج

dtttδپايدار ∞<−∫
+∞

∞−

)( 0  

 ) ٣ مثال

)()(   ) الف١ tueth at= 

,       دار علي و حافظه




≥
<

== ∫∫
∞+∞

∞− aناپايدار
aپايدار

dtedttue atat

0
0

)(
0

 

][]2[    ) ب٢ += nuanh n     ,    2−≥n    

  دار يرعلي و حافظهغ

∑ ∑
∞

−∞=

∞

−= 





>

<
⇒=+

k k

kk

aناپايدار

aپايدار
akua

2 ,1

,1
]2[  

  

   ؟y(t)مطلوب است ترسيم : ١تمرين
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 ٣۵

)(tx )(ty)(th

∑
∞

−∞=

−=
k

kTtδtx )2()(
   

)(th
1

T− T
t

  
  ?=h(t)مطلوب است پاسخ ضربه سيستم ذيل : ٢تمرين  

T T T

0a× 1a× 2a× 1+× na

)(tx

)(ty+ + +
+

+ +

  
 

  .يد داده شده بدست آورLTIسيستم ضربه  را براي پاسخ y[n] و خروجي x[n]رابطه بين ورودي دلخواه ) ٣ مثال





 ≤≤

=
wo

n
nh

.,0

30,
4
1

][
][nh

4
1

n
1 3 

])3[]2[]1[][(
4
1

][][][

])3[]2[]1[][(
4
1

])4[][(
4
1

][

−+−+−+=∗=

−+−+−+=−−=

nxnxnxnxnhnxny

nδnδnδnδnununh
  

  

2][][]2[اگر ) ۴ مثال −−= nununh1][ مقدار )  الف nhتابع تبديل آل سيستم  را بدست آوريد ،h[n] داده شده 

  .است

1h 2h][nx ][ny
2h
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 ٣۶

11
10

8

5
4
11

1− 73

][nh

n
  

  ])[][(][][ 221 nhnhnhnh ∗∗=      ,        ]1[][][2 −+= nδnδnh  

  

]2[]1[2][]2[]1[]1[][
]1[][])[(])1[][(][][ 22222

−+−+=−+−+−+=
−+=∗−+=∗

nδnδnδnδnδnδnδ
nhnhnhnδnδnhnh

  

  

]2[]1[2][][ 111 −+−+=⇒ nhnhnhnh  

  

  :داريم n=0 است پس در نمودارهاي بالا به ازاي n=0 مقدار دارد h[n]اولين جايي آه 

  

3
2 1

1 61− 3

][1 nh

n
                     

K012

042

182

2112

3102

352

112

6456

5345

4234

3123

2012

101

0210

=⇒+++
=⇒=++
=⇒+++
=⇒=++
=⇒=++

=⇒=+
=⇒=++ −−

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

aaa
aaaa

  

 

][][]1[ برابر باشد با x[n]اگر ) ب −−= nδnδnxمطلوب است مقدار خروجي y[n]  ؟     

  . داده شده استx[n]اين قسمت آاملا مستقل از قسمت قبل است چون 

]1[][][][][ −−=∗= nhnhnxnhny  

1
4

5

3−
4−

1−
0 2

4 7

][ny

n
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 ٣٧

   )يوستهزمان پ (آانولوشن - ۴-٢

  ترسيميروش  -١-۴-٢

. آنيم استفاده مي ١فرمول   ازاستتر  ساده g(t)  و اگر٢رمول ف از تر است به لحاظ رياضي ساده f(t)شود اگر  توصيه مي

  . استفاده مي آنيم٢دراين مثال از فرمول 

444 3444 21444 3444 21
21

)()()()()()()( ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−=−=∗= λdλtfλgλdλtgλftgtfty
  

)(,)( λgλfسازيم  را مي .  

)(براي ساخت  λtf )(  اول بايد− λtf  مثبت است يا منفي است پس به صورت قراردادي tدانيم آه   را ساخت چون نمي+

tسپس.دهيم  واحد به سمت چپ شيفت مي  )( λtf سازيم از اين مرحله به بعد بايد در هر مرحله معادله خط آنار   را مي−

  .ته شودنوشنمودار 

)( را ثابت نگه داشته و λg)(حال  λtf  جايي آه دو تابع دربديهي است . دهيم شيفت مي +∞ به سمت −∞ از    را−

 دوباره به جايي بعدرا دارد و  همپوشاني maxآه  رسد  سپس به نقطه اي مي.حاصلضرب صفر است همپوشاني نداشته باشند

  :رسد آه هيچ همپوشاني نداشته باشند مي

  

  )۵مثال 

2

2

)(tf

t
22−

)(tg

t

3

  

2

2

)(λf

λ

2+− λ
)( tλf +

λ

)(2 tλ +−

t−2t−

2

λ

)( tλf +−
2+− tλ

2−t t

2
1 2 3 )(λg

λ2 2−

3
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 ٣٨



















=∗≥

+−=+−=∗≤≤

=+−=∗<≤

−=+−=∗<≤−

=∗−<

∫

∫

∫

−

−

−

0,4

)168(
2
3

)3)(2(,42

6)3)(2(,20

)4(
4
3

)3)(2(,02

0,2

2

2

2

2

2

2

t

ttλdtλt

λdtλt

tλdtλt

t

t

t

t

t

  

  فرمولاستفاده از  -٢-۴-٢

بر حسب توابع رياضي داده ادله دو سيگنال بايد مع. اگر با استفاده از فرمول بخواهيم آانولوشن دو سيگنال را بدست بياوريم

  .دنموفرموله حسب توابع ويژه شده باشند يا اينكه بتوان آنها را بر 

  :در فرمول آانولوشن جايگذاري آردبه فرم زير نوشت و سپس بايد  را f(t) , g(t)براي مثال قبل 

))2()2((3)(,)2()()(2)( −−+=−+−= tututgtrtrtutf  
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 ٣٩

  )١ مثال

                                         

 )3()1(2)1()(,)3(2)1(2)( −+−−+=−−−= tutututhtututx     
)(tx

t

2

1 3
1 3

1−

1

)(th

t
1−

1− 1

)(1 th

t 1 3
1

1

t

)(2 th

)()()( 21 ththth +=
 

   
τττ dtxh

thtxty

)()(

)()()(

−=

∗=

∫
∞

∞− 

)(τx

τ

2

1 3 t−1 t−3

2
)( tx +τ )( tx +−τ

1−t3−t

2

τ τ 1 3
1−

1

)(τh

1−
τ

 























=∗≥−

−−=−=∗<−≤

−=−+=∗<−≤

−=−+=∗<−≤

==∗<−≤−

=∗<−

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

−

−

−

−

−

−

−

0,51

)6(22,413

41222,312

41222,211

22,111

0,11

3

3

1

3

1

1

1

3

1

1

1

1

t

tdt

tddt

tddt

tdt

t

t

t

t

t

t

t

τ

ττ

ττ

τ
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 ٤٠

4

2 4 6

)(ty

t

4−
 

شكل شود و اگر اين دو تابع پالسي هم عرض باشد  شوند حاصل يك تابع ذوزنقه مي  دو تابع پالسي باهم آانوالو ميوقتي: تذآر

  .ي خواهد بود مثلثحاصل يك تابع

)()1(,)()(2)2()5(   )٢ مثال 2 −+−−=−= tutututxtueth t
  

1

52

)(tx

t

)(th

t
1

1

2e

1−  

τττ dthxty )()()( −= ∫
∞

∞−

)(τh

τ
1

1

2e
τe 2

2e

t−1

)(2 tτe +

)( th +τ

1−t

)(2 tτe +−

2e
)( tτh +−

τ τ

1

52

1−

τ

)(τx
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 ٤١


















−+−=−+=∗≤−

−+−=+=∗≤−<

−=−×=∗≤−<

=∗>−

∫ ∫

∫ ∫

∫

−−−+−+−

−

−−−+−+−

−

−+−

2

0

5

2

)2(2)5(2)2(22)(2)(2

2

1

5

2

)2(2)5(2)2(22)(2)(2

5

1

2)5(2)(2

)(
2
1

,01

)(
2
1

,210

2
1

)1(,512

0,51

tttttt

t

ttttτt

t

tt

eeeededet

eeeededet

eedet

t

ττ

ττ

τ

ττ

τ

τ

  
  

را بدست آوريد و مقدار خروجي را در  x(t)  پاسخ سيستم به  ورودي.اده شدهد  h(t) با پاسخ ضربهLTIم تسيس :تمرين

4لحظات 
1

,
4
3

,
2
3

, −===+∞= tttt
   . محاسبه آنيد

)(tx

t

1

1−
1−

2
?)()()(,)()()( thtxtytutδeth t ∗=+= −

  

  آانولوشن زمان گسسته  - ٥-٢

  ترسيميروش  -١-٥-٢ 

444 3444 21444 3444 21
21

][][][][][ ∑∑
+∞

−∞=

+∞

−∞=

−=−=
kk

knxkhknhkxny

  
 را حساب آنيم، مراحل انجام عمليات عينا شبيه زمان y[n]وجي  خر٢ يا رابطه ١ اينكه از رابطه گيري راجع به پس از تصميم

  .پيوسته است

    : آنيم روش ترسيمي را براي تعيين خروجي سيستم زمان گسسته مطرح مي

  )٣ مثال









=−
=
=

=







=

±=
=

22
13
02

][
.0

02
11

][
n
n
n

nx
wo

n
n

nh
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 ٤٢

][nh
][nx

nn

2

11−

1
2

3

2−

1
2

 

][kh ][ nkh + ][ nkh +−

k kk

2

11−

1
2

1

n−−1 n− 1−n

2
1

1−n n 1+n

][kx

2

3

2−

1
2 k

  
       

 

















=∗≥+
−=−×=∗=+

−=−×+×=∗=+
=×−×+×=∗=+

=×+×=∗=+
=×=∗=+

=∗<+

0,51
2)2(1,41

1)2(231,31
6123221,21

73122,11
221,01

0,01

n
n
n
n
n
n
n 7

6

1−
2−

2

1− 1
2 3

4 52−

][ny

n

  

  فرمولاستفاده از -٢-٥-٢ 

ورودي و يا پاسخ ضربه بر حسب تابع ضربه بيان اگر . بيان آردو يا توابع رياضي ابتدا بايد توابع را بر حسب توابع ويژه 

  .شده باشند، بدليل خاصيت تابع ضربه محاسبه آانولوشن بسيار راحت خواهد بود

  ) ٤ مثال

]2[2]1[3][2][,]1[][2]1[][ −−−+=−+++= nδnδnδnxnδnδnδnh  
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  :بديهي است پاسخ محاسبه شده در هر دو حالت يكسان خواهد بود

   )٥ مثال
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 ٤٤

  

][][10,][][,][?   ) ٦مثال ==<<= nynunhαnuαnx n
  

  

][][]10[,][]2[]7[   ) ٧ مثال −−−=−−= nununxnununh  
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 ٤٥

  )زمان پيوسته(سيل توصيف شده با معادلات ديفرانLTIهاي  سيستم - ٦-٢

  :شود رو نوشته مي فرم روبهبه طور آلي معادله ديفرانسيل يك سيستم به 

        
∑∑

==

=
M

k
k

k

k

N

k
k

k

k dt
txdb

dt
tyda

00

)()(

 

)(tx )(tysys
 

  براي حل معادله ديفرانسيل بايد

   .معادله همگن حل شود) ١

  .جواب خصوصي به ازاي ورودي خاص تعيين گردد)٢

پاسخ خصوصي و با توجه با اين آه پاسخ عمومي داراي تعدادي + جواب آلي سيستم عبارت است از پاسخ عمومي ) ٣

  .دنآي  شرايط سكون يا شرايط اوليه به دست مياز رويضرايب ثابت است اين ضرايب 

 
K=⇒=∑

=

)(0
)(

0

ty
td
tyda h

N

k
k

k

k
) ١  

K=)(ty p) ٢  

                    )()()( tytyty ph +=) ٣  

به ورودي داده شده، عنوان علي بودن سيستم ضروري   LTIسيستم براي بكارگيري شرايط سكون جهت تعيين پاسخ : تذآر

  .در غيراينصورت بايستي شرايط اوليه داده شده باشد. است

  ) ٨ مثال


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 ٤٦

  :مطلوبست پاسخ سيستم به ازاي ورودي داده شده.  و علي داده شده استLTI معادله ديفرانسيل سيستم ) ٩ مثال
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   :حل
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٢ (2
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)(,1;1)(2)( =−>=+′ tyttyty p
     

  ستمشرط سكون بر اساس علي بودن سياعمال  ٣(

    


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
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  :پاسخ به ورودي ضربه - ٧-٢

  :LTIهاي  و پاسخ پله در سيستمضربه استفاده از رابطه بين پاسخ  -١-٧-٢ 

  .آنيم بررسي ميبا يك مثال اين رابطه را 

  

)()(2)()(,)()(              .است  و عليLTI سيستم ) ١٠ مثال tδtxtxtytyty ==−′+′′  

  

)()(2)()(:حل tutztztz =−′+′′  
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 ٤٧
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

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  )پاسخ ضربه= مشتق پاسخ پله (
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3
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   محاسبه پاسخ ضربه سيستم بطور مستقيم-٢-٧-٢

. گيريم بدست آورده و آن را بعنوان پاسخ آامل سيستم در نظر مي پاسخ معادله همگن را LTIجهت محاسبه پاسخ ضربه سيستم 

پاسخ آامل بايد در معادله ديفرانسيل صدق آند آه بدين ترتيب ضرايب ثابت محاسبه و پاسخ آامل، آه همان پاسخ ضربه 

  . است تعيين خواهد شدLTIسيستم 

  :آنيم  را به اين روش مجددا حل مي١٠حال مثال 
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 ٤٨

  )زمان گسسته ( توصيف شده با معادلات تفاضليLTIهای  سيستم - ٨-٢

   :هدف از تحليل معادله تفاضلي

   .رابطه مستقيمي بين ورودي و خروجي به دست آوريم )١

           ][][][][

][][
0

nhnynδnx

knxbny
M

k
k

=⇒=

−= ∑
=

  
  .خروجي را به ازاي ورودي مشخص پيدا آنيم )٢

  حل معادله تفاضليروش  -١-٨-٢

∑ ∑
= =

−=−
N

k

M

k
kk knxbknya

0 0

][][
 

   :روش مستقيم) الف

][][][ nynyny ph     ,   : پاسخ آامل=+
][ny pپاسخ خاص   :    ,     ][ny hپاسخ عمومي:  

  :دهيم  ، براي بدست آوردن جواب عمومي مراحل زير را انجام ميN=2با فرض آنكه معادله تفاضلي مرتبه دوم است 

0]2[]1[][ 210 =−+−+ nyanyanya   

0)(][ 2
2

1
10 =⋅++⇒= −− nn

h krraraarKny  

  
nn

h rkrkny )()(][ 2211 21      حقيقي و متمايز=+ , rr  
nn

h rnkrkny )()(][ 2211 +=                              21 rr =  
  

 مطلوب است خروجي اگر ) ١ مثال
2][ nnx ]0[1 و = =yباشد  .  

]1[][]1[2][ −−=−+ nxnxnyny  
   :     پاسخ عمومي

           02][0]1[2][ 1 =+⇒=⇒=−+ −nnn
h rkrkrknynyny  

n
h

n knyrrrk )2(][)2(0)21( 1 −=⇒−=⇒=+ −
  

  :صوصيپاسخ خ

12)1(n1]-2y[ny[n] 22 −=−−=+ nn   
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 ٤٩


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9جواب خصوصي     
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  :پاسخ آامل
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  روش بازگشتي) ب

  :آنيم با يك مثال اين روش را يررسي مي

  

  .زير را در نظر بگيريدتوصيف شده با معادله تفاضلي  و علي LTIسيستم  )٢ مثال

][]1[
4
1

][ nxnyny +−=
  

  :مطلوبست

  h[n]پاسخ ضربه  )الف

  nhI][ پاسخ ضربه معكوس) ب

][]1[به ازاي ورودي داده شده ) ج −= nδnx خروجي را بدست آوريد.  

][][      )الف
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  روش بازگشتي:
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 ٥٠

  : بايد فرمول زير برقرار باشدnhI][ براي بدست آوردن )ب

∑
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   و علي خواهد بود؟LTI و علي باشد آيا معكوس سيستم نيز LTIاگر سيستمي : سؤال
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  روش بازگشتي:

]1[
4
1

][][,0]3[

0]2[0]0[)
4
1

(]1[
4
1

]2[

4
1

]1[0]0[
4
1

]1[

1]0[

2

−−=⇒=

=⇒=++

−=⇒=+

=

nδnδnhh

hhhh

hhh

h

II

IIII

III

I

L n

][nhI

1

4
1−
1

2 3
  

  :تم داريمبودن سيس) نامتغيربازمان (TIبا توجه به خاصيت آورده شد،   در قسمت الف بدستh[n]پاسخ ضربه سيستم ) ج
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(]1[][]1[][

][)
4
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− nunhnynδnx
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][2]1[][ با معادله تفاضلي LTI سيستم )٣ مثال nxnyny ) علي(اوليه با فرض سكون . توصيف شده است +−=

   .پاسخ ضربه را به دست آوريد

  .دنيشود از روش بازگشتي معادله را حل آ اگر ورودي ضربه واحد بود پيشنهاد مي: تذآر

  ي روابط بازگشتي و تعيين پاسخ به ازاء ورودي خاص با توجه به شرط سكون اوليهبكارگير: روش اول
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 ٥١

 ][)2(][)2(][ nunhkh nk −=⇒−=  
  

  . بدست آوردن خروجي بر حسب ورودي بطور آلي با استفاده از روابط بازگشتي:روش دوم

 

][]1[2][
]1[]2[2]1[
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  : به طريق ذيل عمل مي آنيم(FIR)براي بدست آوردن رابطه صريح خروجي بر حسب ورودي 
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  LTIهاي  در سيستمپاسخ ضربه و پاسخ پله رابطه بين استفاده از  :روش سوم

 

  :پاسخ پله

][]1[2][ nunznz =−+  
  :پاسخ همگن
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 ٥٢

  :پاسخ حصوصي

3
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12][0,1]1[2][ =⇒=+⇒=⇒≥=−+ AAAAnznnznz p
  

  :پاسخ آامل
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  :محاسبه پاسخ ضربه با استفاده از پاسخ پله
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  )گير گير و انتگرال مشتق (با استفاده از بلوك دياگرام LTIنمايش سيستم  - ٩-٢

  زمان پيوسته 

 

)(tx
dt

tdxty )(
)( =dt

d )(tx ∫
∞−

=
t

λdλxty )()(∫ ∞−

t

 

  

  زمان گسسته

   :با مشتق در پيوسته هم ارز 

][nx ]1[][][ −−= nxnxny∑

D
−

 

  :هم ارز با انتگرال در پيوسته 

][nx D D D D
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 ٥٣

)()()()()()(     ) ٤ مثال 2121 txbtxbtxtyatyaty ′′+′+=+′+′′  

  گير هاي مشتق نمايش سيستم با استفاده از بلوك) الف
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∑

∑

∑

)(tx )(ty
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+ +

  
  گير هاي انتگرال  سيستم با استفاده از بلوكنمايش) ب
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][2]1[][]1[     ) ٥ مثال −−=−+ nxnxnyny  

]1[2]1[][][ −−−−= nynxnxny  
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1− 2−

+ +][nx ][ny

  
  

www.elec.ir

57



 ٥٤

   رسم بلوك دياگرام؟  :تمرين

  سيستم زمان پيوسته

)()(5)(4)(3)( txtytytyty ′=+′+′′+′′′  
  

  سيستم زمان گسسته

 

][]1[2][ nxnyny =−+  
  

   خلاصه-١٠-٢

 تعريف LTIهاي  پذيري را براي سيستم پذيري و شرآت پذيري، توزيع جايي توان خواص جابه با توجه به رابطه آانولوشن مي

 .آرد

  . بيان آردLTIهاي  توان خواص جديدي براي سيستم با معرفي تابع تبديل مي

  . استمحاسبهفرمول قابل وش ترسيمي و آانولوشن به دو ر

در معادلات ديفرانسيل، با حل معادله همگن و يافتن جواب خصوصي به ازاي ورودي خاص، جواب آلي سيستم از جمع پاسخ 

  .آيد عمومي و پاسخ خصوصي بدست مي

  .سيستم ضروري است به ورودي داده شده، عنوان علي بودن LTIبراي بكارگيري شرايط سكون جهت تعيين پاسخ سيستم 

توان  مي و يا محاسبه پاسخ ضربه سيستم به طور مستقيم LTIهاي  استفاده از رابطه بين پاسخ ضربه و پاسخ پله در سيستمبا 

  .پاسخ به ورودي ضربه را يافت

  .توان نشان داد  را با استفاده از بلوك دياگرام نيز ميLTIهاي  سيستم
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  ومسفصل 

   زمان پيوسته و زمان گسستههاي سيستمسري فوريه 
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   تعاريف- ١-٣

 سيگنال متناوب -١-١-٣

)()(سيگنال متناوب است اگر  Ttxtx آوچكترين مقدار مثبت  tx)(بوده و دوره تناوب اصلي سيگنال T<0و  =+

0 .آند رابطه بالا صدق مياست آه در  Tغيرصفر 
0

2
T
πω =

  . فرآانس اصلي سيگنال خواهد بود

  )١ مثال

3  ) الف
2

,3)3sin(2)( 0
πTωttx ==⇒=

  

2  ) ب
2

,2)2cos(4)( 0
πTωttx ==⇒=

  

  دوره تناوب حاصل جمع دو سيگنال -٢-١-٣

جمع  د حاصلن متناوب باشها  يگنالسيك از اگر هر در بعضي موارد  .به طور آلي قانون خاصي براي اين حالت وجود ندارد

  .ها، حاصل جمع آنها متناوب نيست  و در بعضي موارد با وجود متناوب بودن هر يك از سيگنالمتناوب استنيز آنها 

  ) ٢ مثال

  ) الف
tjtj eetx 32)( +=  

3
2

,2
2

2
3

6
,3

3
4

,2

3
2

,
2

2

3
2

21

====

===

==

==

π

πn
π
πm

πππ

ππ

πTπT

  
  

)2cos(4cos2)(  ) ب tttx += 

2
2

,
1

2
21

πTπT ==
  

  .، اين سيگنال نامتناوب استx(t)دهنده  هاي تشكيل تك سيگنال عليرغم متناوب بودن تك
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)()()( اگر: تذآر 21 txtxtx 21 ترتيب به  و دوره تناوب آنها=+ ,TT  باشد حاصل جمع دو سيگنال زماني متناوب

  : است آه رابطه زير برقرار باشد

)21 , nn 2و اعداد صحيح مثبت  بايد

1

n
n

2                      )باشد) گويا( عدد آسري صحيح 

1

2

1

n
n

T
T

=
  

  دوره تناوب حاصلضرب دو سيگنال -٣-١-٣

ه دوره چنانچ(آوريم  ميدوره تناوب را به دست دو تابع، جمع  به حاصلتوابع حاصلضرب تبديل در صورت امكان پس از  -١

تناوب را درهمان حالتي آه در هم ضرب شده محاسبه آنيم  دوره تناوب به دست آمده ممكن  است دوره تناوب اصلي سيگنال 

  ).نباشد

)()()(با توجه به رابطه نبود، جمع  تبديل به حاصلسيگنال حاصلضرب قابل  چنانچه -٢ tytxtz  و =⋅

)()( Ttztz   .آنيم را در صورت وجود محاسبه مي tz)( دوره تناوب=+

  

  ) ٣ مثال

)()10cos(  ) الف 6 tetz tj=  

ππ

πTππ
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ππTππT
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=⇒==

==

====

5
5

,
3

3
5

2
,

3
2

510
2

,
36

2
21

M

  
    ) ب

8
4

28
3
8

2
24

2
,

816
2

2
1

2
1

)(
2
1

)(

21

41610106

π

πTπ

π

ππTππT
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ناوب اصلي سيگنال يا دوره ت π)(دو سيگنالضرب  شود دوره تناوب محاسبه شده از حاصل همانطور آه ملاحظه مي 

آوچكترين دوره تناوب سيگنال
)

2
(
π

               .باشد نمي 

)()( آنگاه با توجه به،باشد Tبا دوره تناوب  tf)(اگر: قضيه Ttftf )())((تابع  =+ tfftG نيز پريوديك با  =

 T لزوما G(t) در اين صورت دوره تناوب اصلي ،باشد f(t)دوره تناوب اصلي تابع  1T اگر. خواهد بود T دوره تناوب

  .نيست

  

  ) ٤ مثال

    ) الف

       3
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3
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3
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,
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64,
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   ) ب

       4
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8
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2
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8
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cos)(

21
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ππTπT

tt
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   روش نوشتن توابع به صورت پريوديك-٤-١-٣

ها بيان  ، با استفاده از رابطه زير سيگنال متناوب در آل زمان(f(t))فرموله شود  T)(ناوباگر سيگنال در طي يك دوره ت

)(( شود مي
~

( tf .  

)(
~

tf

t
∑
∞

−∞=

−=
k

KTtftf )()(
~

T− T0  
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   زمان پيوستهسري فوريه - ٢-٣

 دوره تناوب توابعي آه داراي ،شود مي تنها براي توابع متناوب بيان يه،فور سري

0اصلي

2
,)()(

ω
πTTtxtx =+=

  : دادنمايشتوان   مي زير فرميك از دو  سري فوريه را به هر .دنباش  مي

∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

==
k k

t
T
πjk

k
tωjk

k eaeatx
)

2
(

0)(
  

  ؟ نمايش دهيمطهاي مختل  را به صورت مجموعي از نماييل متناوبچرا علاقمند هستيم آه سيگنا: سؤال

بتوان در صورتي آه  (.وريمآ دست مي انسي آن بهآه سيگنال و محتواي فر شناخت بهتري نسبت ب،در صورت موفقيت) ١

هايي و با چه  چه فرآانسدر يك سيگنال به اين سوال آه توان  مي ،ها بسط داد اي از هارموني سيگنال را به صورت مجموعه

  ).پاسخ دادرا قدرتي وجود دارند 

به نمايي مختلط LTIپاسخ سيستم ) ٢
tωjke  يا به طور آلي 0

tωje شود اي تعريف مي به فرم بسيار ساده. 

  

 تر ها پايين  باشد فرآانستر  پايينها هر چه هارموني و برعكس ها بالاتر است  باشد فرآانستر بالاها هرچه هارموني: ١تذآر 

  .است

 و برعكس  سيگنال فرآانس بالا استبزرگتري داشته باشدسري فوريه هاي بالا ضرايب  اگر سيگنالي در هارموني: ٢تذآر 

  . سيگنال فرآانس پايين استسري فوريه بزرگتري داشته باشدهاي پايين ضرايب  اگر سيگنالي در هارموني

 K,3,2,1,0,)(Φ 0 ±±±== ket tωjk
k  

K,
3
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,
2
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,
22

0
33

0
22

0
11

0 ω
πT

ω
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ω
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ωk
πT

kkkk ===⇒=
±=±=±=

  
  

  ؟چيست زير  ره تناوب اصلي سيگنالدو) ٥ مثال
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3
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2
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  :با توجه به رابطه اويلر
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  :)هاي حقيقي سيگنال(فرم ديگر سري فوريه 
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   تعيين ضرايب سري فوريه -١-٢-٣

∑
∞

−∞=

=
k

tωjk
k eatx 0)(

  

را دررابطه بالا طرفين 
tωjne 0−

  :گيريم روي يك دوره تناوب انتگرال ميرابطه از طرفين  و آنيم ضرب مي 
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44 344 21

  
    آيند طبق اثبات برابر واحد شده آه در نتيجه ضرايب سري فوريه از رابطه زير بدست ميI، مقدار  باشدk=nاگر 

∫ −=
T

tωjn
n dtetx

T
a

0

0)(
1

  

  همگرايي سري فوريه  -٢-٢-٣

 تحت چه شرايطي داراي نمايش سري فوريه است؟ x(t) سيگنال متناوب: الؤس

  :كلهيشرايط دير

 :پذير باشند سيگنال مطلقا انتگرال) ١
∞<=⋅=>< ∫∫ ∗ dttx

T
dttxtx

T
txtx

TT

2
)(

1
)()(

1
)(),(
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 نمايش سري فوريه در همه جا به جز نقاط ،وره تناوب داردبراي يك سيگنال متناوب آه تعداد محدودي ناپيوستگي در هر د) ٢

  .شود آن نقطه همگرا مي منفرد ناپيوستگي برابر سيگنال است و در نقاط ناپيوستگي سري به مقدار متوسط سيگنال در

آنند طبيعت   نميءكله را ارضايهايي آه شرايط دير سيگنالاما . توان به آار برد  در آليه موارد عملي سري فوريه را مي:تذآر

  .شوند هاي عملي ظاهر نمي  در نتيجه عموما در زمينه،نامعقولي دارند

  

    ) ٦ مثال

   ) الف
)

4
2cos()cos(2)sin(1)( 000
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  هايي است؟ شامل چه هارمونيزير  سيگنال :تمرين

tωjtωjtωjtωj eeeetx 0000 11111010

2
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)( −− +++=
  

  

  :يادآوري

)()(اگر Ttxtx    :در اين صورت سيگنال داراي سري فوريه است پس =+
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−∞=
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k eaeatx
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  " سنتزفرمول "       
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k dtetx
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  " آناليزفرمول "     

  

}مجوعه ضرايب: ١تذآر  }ka را ضرايب سري فوريه يا ضرايب طيفي x(t) رايب در حالت آلي مختلط ضاين  .نامند مي

  .دهنده قدرت سيگنال در هارموني متناظر است ها نشان هستند و اندازه آن

  :شود يا ثابت سيگنال است آه از رابطه زير محاسبه مي DC لفهؤم 0a ضريب: ٢تذآر 

                                مقدار متوسط  
∫=
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)2(و  tu)( چه تفاوتي ميان :١تمرين tu  و
)

2
(
tu

      وجود دارد؟

)(چه تفاوتي ميان:٢تمرين 0Ttu )2( و − 0Ttu  و −
)

2
( 0Ttu −

   وجود دارد؟

   زمان پيوستهخواص سري فوريه - ٣-٣

  خطي بودن -١-٣-٣
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  انتقال زماني -٢-٣-٣
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  سازي زماني وارون -٣-٣-٣
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  تغيير مقياس زماني  -٤-٣-٣
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  مزدوج گيري -٥-٣-٣
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∗
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  رابطه پارسوال  -٦-٣-٣
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  .به دست آوريد ضرايب سري فوريه شكل مقابل را) ١ مثال
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     ) ٣ مثال
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   سري فوريه زمان گسسته- ٥-٣
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 ٦٧

   خواص سري فوريه زمان گسسته- ٦-٣

   تفاضل اول-١-٦-٣
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   رابطه پارسوال-٢-٦-٣

22
][

1 ∑∑
〉〈=〉〈=

=
Nk

k
Nk

anx
N  
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 را پيدا آنيد آه آمترين توان را در هر دوره تناوب ائيx[n]آنند  هايي آه در سه شرط بالا صدق مي در ميان مجموعه سيگنال
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بايستي ساير ) ائي آه آمترين توان را در هر دوره تناوب داردx[n](با توجه به رابطه پارسوال، براي احراز آخرين شرط 

05421(د ضرايب صفر در نظر گرفته شو ==== aaaa .(0بدين ترتيب با توجه به ضرايبa 3 وa بدست آمده 

  . را با استفاده از فرمول سنتز بدست آوردx[n]توان سيگنال  مي
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 ٦٩

  زمان پيوستهو سري فوريه  LTIهاي  سيستم - ٧-٣

  :گيريم را در نظر مي h(t)  پاسخ ضربهو y(t) خروجي، x(t)ورودي با  LTIسيستم 
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   به ورودي نمايي مختلطLTIپاسخ سيستم  -١-٧-٣
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همان ورودي سيستم پس به اين ترتيب خروجي 
tωjetx پاسخ . ضرب پاسخ فرآانسي سيستم خواهد بود  حاصلدر )(=

  .شود مياز رابطه زير محاسبه   h(t) با پاسخ ضربهLTIفرآانسي هر سيستم 
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با همان دوره تناوب ( متناوب  سيستم نيزخروجي، باشند kaفوريهسري ضرايب  متناوب و با LTIبه سيستم اگر ورودي 

)()ورودي 0ωjkHab kk ها را تقويت،  توان برخي از هارموني با عبور ورودي متناوب از سيستم مي .خواهد بود =

  .تضعيف و يا به طور آامل حذف نمود
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اگر ) ١ مثال
tjetxtxty 2)(,)3()(   چه خواهد بود؟خروجي  =−=
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  .آوريم ابتدا سري فوريه ورودي را نوشته و آنگاه سري فوريه خروجي را بدست مي
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 ورودي ) ٣ مثال
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  به قطار ضربه  LTIپاسخ سيستم -٢-٧-٣
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  سري فوريه خروجي :

 )زمان پيوسته (فيلتر آردن - ٨-٣

  .دهد شكل طيف سيگنال ورودي را تغيير مي: دهنده فرآانسي فيلترهاي شكل

 و ساير فرآانس ها را تضعيف يا حذف بعضي از فرآانس ها را اساسا بدون اعوجاج عبور داده: گر فرآانسي فيلترهاي انتخاب

   (notch filter).آند مي

  انواع فيلترها  -١-٨-٣

  :*LPF) (فيلتر پايين گذر

                                                 
* 1. Low Pass Filter 

www.elec.ir

75



 ٧٢

     

باند حذفباند عبور باند حذف
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  :*HPF) (فيلتر بالا گذر
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)( ωjH

باند حذف

  

  : تشخيص نوع فيلتر-٢-٨-٣ 

  :توان نوع فيلتر را تشخيص داد هاي مسئله به دو روش مي با توجه به داده

)( داده شده باشد، با بدست آوردن h(t)  پاسخ ضربه سيستماگر در صورت مسئله) ١ ωjHپاسخ  و سپس رسم اندازه 

)(فرآانسي  ωjHدهيم ميختلف، نوع فيلتر را تشخيص هاي م  به ازاي فرآانس.  

با اعمال تابعابتدا  باشد،داده شده  LTIسيستم  معادله ديفرانسيلدر صورت مسئله  اگر -٢
tωjetx   وروديعنوانب )(=

)(،سيستم ωjH  رابطهرا با توجه به)()( ωjHety tωj=فرآانسي سيستم سپس اندازه پاسخ . آوريم بدست مي)( ωjH 

  .آنيم تا نوع فيلتر را تشخيص دهيم را ترسيم مي

  

پاسخ ضربه سيستم  :٤ مثال
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  آند؟  مذآور بمانند چه نوع فيلتري عمل ميLTIسيستم .  داده شده است

                                                 

   2. High Pass Filter 

   3. Band Pass Filter 
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)( تشخيص نوع فيلتر بايستي براي ωjHرا ترسيم نمائيم .  
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 ٧٤

  
آل است چون نزديك صفر بيشترين دامنه  غيرايده LPFفيلتر پايين گذر آه با توجه به اندازه پاسخ فرآانسي سيستم نوع فيلتر، 

  .آند ي و با افزايش فرآانس اندازه پاسخ فرآانسي بشدت آاهش و به سمت صفر ميل مرا دارد

  

 اگر :٥ مثال
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tdxty == )(,
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  . نوع فيلتر را تعيين آنيد

)()()( ωjHetyetx tωjtωj =⇒=  
X(t) و y(t) را در رابطه داده شده براي سيستم LTIآنيم تا پاسخ فرآانسي سيستم را بدست آوريم  جايگذاري مي.  
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  . استHPFبه اندازه پاسخ فرآانسي سيستم نوع فيلتر بالاگذر با توجه 

  

ttyty اگر )٦مثال  3cos)(2)(   : مطلوبست′+=
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 ٧٥

  . آند  مي عملفيلترياين سيستم به عنوان چه ) الف

  .با توجه به ورودي داده شده به دست آوريدرا سري فوريه خروجي ) ب

  :حل الف
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  . استLPFگذر  شكل نوع فيلتر پايينبا توجه به 
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)() ٧ مثال ωjHو نوع فيلتر را تعيين آنيد .  
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  :حال اگر خروجي دو سر مقاومت باشد
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نكه خروجي در سر خازن و يا مقاومت در نظر گرفته شود نوع فيلترينگ از شود بسته به اي همانطوريكه ملاحظه مي: تذآر

  .آند گذر تغيير مي گذر به بالا پايين
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 ٧٧

  مان گسستهزسري فوريه  و LTI هاي سيستم - ٩-٣
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دوره تناوب خروجي و .  بودبا ورودي متناوب، خروجي نيز متناوب خواهد LTI  زمان گسسته وسيستمدر مورد : تذآر

  .آيد  بدست مي٣ورودي يكسان بوده و  ضرايب سري فوريه خروجي از رابطه داده شده در بند 

  

  :)سري هندسي (يادآوري

  

      ) الف






≠

=
=∑

−

= 1α
α-1
α-1

1α
α

,

,1

0

N
N

n

n
N

   

      ) ب
1,

1
1

0

<
−

=∑
∞

=

α
α

α
n

n

  

      ) ج
1,

)1( 2
0

<
−

=∑
∞

=

α
α
αα

n

nn
   

      ) د
1,

1
<

−
=∑

∞

=

α
α

αα
k

kn

n

  

  

5    : مرين ت
4

)
2

cos()
2
1

(
?

0

=∑
∞

=

nπ
n

n

  

  

www.elec.ir

81



 ٧٨

][][با پاسخ ضربه  LTI   سيستم) ١ مثال nunh nα=پاسخ .  داده شده استy[n]  ورودي را به
)

2
cos(][ n
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  .پاسخ آلي سيستم به ورودي مذآور تعيين شود
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  .را بدست آوريدسري فوريه خروجي .  داده شده استx[n] و ورودي متناوب h[n]با پاسخ ضربه  LTIسيستم  ) ٢ مثال
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 )زمان گسسته (فيلتر آردن -١٠-٣

][nx ][nh ][ny
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∑
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njenhjH Ω][)Ω(
  

)Ω( jH با دوره تناوب π22((:              توان نوشت  متناوب است پس ميΩ(()Ω( πjHjH +=  

],[هاي زمان گسسته به اندازه پاسخ فرآانسي در بازه   ترتيب براي تشخيص نوع فيلتر در سيستمبدين ππ−توجه شود .  

  انواع فيلترها  -١-١٠-٣

  :*LPF) (گذر فيلتر پائين

  

باند عبور حذف  حذف 

)Ω( jH
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1

Ω
   

  :*HPF) (فيلتر بالاگذر

  

باند حذف باند عبور باند عبور
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1 1

Ω
  

                                                 
* 1. Low Pass Filter 

   2. High Pass Filter  
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  :*BPF) (گذر يانفيلتر م
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)Ω(با توجه به  jH در بازه],[ ππ− ) چون همواره مثبت است لذا با)Ω( jH گذر  نوع فيلتر پايين) برابر خواهد بود

LPFاست .  

  

)Ω( پاسخ فرآانسيمطلوبست زير LTIدرسيستم ) ٤ مثال jH ؟نوع فيلتر و   
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)Ω( مستقيما ٢ در مسئله خواسته شده است، طبق بند h[n]از آنجايي آه  jHآوريم  را بدست مي.  

                                                 

   3. Band Pass Filter 

www.elec.ir

84



 ٨١

)Ω2cos(1
2
1

1
2
1

)Ω(

2
1

2
1

)Ω(

)Ω(][][

2ΩΩ2

)2(ΩΩ)2(ΩΩ

ΩΩ

−=−+−=⇒

−+−=

=⇒=

−

−+

jj

njnjnjnj

njnj

eejH

eeejHe

jHenyenx

  

2 2

2
π− 2

ππ− π Ω

)Ω( jH


















±=

±=

±=

±=

=

=

π

π

π

π

jH

Ω0
2

3
Ω1

2
Ω2

4
Ω1

0Ω0

)Ω(

  

],[با در نظر گرفتن پاسخ فرآانسي در بازه  ππ− گذر  نوع فيلتر ميانBPFاست .  
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],[با در نظر گرفتن اندازه پاسخ فرآانسي در بازه ππ− ، از آنجايي آه با افزايش فرآانس ميزان تضعيف با توجه به شكل

  .  دانستLPFگذر  توان پايين شود، نوع فيلتر را مي زياد مي

   خلاصه-١١-٣

)()( باشد، آنگاه با توجه بهT با دوره تناوب tf)(اگر Ttftf )())(( تابع =+ tfftG  نيز پريوديك با دوره =

  . نيستT لزوما G(t) باشد، در اين صورت دوره تناوب اصلي f(t) دوره تناوب اصلي تابع 1Tاگر .  خواهد بودTتناوب 

ها بيان  ، با توجه به رابطه گفته شده سيگنال متناوب در آل زمان(f(t)) فرموله شود T)(طي يك دوره تناوباگر سيگنال در 

)(( شود مي
~

( tf .  

شود، توابعي آه داراي دوره تناوب  سري فوريه، تنها براي توابع متناوب بيان مي

0اصلي

2
,)()(

ω
πTTtxtx =+=

 .باشند  مي

توان به اين سوال آه در يك سيگنال چه  ها بسط داد، مي اي از هارموني در صورتي آه بتوان سيگنال را به صورت مجموعه

 .)هايي و با چه قدرتي وجود دارند را پاسخ داد فرآانس

 به نمايي مختلطLTIپاسخ سيستم 
tωjke  يا به طور آلي 0

tωjeشود اي تعريف مي  به فرم بسيار ساده. 

 .تر است ها پايين تر باشد فرآانس ها پايين ها بالاتر است و برعكس هر چه هارموني ها بالاتر باشد فرآانس هرچه هارموني

هاي بالا ضرايب سري فوريه بزرگتري داشته باشد سيگنال فرآانس بالا است و برعكس اگر  اگر سيگنالي در هارموني

 .هاي پايين ضرايب سري فوريه بزرگتري داشته باشد سيگنال فرآانس پايين است ي در هارمونيسيگنال
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 ٨٣

 .به شرط برقرار بودن شرايط ديريكله همگرايي سري فوريه قابل بررسي است

}مجوعه ضرايب }ka را ضرايب سري فوريه يا ضرايب طيفي x(t)ختلط هستند و اين ضرايب در حالت آلي م. نامند  مي

 . يا ثابت سيگنال استDC مؤلفه 0aضريب . دهنده قدرت سيگنال در هارموني متناظر است ها نشان اندازه آن

، در برخي مسائل براي پيدا آردن ضرايب سري فوريه لزومي به استفاده از تعريف گفته شده دانستن خواص سري فوريهبا 

 .براي سري فوريه نيست

 باشند، خروجيkaاگر ورودي ضرايب فوريه
0jkw

kebها را از خروجي حذف آرد توان تعدادي از ورودي مي. باشد  مي .

  . متناوب باشد، خروجي نيز با همان دوره تناوب متناوب خواهد بودLTIاگر سيستم ورودي سيستم 

  .توان نوع فيلتر و شكل آن را بدست آورد ميبا توجه به ورودي و خروجي سيستم 
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  ٨٤

  مچهارفصل 

   زمان پيوسته هاي سيستمتبديل فوريه 
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   تعريف تبديل فوريه زمان پيوسته- ١-٤
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  . تبديل فوريه سيگنال زير را بدست آوريد) ٢ مثال
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1
1

1111
1

1

1

1

T
π
ωT

π
Tω

π

π
Tω

π
TωjX

T
Tω

Tω
ω

Tω
ee

ωj
e

ωj
dteωjX TωjTωjT

T

tωj
T

T

tωj

⋅=
⋅

⋅
=⇒

⋅
==−−=−=×= −

−

−

−

−∫

  

x: يادآوري
x)sin(

sinc(x)
π
π=

  

  :در حالت آلي اگر سيگنال پالسي به فرم زير باشد آنگاه: تذآر

1T− 1T

A

t

)
2

()(
1T

trectAtx =

  

=)( ωjXسطح پالس ×sinc(
×

π
ω

نصف عرض پالس= (
)sinc(2 11 T

π
ωAT ⋅×

  

  خواص تبديل فوريه - ٣-٤

  خطي بودن -١-٣-٤

)()()()(
)()(

)()(
2121

22

11 ωjFbωjFatbftaf
ωjFtf
ωjFtf

+↔+⇒




↔
↔

  

  تغيير مقياس زماني -٢-٣-٤

)(
1

)()()(
a
ωjF

a
atfωjFtf ↔⇒↔
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  .ه آمك خواص، تبديل فوريه سيگنال زير را بدست آوريدب) ٣ مثال

 1− 1

1

)(tx

t
  

: دانيم مي
)sinc(2)( a

π
ωaωjF ⋅=

                                    
a− a

1

)
2

()(
a
trecttf =

t
  

)sinc(2)sinc(
2

)(
1

)()()(
π
ωa

πa
a

a
ωjF

a
ωjXatftx a

ω

=⋅==↔=
  

  شيفت زماني -٣-٣-٤

)()()()( 0
0 ωjFettfωjFtf tωj−↔−⇒↔ 

 

تابع  تبديل فوريه ) ٤ مثال
)

3
5.2

()(
−= trecttx

  .را به دست آوريد 

)١ 
)

2
3

sinc(3)()
3

()( 11 ⋅=⇒=
π
ωωjXtrecttx

 

2
3− 2

3

1

t

)(1 tx

  

  

)٢
)

2
3

sin(3)()()5.2()( 5.2
1

5.2
1 ⋅×=⋅=⇒−= −−

π
ωeωjXeωjXtxtx ωjωj
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1 4

1

t

)(tx

 

  شيفت فرآانسي -٤-٣-٤

))(()()()( 0
0 ωωjFtfeωjFtf tωj −↔⇒↔  

  

)(2)(                                            . عكس تبديل فوريه را بدست آوريد) ٥ مثال ωδπωjF =  

1)(2
2
1

)( == ∫
+∞

∞−

ωdeωδπ
π

tf tωj

  





↔
↔

)(21
1)(
ωδπ

tδ

  

تبديل فوريه نمايي مختلط : تذآر
tωje 0±

استفاده با  دو رابطه بدست آمده در بالا و با توجه به. توان مستقيما محاسبه نمود  را نمي

  :آنيم  خاصيت شيفت فرآانسي تبديل فوريه اين توابع را محاسبه مياز

))cos(

)
2
1

2
1

)(21

)(21

000

00
00

0

0

0

0

ωδ(ωπ)ωδ(ωπtω

ωδ(ωπ)ωδ(ωπtωjetωje
ωωδπe

ωωδπe

f

tωj

tωj

++−→

++−↔−+⇒






+↔×

−↔×
⇒

−

  

tωtxسيگنال . آيد اش بدست مي  جزو توابعي است آه به آمك خواص، تبديل فوريهtω0cosبنابراين تابع  0cos)( = 

  .باشد ميحقيقي و زوج شود تبديل فوريه آن نيز مطلقا  اهده ميمطلقا حقيقي و زوج است، همانطوريكه در شكل مش

0ω0ω−

ππ

ω

))(cos()( 0tωfωjX =

  

tωtxتوان تبديل فوريه تابع  با همان منطق دنبال شده در بالا مي 0sin)(  . را نيز بدست آورد=

 

)

)
2
1

2
1

sin

00

00
00

0

ωδ(ωjπ)ωδ(ωjπ

ωδ(ω
j
π)ωδ(ω

j
πtωje

j
tωje

j
tω

++−−=

+−−↔−−=

  

www.elec.ir
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tωtxسيگنال  0sin)( شود مطلقا  تبديل فوريه اين سيگنال همانطوريكه در شكل نيز مشاهده مي. رد است مطلقا حقيقي و ف=

  .باشد موهومي و فرد مي

0ω
0ω−

πj−

πj

ω

))(sin()( 0tωfωjX =
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  مدولاسيون -٥-٣-٤

))((
2
1

))((
2
1

)cos()()()( 000 ωωjFωωjFtωtfωjFtf ++−↔⇒↔
  

 :اثبات
))((

2
1

))((
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)cos()( 000
00 ωωjFωωjFetfetftωtf tωjtωj ++−↔+= −

 

  

  ؟ سيگنال زير را بدست آوريدفوريهتبديل ) ١ مثال

?)cos()( 0 ↔tω
a
trect

  

)
2

(sinc)(
a

π
ωa

a
trect ⋅↔

  

ω

)
2

sinc(
a

π
ωa ⋅

2
a−

2
a

1
)(

a
trect

t
a
π0

a
π−

a
π2−

a
π2

1f

  

)
2

sinc(
2

)
2

-
sinc(

2
)cos()( 00

0
a

π
ωωaa

π
ωωatω

a
trect ⋅

+
+⋅↔⇒

  
  

   مشتق فرآانسي-٦-٣-٤

n

n
n

ωd
ωjFdtfjtωjFtf )(

)()()()( ↔−⇒↔
                              

www.elec.ir
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  مشتق زماني-٧-٣-٤

)()(
)(

)()( ωjFωj
dt

tfdωjFtf n
n

n

↔⇒↔
  

  )تقارن مزدوج(گيري  مزدوج -٨-٣-٤

)()(

)()(

ωjFtf
ωjFtf
−↔

↔
∗

  
  :تذآر

)(tf سيگنال حقيقي و زوج⇐ )( ωjF د بودمطلقا حقيقي و زوج خواه.   

)(tf سيگنال حقيقي و فرد⇐ )( ωjF مطلقا موهومي و فرد خواهد بود.  

  خاصيت دوگاني -٩-٣-٤

)(2)(
)()(
ωfπtF

ωjFtf
−↔

↔

)(2)(           يا           
)()(
ωfπtF

ωFtf
−↔

↔

 

  

21 سيگنالتبديل فوريه ) ٢ مثال
1

)(
t

tx
+

=
  .به آمك خواص بدست آوريدرا  

  

22

0

0

2

)()(

ωa
a

dteedteedteeωFetf tωjattωjattωjtata

+
=

⋅+⋅=⋅=⇒= −
∞

−−

∞−

−
+∞

∞−

− ∫∫∫

  

  22
2

بنابراين  

22
22

22

22

دوگاني
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ωaωa

ωaωata

eπeπ
ta

a

eπeπ
ta

a
ωa

ae

−−−

−−−−

=↔
+

=→
++

↔ ⇒

  
  :گيريم  را در نظر ميa=1پارامتر 

  

ωω eπωjX
t

txeπ
t

−− =↔
+

=⇒↔
+

)(
1

1
)(2

1
2

22  
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  .به آمك خواص بدست آوريدرا  زير سيگنالتبديل فوريه ) ٣ مثال

?)
2

t
sinc()( ↔⋅= a

π
atx

  

ω

)
2

sinc(
a

π
ωa ⋅

2
a−

2
a

1
)(

a
trect

t
a
π0

a
π−

a
π2−

a
π2

1f

  

)(2)(2)
2

t
sinc()(

)(2)(2)
2

t
sinc(

a
ωrectπ

a
ωrectπa

π
atx

a
ωrectπ

a
ωrectπa

π
a

=−↔⋅=

=−↔⋅

  

ω

)
2

sinc(
a

π
ta ⋅

2
a−

2
a

1
)(2

a
ωrectπ

t
a
π0

a
π−

a
π2−

a
π2

1 f

        

  ضرب و آانولوشن -١٠-٣-٤

)()(
2
1

)()(

)()()()(

2121

2121

ωjFωjF
π

tftf

ωjFωjFtftf

∗↔⋅

⋅↔∗

  
 

    ) ٤ مثال
?)()( ↔∗

a
trect

a
trect
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)
2

(sinc)()( 22 a
π
ωa

a
trect

a
trect ⋅↔∗

a− a t

)()(
a
trect

a
trect ∗

  

  انتگرال -١١-٣-٤

)()0(
)(

)(

)()(

ωδjFπ
ωj
ωjFλdλf

ωjFtf
t

+↔

↔

∫
∞−  

  :اثبات

)(
1

)()(

)()()()()()()(

ωδπ
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ωjUtu

ωjUωjFλdλfλdλtuλftutf
t

+=↔

⋅↔=−=∗ ∫∫
∞−

+∞

∞−
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)()()(
1
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jFωδπ
ωj
ωjFλdλf

ωjFωδπωjF
ωj

ωjUωjF

t

⋅+↔⇒

⋅+=

∫
∞−  

 

  .بدست آوريد تبديل فوريه آن را .در ذيل ترسيم شده است x(t)سيگنال ) ٥ مثال
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1 2 3 4

5.1
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t

)(tx

1 4

1

)(1 tx
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(
trect
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2 3
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)(2 tx

t 5.0− 5.0
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(
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(sinc3)
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( ⋅↔
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1

(sinc5.0)
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( ⋅↔
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2
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(sinc3()()(

)
2
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(sinc5.0)
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)
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(sinc3)
3
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)5.2(
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2121

⋅+⋅=↔
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−

π
ω

π
ωeωjXtx

π
ωetrecttx

π
ωetrecttx

ωjXωjXωjXtxtxtx

ωj

ωj

ωj

  

  ابطه پارسوالر -١٢-٣-٤

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

= ωdωjFωjF
π

dttftf )()(
2
1

)()( *
21

*
21

  

1)(اگر توابع tf 2)( و tfشود تري بيان مي  نظر گرفته شوند، رابطه پارسوال به فرم ساده يكسان در.  

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

=⇒== ωdωjF
π

dttftftftf 22
21 )(

2
1

)()()()(
  

  

  . استزير به صورت  x(t) سيگنال) ٦ مثال

)(اگر تبديل فوريه آن ωjXبدون انجام محاسبات صريح مطلوبست، باشد:  
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 ٩٥

 

1
2

1 2 31−

)(tx

t
  

)(  )الف ωjX∠    0(  ) ب( jX    ج(  
∫
∞

∞−

ωdωjX )(
  ) د   

∫
∞

∞−

ωdωjX 2
)(

   

  

)()( :حل الف 11 ωjXtx 1)( چون ↔ tx1)(،  است و زوج حقيقي ωjXبه .  نيز مطلقا حقيقي و زوج خواهد بود

1)(0:  عبارت ديگر =∠ ωjX  

12

1 22− 1−

)(1 tx

t )()1(يا      )()1( 11 −=+= txtxtxtx
  

ωωjX
ωjXωωjXωjXeωjXtxtx ωj

−=∠⇒

∠+−=∠⇒⋅=↔−= −

)(

)()()()()1()( 111

  
   :بحل 

 
∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−

− =⇒= dttxjXdtetxωjX tωj )()0()()(
  

1)( با سطح زير منحنيx(t)چون سطح زير منحني  tx داريمتعريف تابع زوج برابر است و با توجه به :  

)0(2))خط (معادله2(7
2

1

1

0

=+= ∫∫ dtdtjX
  

   :جحل 

πxπωdωjXωdeωjX
π

tx tωj 4)0(2)()(
2
1

)( ==⇒= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−  
  . مورد نظر است رابطه پارسوال:دحل 

∫∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=== dttxπωdωjXωdωjX
π

dttx 2222
)(2)()(

2
1

)(
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 ٩٦

  تبديل فوريه سيگنال متناوب -٤-٤

تبديل فوريه سيگنال متناوب را به طور مستقيم  .اگر سيگنالي متناوب باشد به اين معني است آه داراي سري فوريه است

  .آوريم را به دست ميتبديل فوريه سري فوريه از  سپس ،ابتدا سري فوريه تابع را به دست آورده. آنيم محاسبه نمي

)()(,)( 0
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2
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0 Ttxtxeatx
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t
T
πjk

k +== ∑
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−∞=  

∑∑
∞

−∞=
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t
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πjk

k T
πkωδaπωjXeatx )

2
(2)()(

0

)
2

(
0

  

           .است شناسيم قطار ضربه مهمترين سيگنال متناوبي آه مي
∑
∞

−∞=

−=
m

mTtδtp )()(
   

  :ت آوردهابتدا سري فوريه تابع را به دس

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=↔==
kk

t
T
πjk

k T
πkωδ

T
πωjPe

T
tp

T
a )
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2
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1
)(;

1 )
2
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t

)(tp

T− T T2T2− T3T3−

)(ωP

T
π6−

ω

T
π2

T
π4− T

π2− T
π6

T
π4

T
π2

  

  برداري سيگنال تئوري نمونه -٥-٤

فوريه تبديل با توجه به خواص بيان شده براي تبديل فوريه،  آهشود   در قطار ضربه ضرب ميx(t) سيگنالدر اين روش 

  .شن آنهاستآانولوبا  برابر حاصلضرب دو تابع 

)(tx

)(tp

)()()( tptxtx s ⋅=
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∑∑

∑∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
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∞

−∞=

−=−∗=
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∗=↔⋅=
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m
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π
ωjX

T
πkωδ

T
πωjPe

T
mTtδtp

ωjPωjX
π

ωjXtptxtx
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(
2

()(
2
1

)(

)
2

(
2

)(
1

)()(

)()(
2
1

)()()()(

2

  

tx)(برداري شده   تبديل فوريه سيگنال نمونهبرداري از سيگنال، آند آه در اثر نمونه بيان ميرابطه بدست آمده  s برابر تبديل 

)(فوريه سيگنال اوليه ωjX  خواهد بود آه البته در فواصلT
π2

T عينا تكرار شده و دامنه آن نيز در 
1

  . ضرب شده است

  

)( ωjX

ω

)( ωjX s

ω

1

1ω− 1ω 1ω− 1ω T
π2

T
π4

T
π2−T

π4−

T
1

  
  

)(مطلوب است) ٧ مثال ωjX s ،اگر)( ωjX به صورت مقابل باشد.  

  

4)الف
πT =

2)             ب
πT =

3 )            ج
2πT =

         

)( ωjX

ω
1−2− 1 2

2

  

  

  :حل الف
8

2 =
T
π

  

)( ωjX s

ω

ππ
84

2 =×

22− 66− 88−10− 10  
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 :حل ب
4

2 =
T
π

  

)( ωjX s

ω
22− 66−10− 10

ππ
4

2
4

2 =×

    
  

 :حل ج
3

2 =
T
π

  

)( ωjX s

ω
22− 54−8− 11−5− 4 8

ππ
3

2
3

2 =×

  

   خلاصه - ٦-٤

 . را بررسي آرد)لهديريك(وجود تبديل فوريه بايد شرايط با استفاده از  بدست آوردن تبديل فوريه قبل از

 .توان نوع فيلتر را تشخيص داد در تبديل فوريه نيز با توجه به اندازه و فاز مي

 .قابل حل استتري  با دانستن خواص تبديل فوريه،  برخي مسائل به روش ساده

 تبديل فوريه آنآيد و با توجه به شكل حاصل،  اش بدست مي  جزو توابعي است آه به آمك خواص، تبديل فوريهtω0cosتابع 

  . است مطلقا موهومي و فردتبديل فوريه آن، tω0sin همچنين با توجه به شكل بدست آمده براي .مطلقا حقيقي و زوج است

)( سيگنالي زوج و حقيقي باشد، f(t)اگر  ωjF مطلقا حقيقي و زوج و همچنين اگر f(t) ،سيگنالي فرد و حقيقي باشد 

)( ωjFمطلقا موهومي و فرد است . 

ل متناوب را به طور مستقيم تبديل فوريه سيگنا .اگر سيگنالي متناوب باشد به اين معني است آه داراي سري فوريه است

  .آوريم را به دست ميتبديل فوريه سري فوريه از  سپس ،ابتدا سري فوريه تابع را به دست آورده. آنيم محاسبه نمي
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  .است شناسيم قطار ضربه مهمترين سيگنال متناوبي آه مي

تبديل بيان شده براي تبديل فوريه، با توجه به خواص  .شود  در قطار ضربه ضرب ميx(t)تابع برداري سيگنال،  نمونهدر 

  .شن آنهاستآانولوبا  برابر فوريه حاصلضرب دو تابع 

www.elec.ir

amir javedani malak
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 ١٠٠

  مپنجفصل 

   زمان گسسته هاي سيستمتبديل فوريه 

www elec ir
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 ١٠١

   تعريف تبديل فوريه زمان گسسته- ١-٥ 
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− ==

+=+=↔

  

   زمان گسستهخواص تبديل فوريه - ٢-٥

  خطي بودن -١-٢-٥

)Ω(][

)Ω()Ω(][][                          
)Ω(][

22

2121

11

jXnx
jXbjXanxbnxa

jXnx

↔
+↔+⇒

↔

  

  شيفت زماني  -٢-٢-٥

)Ω(][)Ω(][ 0Ω
0 jXennxjXnx nj−↔−⇒↔  

  شيفت فرآانسي -٣-٢-٥

))ΩΩ((][)Ω(][ 0
Ω0 −↔⇒↔ + jXenxjXnx nj

  

  )تقارن مزدوج(مزدوج گيري  -٤-٢-٥

)Ω(][

)Ω(][
** jXnx
jXnx

−↔
↔

  

)Ω( مطلقا حقيقي و زوج خواهد بود⇒nx][سيگنال حقيقي و زوج jX  

)Ω(ي و فرد خواهد بود مطلقا موهوم⇒nx][سيگنال حقيقي و فرد jX  

  تفاضل گيري و مجموع گيري -٥-٢-٥

)Ω(]1[

)Ω()1(]1[][                                    

)Ω(][

Ω

Ω

jXenx
jXenxnx

jXnx

nj

nj

−

−

↔−
−↔−−⇒

↔
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 ١٠٢

  :   را بدست آوريد اگرy[n]تبديل فوريه سيگنال ) ١ مثال

∑∑
−∞=

−

−∞=

==−=
n

m

n

m

mxnymxnyjY ][][,][]1[,?)Ω(
1

  

)Ω(
1
1

)Ω(

)Ω()Ω()Ω(]1[][][

)Ω(]1[

)Ω(][

][]1[][
][]1[

][][

Ω

Ω

Ω

1

jX
e

jY

jyejyjXnynynx
jYeny

jYny

nxnyny
mxny

mxny

j

j

j

n

m

n

m

−

−

−

−

−∞=

−∞=

−
=⇒

−=↔−−=
↔−

↔

=−−⇒










=−

=

∑

∑

  

   تبديل فوريه تابع پله و ضربه-٦-٢-٥

)Ω(
1
1

][

1][

][][

Ω
δπ

e
nu

nδ

mδnu

j

f

f

n

m

+
−

↔

↔

=

−

−∞=
∑

  

  وارون زماني -٧-٢-٥

)Ω(][)Ω(][ jXnxjXnx −↔−⇒↔  

  گسترش زماني -٨-٢-٥

   .است يك سيگنال جديد حاصل،ست چون نياين خاصيت در گسسته برقرار : توجه

×↔⇒↔ ?][)Ω(][ knxjXnx  

  گيري در فرآانس  مشتق-٩-٢-٥

l

l
l

d
jXdnxjnjXnx
Ω

)Ω(
][)()Ω(][ ↔⇒↔

  

  آانولوشنضرب و  -١٠-٢-٥

)Ω()Ω(][][ 2121 jXjXnxnx ∗↔⋅  
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 ١٠٣

∫ −=

⊗↔∗

π

θjXjX
π

jXjX
π

nxnx

2
21

2121

))Ω(()Ω(
2
1

)Ω()Ω(
2
1

][][

  

  .شود  ميمحاسبهفقط در يك دوره تناوب با اين تفاوت آه  با آانولوشن ساده برابر است )آانولوشن متناوب (⊗: تذآر

   دوگاني -١١-٢-٥

  .پيوسته است Ωگسسته است اما  nدوگاني وجود ندارد چون خاصيت گسسته هاي زمان  سيستمدر : توجه

  

  ) ٢ مثال

)Ω(2?
1][

1
δπ

nδ

F

f

−
←

→

  

   رابطه پارسوال -١٢-٢-٥

Ω)Ω(
2
1

][
2

2

2

djX
π

nx
πn
∫∑ =

∞

−∞=  

  تبديل فوريه توابع متناوب - ٣-٥

)
2

Ω(2][

][][
)

2
(

N
πkδaπeanx

Nnxnx

Nk
k

Nk

n
N
πjk

k ∑∑
>=<>=<

−→=

+=

  
  

مطلوبست تبديل فوريه توابع نمايي مختلط ) ٣ مثال
nje 0Ω±

.   

  شوند به خواص محاسبه ميتبديل فوريه اين توابع با توجه 

)ΩΩ(2

)Ω(21

0
Ω0 mδπe

δπ
nj ↔

→
±

  
  

مطلوبست تبديل فوريه قطار ضربه ) ٤ مثال
∑
∞

−∞=

−=
m

mNnδnp )(][
.  
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)
2

Ω(
2

)Ω(
1

)(][
)

2
(

N
πkδ

N
πjPe

N
mNnδnp

Nk

n
N
πjk

Nkm
∑∑∑

>=<>=<

∞

−∞=

−=→=−=
  

  .آنيم با توجه به متناوب بودن سيگنال قطار ضربه ابتدا سري فوريه آن را محاسبه و سپس تبديل فوريه سيگنال را محاسبه مي

  

اگر  )٥ مثال
)
Ω

()Ω(
τ

rectjX =
  ?=x[n]مطلوبست . 

1

2

τ−
2

τ π2π2−

)Ω( jX

Ω0

 

)
Ω

(
)

2
sin(

)
2

sin(
)(

2
1

][

1
2
1

Ω
2
1

Ω)Ω(
2
1

][

22

2

2

ΩΩ
2

2

Ω

τ

τ

τ
ττ

τ

τ

τ

τ

rect
nπ

n

nπ

n
ee

πnj
nx

e
jnπ

de
π

dejX
π

nx

njnj

njnjnj
π

π

→⇒

=−=

⋅===

−

−−−
∫∫

  
  ) ٦ مثال

1

3

π−
3

π

)Ω( jX

Ω)

3
2
Ω

(
)

3
sin(

π
rect

nπ

nπ

→

  
  

πn با توجه به پاسخ ضربه) ٧ مثال

nπ

πn

nπ

nh
)

2
sin()

6
sin(

][ +=
   :مطلوبست 

)Ω(فرآانسي سيستم پاسخ  )الف jH.  

اگر ورودي  y[n]جي خرو) ب
)

4
cos(2)

8
sin(2][ nπnπnx −=

.  
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  :حل الف










→=

→=
⇒↔

)
Ω

(
)sin(

;

)
Ω

(
)sin(

;
)
Ω

(
)sin(

داريم
2

3

6

2

π
rect

πn
n

π

rect
πn

nπ

rect
πn

n
π

π

π

τ

3
τ

τ

τ

 

)
Ω

()
Ω

()Ω(
)sin()sin(

][
3

26

π
rectrectjH

πn
n

πn
n

nh
π

ππ

+=⇒+=
 

1

6

π−
6

π

)
Ω

(
3
π

rect

Ω

1

2

π−
2

π

)
Ω

(
π

rect

Ω+ =
2

π− 2

π

)Ω( jH

Ω

1

2

6

π
6

π−
  

 

   :حل ب

)
4

cos(2)
8

sin(2][

))
4

Ω()
4

Ω()
8

Ω(
2
1

2)
8

Ω(
2
1

2(2))
4

Ω())
4

((

)
4

Ω())
4

(()
8

Ω())
8

((
2
1

)
8

Ω())
8

((
2
1

(2)Ω(

))
4

Ω()
4

Ω()
8

Ω(
2
1

)
8

Ω(
2
1

(2)Ω(

2
1

2
1

][

)Ω()Ω()Ω(][][][

4488

nπnπny

πδπδπδ
j

πδ
j

ππδπjH

πδπjHπδπjH
j

πδπjH
j

πjY

πδπδπδ
j

πδ
j

πjX

eee
j

e
j

nx

jHjXjYnhnxny
nπjnπjnπjnπj

−=

+−−−+⋅−−⋅=+−−

−−+−−−×=

+−−−+−−×=

−−−=

⋅=⇒∗=
−−

)Ω( jH

Ω

1

2

2
π−

6
π

6
π−

2
π

4
π− 8

π− 4
π

  
  :يادآوري
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11;
1

1
)(-

)()(][)(][

11;
1

1
)(

)(][][

1;
1

1
)()(][)(][

1;
1

1
)(][][

0

0

0

0

0

0

>>>><<<<
++++

========

⋅⋅⋅⋅−−−−====↔↔↔↔−−−−−−−−====

>>>><<<<
−−−−

========

⋅⋅⋅⋅====↔↔↔↔−−−−====

<<<<
++++

====⋅⋅⋅⋅====↔↔↔↔−−−−====

<<<<
−−−−

====⋅⋅⋅⋅====↔↔↔↔====

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

−∞−∞−∞−∞====

−∞−∞−∞−∞====

−−−−

−−−−
−∞−∞−∞−∞====

−−−−

−∞−∞−∞−∞====

−−−−

∞∞∞∞

====
−−−−

−−−−

∞∞∞∞

====
−−−−

−−−−

αα
α

α

αα

αα
α

α

αα

α
α

-αα

α
α

αα

1-
1-

1-

nn

1-
1-

1-

nn

nn

nn

يا
e

e

ejXnunx

يا
e

e

ejXnunx

e
ejXnunx

e
ejXnunx

j
n

nj

n

nj

j
n

nj

n

nj

n
j

nj

n
j

nj

ΩΩΩΩ
ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ
ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ
ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ
ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ

ΩΩΩΩ
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 ١٠٧

   و تبديل فوريه زمان پيوستهLTIهاي   سيستم-٤-٥

)(tx )(ty)(th
)()()(

)()()(
ωjHωjXωjY

thtxty
⋅=

∗=

 

  

  اتصال سري:

1h 2h)(tx )(ty

)()()(
)()()(

))()(()()(

21

21

21

ωjHωjHωjH
ththth

ththtxty

⋅=
∗=

∗∗=

 

  

  اتصال موازي:

)()()(

)()()(
))()(()()(

21

21

21

ωjHωjHωjH
ththth

ththtxty

+=
+=

+∗=
)(tx )(ty+

1h

2h
  

  

2 تبديل فوريه تابع ) ١ مثال

)
2

sin()sin(
)(

tπ

tt
th

⋅
=

  .  را بدست آوريد

  










↔⋅

⋅↔
→

⋅⋅=
⋅

⋅
⋅

⋅⋅

⋅
=⋅=

)rect(2)(sinc

)(sinc)
t

rect(
 

)
2
t

sinc()
t

sinc(
2
1

2
2

)
2

sin()sin()
2

sin()sin(
)(

داريم

τ2

ττ

2

τ
τ

ωπ
π
t

π
ωa

ππππ
π
t

π
π
t

π
π
tπ

π
π
t

t

t

tπ
tth
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∫
∞

∞−

−=∗=

∗=∗→⋅⇒

⋅↔⋅→

→⇒=

→⇒=

λdλωGλFωGωFωH

ωrectωrectωrectπωrectπ
ππππ

ωjFωjF
π

tftf

ωrectπ
π

ωrectπ
π

ωGωF

)()()()()(

)
1

()
2

(
2
1

))
1

(2)
2

((
2)2(

1
)

2
t

sinc()
t

sinc(
2
1

)()(
2
1

)()( 

)
1

(2)
2
t

sinc(11

)
2

(2)
t

sinc(22

)()(

2121

داريم

4342143421

τ

τ

  
  :آنيم از روش گرافيكي حل مي

2
1−

)(λG

2
1 λ ω−− 2

1

)( ωλG +

λω−2
1

2
1−ω

)( ωλG +−

λ
2
1+ω

1 11

1−

)(λF

1 λ

2
1

λ

2
1

2
1

2
1−

2
3−

2
3

)( ωjH

  
  

  مطلوبست خروجي سيستم؟.  و پاسخ ضربه سيستم در ذيل داده شده استLTI ورودي سيستم ) ٢ مثال

tπ
tω

th
tπ

tω
tx ci )sin(

)(,
)sin(

)( ==
  

)
t

sinc(
)sin(

)(,)
t

sinc(
)sin(

)( c
c ω

ππ
ω

tπ
tωthω

ππ
ω

tπ
tωtx c

i
ii ⋅==⋅==

  










→⋅⇒=

→⋅⇒=
⇒

)
2

(2)
t

sinc(22

)
2

(2)
t

sinc(22

c
ccc ω

ωrectπω
π

ωω

ω
ωrectπω

π
ωω

f

i

f

iii

τ

τ
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









⋅=⇒>

⋅=⇒<
=

⋅=⋅=⇒

)
t

c(sin)(;)
2

(

)
t

sinc()(;)
2

(
)(

)
2

()
2

()()()(

c
c

c
c

c

c

ω
ππ

ω
tyωω

ω
ωrect

ω
ππ

ω
tyωω

ω
ωrect

ωjY

ω
ωrect

ω
ωrectωjHωjXωjY

i

i
i

i
i

i

  
  

اگر ) ٣ مثال
∑
∞

−∞=

−=
m

mTtδtp )()(
)( باشد، مطلوبست ωjX sبرداري؟  با استفاده از تئوري نمونه  

))
2

((
1

)(

)
2

(
2

)(;
1

)(
)

2
(

∑

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−=

−==

k
s

kk

t
T
πjk

T
πkωjX

T
ωjX

T
πkωδ

T
πωjpe

T
tp

  
  

)50cos(2)(از سيگنال) ٤ مثال tπtx مطلوبست تبديل فوريه سيگنال . شود برداري مي  تحت شرايط زير نمونه=+

)(ه برداري شد نمونه ωjX s  ؟   

)(tx

∑
∞

−∞=
−=

m
mTtδtp )()(

))
2

((
1

)()()()( ∑
∞

−∞=

−=⇒⋅=
k

ss T
πkωjX

T
ωjXtptxtx

100) الف
1=T

  

40 )ب
1=T

  

)50()50()(4)()50cos(2)( πωδππωδπωδπωjXtπtx −+++=⇒+=  

π50− π50

π4
ππ

)( ωjX

ω
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  : حل الف
ππ

200
2

100
1

=
   

π50− π50

π4
ππ

π200− π150−

π4
ππ

π150 π200

π4
ππ

)( ωjX s

ω
  

    : حل ب
ππ

80
2

40
1

=
  

π50− π50

π4
π π

)( ωjX s

ω
  

    با معادلات ديفرانسيلLTIهاي   سيستم-١-٤-٥

  .  داراي اهميت زيادي است چون نشان دهنده رفتار تابع استh(t)بدست آوردن 

  

∑

∑

∑∑

=

=

==

=⇒=

=

N

k

k
k

N

k

k
k

N

k
k

k

k

N

k
k

k

k

ωja

ωjb
ωjH

ωjX
ωjYωjH

dt
txdb

dt
tyda

0

0

00

)(

)(
)(

)(
)(

)(

)()(

  
  :براي حل معادلات ديفرانسيل دو راه وجود دارد

)( را بدست آورده و سپس h(t)ابتدا ) ١ ωjH آه تبديل فوريه h(t)آوريم  است را بدست مي.  

)(ابتدا ) ٢ ωjH را بدست آورده و سپس h(t) را با عكس تبديل فوريه گرفتن از )( ωjHآوريم  بدست مي.  

  

)()()(  زير به ورودي LTI پاسخ سيستم ) ٥ مثال 3 tueetx tt −− ه شده است،  داد=+

)()22()( 4 tueety tt −− +=  

)(مطلوبست پاسخ فرآانسي سيستم ) الف ωjH  
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  h(t)پاسخ ضربه ) ب

  معادله ديفرانسيل ارتباط دهنده ورودي و خروجي) ج

ωja                                                                                        :حل الف
tue at

+
↔− 1

)(
  

)4)(2(
)3(3

)(

)3)(1(
24

)
)4)(1(

3
(2

)(
)(

)(

4
2

1
2

)(,
3
1

1
1

)(

ωjωj
ωjωjH

ωjωj
ωj
ωjωj

ωjX
ωjYωjH

ωjωj
ωjY

ωjωj
ωjX

++
+=⇒

++
+

++==

+
−

+
=

+
+

+
=

  
  

  :حل ب

)(
2
3

)(
2
3

)(
42

)( 422
3

2
3

tuetueth
ωjωj

ωjH tt −− +=⇒
+

+
+

=
  

  :حل ج

)()(3)(9)(8)()(6)()(

8)(6)(
)(39

)(
)(

2

2

ωjXωjωjXωjYωjYωjωjYωj
ωjωj
ωj

ωjX
ωjY

+=++⇒

++
+=

  
  :آيد با توجه به خاصيت مشتق زماني رابطه زير بدست مي

)(9)(3)(8)(6)( txtxtytyty +′=+′+′′  
  

)(6)(8)(2)( با معادلهLTIورودي و خروجي يك سيستم ) ٦ مثال txtytyty . شوند  به هم مربوط مي′′+′+=

  :مطلوبست

  

  h(t)پاسخ ضربه سيستم ) الف

)()(اگر ورودي) ب 2 tuettx t−=خروجي را بدست آوريد .  

  :حل الف

)()()(

)4(
1

)2(
1

)4)(2(
2

8)(6)(
2

)(
)(

)(

)(2)(8)()(6)()(

42

2

2

tuetueth

ωjωjωjωjωjωjωjX
ωjYωjH

ωjXωjYωjYωjωjYωj

tt −− −=⇒

+
−+

+
=

++
=

++
==

=++

  
  

www elec ir

115
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و را بدست توان ابتدا تبديل فوريه هر د اي هستند به جاي استفاده از آانولوشن مي  هر دو توابع پيچيدهh(t) و x(t)چون :  حل ب

)(آورد سپس با عكس تبديل فوريه گرفتن از  ωjY پاسخ زماني سيستم y(t)را بدست آورد .  
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)(به روش تجزيه آسرها  ωjYآيد و با استفاده از عكس تبديل فوريه   بدست ميy(t)اهد شد محاسبه خو.  

  

ωj و علي با پاسخ فرآانسي LTI يك سيستم ) ٧ مثال
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   و تبديل فوريه زمان گسستهLTIهاي  م سيست- ٥-٥
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  :با معادله تفاضلي زير را در نظر بگيريد زمان گسسته علي توصيف شده LTIسيستم ) ٨ مثال
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  :حل الف
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  : و علي با توجه به پاسخ ضربه داده شده مطلوبستLTIدر يك سيستم ) ٩ مثال
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  . نوع فيلتر) ب

  :حل الف
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  . استLPFگذز  با توجه به شكل بدست آمده نوع فيلتر پايين

www elec ir

amir javedani malak

119


	www.SignalS.ir
	فصل 1
	تعريف سيگنال
	طبقه بندي سيگنال ها
	سيگنال هاي زوج و فرد
	سيگنال متناوب
	سيگنال هاي انرژي و توان
	عمليات روي متغير وابسته
	عمليات روي متغير مستقل
	معرفي سيگنال هاي مهم
	توابع ويژه
	تقسيم بندي سيستم ها
	خواص سيستم ها
	نمونه سوال فصل 1
	جلاصه فصل 1

	فصل 2
	خواص سيستم هاي LTI با توجه به رابطه کانولوشن
	رابطه بين پاسخ ضربه (h(t و پاسخ پله
	خواص سيستم هاي LTI با توجه به تابع تبديل
	کانولوشن ( زمان پيوسته )
	کانولوشن ( زمان گسسته )
	سيستم هاي LTI توصيف شده با معادلات ديفرانسيل ( زمان پيوسته )
	پاسخ به ورودي ضربه
	سيستم هاي LTI توصيف شده با معادلات تفاضلي ( زمان گسسته )
	نمايش سيستم LTI با استفاده از بلوک دياگرام ( مشتق گير و انتگرال گير )
	خلاصه فصل 2

	فصل 3
	تعاريف
	سري فوريه زمان پيوسته
	خواص سري فوريه زمان پيوسته
	قطار ضربه
	سري فوريه زمان گسسته
	خواص سري فوريه زمان گسسته
	سيستم هاي LTI و سري فوريه زمان پيوسته
	فيلتر کردن ( زمان پيوسته )
	سيستم LTI و سري فوريه زمان گسسته
	فيلتر کردن ( زمان گسسته )
	خلاصه فصل 3

	فصل 4
	تعريف تبديل فوريه زمان پيوسته
	شرايط وجود تبديل فوريه
	خواص تبديل فوريه
	تبديل فوريه سيگنال متناوب
	تئوري نمونه برداري سيگنال
	خلاصه فصل 4

	فصل 5
	تعريف تبديل فوريه زمان گسسته
	خواص تبديل فوريه زمان گسسته
	تبديل فوريه توابع متناوب
	سيستم هاي LTI و تبديل فوريه زمان پيوسته
	سيستم هاي LTI و تبديل فوريه زمان گسسته


