
ساختمان داده ھا و الگوريتم

رشته علوم کامپيوتر

آيت يناصر ر 



در مورد ساختمان داده

ساختمان داده روشی است برای معرفی و دستکاری داده
داده معرفی ھای برنامه کليه و کليه برنامه ھای معرفی دادهو
برای معرفی داده نيازمند يک الگوريتم ميباشد.



در مورد ساختمان داده

 روش ھای طراحی الگوريتم نيازمند پيشرفت برنامه ھايی است که برای
است داده .نگھداری داده استنگھداری

در علوم کامپيوتر مطالعه ساختمان داده ھا مھم وضروری ميبا شد.



Perequisites

C++ 
 پيچيدگی
Big oh theta and omega notation Big oh , theta and omega notation



Sorting

:ترتيب زير را در نظر بگيريد
[0] [1] [ 1]a[0],a[1],…, a[n-1]       

:پس از مرتب سازی صعودی داريم 
[0] [1] [ 1]a[0] <=a[1] <= ….<=a[n-1]

example:8,6,9,4,3 => 3,4,6,8,9



Sort metods

Insertion sort 
B bbl tBubble sort
Selection sort 
C t tCount sort 
Shaker sort 
Shell sort 
Heap sort 
Merge  sort 
Quick sort 



insert an elementاضافه کردن يک

:ليست ترتيبی زير را در نظر بگيريد
input: 3, 6, 9, 14

کنيد۵عنصر اضافه ق ف ت لي به را .را به ليست فوق اضافه کنيد۵عنصر
output: 3, 5, 6, 9, 14



Insert An Element

3, 6, 9, 14       insert  5 
.را با آخرين عنصر ليست مقايسه کنيد۵عدد

Shift 14 right to get  3, 6, 9,  , 14g g , , , ,
Shift  9  right to get  3, 6,  , 9, 14 
Shift 6 right to get 3 6 9 14Shift  6  right to get  3,  , 6, 9, 14

:خروجی ۵با اضافه کردن 
Output:  3, 5, 6, 9, 14



Insert An Element

// insert into a[0:i-1][ ]
Int j;
F (j i 1 j> 0 && t < [ j] j )For (j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ;j--)
A[ j+1] = a[ j][ j ] [ j]
A[ j+1] = t ;



Insertion sort 

اولين عنصر را ”.در نظر بگيريد ١ليستی با سايز١.
”.داخل ليست قرار دھيد

ترتيبinsertionعمل٢ بطوريکه کنيد تکرار را را تکرار کنيد بطوريکه ترتيب insertionعمل٢.
داده ھا حفظ شود



Insertion sort

Sort 7, 3, 5, 6, 1
Start with 7 and insert 3=> 3,7 
Insert 5=>3 5 7Insert 5=>3, 5, 7
Insert 6=>3, 5, 6, 7
Insert 1=>1, 3, 5, 6, 7



Insertion sort

For (i=1 ; i<a.length ; i++)
{// insert a[i] into a[0:i-1]

//code to insert comes here//code to insert comes here
}



Insertion sort 

For (i=1 ; i<a.length ; i++)
{// insert a[i] into a[0:i 1]{// insert a[i] into a[0:i-1]

//code to insert comes here
int t =a[ j]int t =a[ j]
int j;
For ( j=i 1 ; j>=0 && t <a[ j] ; j )For ( j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ; j--)
A[ j+1] = a[ j]
A[ j+1] = t ;A[ j+1] = t ;
}



Complexityيا پيچيدگی

 حافظه ای/پيچيدگی مکانی
پيچيدگی  زمانی
رشمارش يک عملگر خاص١. ر
شمارش تعداد مراحل ٢.
Asymptoticپيچيدگ٣  Asymptoticپيچيدگی٣.



Compration count
شمارش مقايسه ای 

For (i=1 ; i<a.length ; i++)
{// insert a[i] into a[0:i 1]{// insert a[i] into a[0:i-1]

//code to insert comes here
int t =a[ j]int t =a[ j]
int j;
For ( j=i 1 ; j>=0 && t <a[ j] ; j )For ( j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ; j--)
A[ j+1] = a[ j]
A[ j+1] = t ;A[ j+1] = t ;
}



Compration count

 يک نمونه کاراکتری ازn  را در نظر بگيريد، که در
طول ليستی باشد که می خواھيم روی آن nآن

Insertion sortدھيم انجام .را انجام دھيم Insertion sortرا
؟؟؟؟.و تعداد توابع اين نمونه کاراکتری را بشماريد

Determine count as a function of this 
instance characteristic.???instance characteristic.???



Compration count

For (j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ;j--)
A[ j+1] = a[ j];

؟ ت ا شده انجا ه مقاي چند چند مقايسه انجام شده است ؟



Compration count

For (j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ;j--)
A[ j+1] = a[ j];

 شمارش تعداد مقايسات وابسته بهa[] وt   با توجه بهi  



Compration count

Worst-case count=maximum count
Best –case count=minimum count 
Avarage countAvarage  count



Worst-case Compration count

For (j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ;j--)
A[ j+1] = a[ j];

A=[1,2,3,4] and t=0 =>4 compares
A=[1,2,3,..,i] and t=0 =>i compares



Worst-case Compration count

for(int i=1; i< n ; i++)
For (j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ;j--)
A[ j+1] = a[ j];A[ j+1] = a[ j];

:تعداد کل مقايسات 
Total comprase =1+2+3+…+(n-1)

(n 1)n/2=(n-1)n/2 



Step count

 يک مرحله از محاسبات وابسته است به مقاديرn 
 برای مثال:

10 add 100 subtracts 1000 multiplies10 add , 100 subtracts,1000 multiplies
.محسوب ميشود  stepفقط يک  

 وبه اين مفھوم نمی باشد که با افزايشn  يک مرحله
تعداد به شودstepنيز اضافه .اضافه شودstepنيز به تعداد



Step count

s/e
For (i=1 ; i<a length ; i++) 1For (i 1 ; i<a.length ; i++)                              1
{// insert a[i] into a[0:i-1]                                 0 

//code to insert comes here                      1 
int t =a[ j]                                                        0 
int j;                                                                1 
For ( j i 1 j> 0 && t <a[ j] j ) 1For ( j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ; j--)                     1 
A[ j+1] = a[ j]                                                   1 
A[ j+1] = t ; 0A[ j 1]  t ;                                                      0
}



Step count

s/e   يا يک نمی باشد ٠ھميشه
X=mymath.sum(a,n)

Where n is the instance characteristicWhere n is the instance characteristic 
has a s/e count of n   



Step count

s/e      step
For (i=1 ; i<a length ; i++) 1For (i=1 ; i<a.length ; i++)                              1
{// insert a[i] into a[0:i-1]                                 0 

//code to insert comes here 1//code to insert comes here                      1 
int t =a[ j]                                                        0 
int j; 1 i+1int j;                                                                1       i 1
For ( j=i-1 ; j>=0 && t <a[ j] ; j--)                     1       i
A[ j+1] = a[ j]                                                   1 [ j ] [ j]
A[ j+1] = t ;                                                      0
}



Step count

For (int i=1;; i<a.length; i++)
{2i+3}{2i+3}
Step count for 
For (int i=1; i<a.length;; i++)
Is n 
Step count for body of for loop is 
2(1+2+3+ +n 1)+3(n 1)2(1+2+3+…+n-1)+3(n-1)
=(n-1)n +3(n-1)
=(n-1)(n+3)(n 1)(n 3)



محاسبه پيچيدگی در مرتب سازی درجی  

O(n2)

به چه معنی می باشد؟



محاسبه پيچيدگی در مرتب سازی درجی

بدترين حالت:Ө(n2)
حالت Ө(n):بھترين بھترين حالت:Ө(n)
 بنابراين انتظار ميرود بدترين حالت زمانی است کهn 

).تکرار ميشود(دوبل ميشود



محاسبه پيچيدگی در مرتب سازی درجی

 آياO(n2)خيلی زياد است؟
الگوريتم تجربی(practical)  چه ميباشد؟



Faster Computer Vs Better p
Algorithm

 پيشرفت الگوريتم ھا مفيد تر از پيشرفت سخت افزار
.است



Data Structureساختمان داده        

 انواع داده:
در ارتباط(داده ھايی که در يک مجموعه قرار می گيرند.(

Ex: integer= {0, +1,-1,+2,-2,….}

days of week = {S,M,T,W,TH,SA}



Data object

داده ھايی که نامربوط با ھم ھستند.
  Example:

MyDataObject={apple chair 2 5 red green jack}MyDataObject {apple, chair, 2,5,red,green ,jack}     



Data Structure

Data oject +
روابطی که وجود دارد برای مقايسه ميان عناصر

Ex:369<370Ex:369<370
280+4=284



Data Structure

ميان عناصری که مقايسه ميشوند در يک مثال:
369
3 is more signification than 63 is more signification than 6 
3 is immediately to the left of 6
9 is immediately to the right of 6



Data Structure

 روابط خاص معمولا توسط عملگر ھای خاص روی
:چندين نمونه داده ايجاد می شود عبارتند از

Add subtract predecessor multiplyAdd,subtract, predecessor,multiply  
ضرب        ، تفريق  ،  جمع   



Linear (or Ordered) lists

Instannces are of the form
(e0,e1,e2,….,en-1)
Where ei denodes a list element n>=0 isWhere ei denodes a list element n>=0 is 
finite
List size is n 



Linear (or Ordered) lists

L= (e0,e1,e2,e3,….,en)
:روابط زير بر قرار است

   : e0 عنصر جلوی ليست ميباشد.“zeroth element” ر
:en-1   عنصر آخرليست ميباشد.“last elements”
: ei+1بعداز گيردeiدقيقا م قرار : ei+1  دقيقا بعدازeiقرار می گيرد.



:مثالھايی از ليست ھای خطی

Student in COP3530=(jack,jill, Abe ,Henry,Mary 
judy),…,judy)

Exams in  COP3530=(exam1, exam 2, exam3)
D f W k (S M T W TH SA)Days of Week=(S,M,T,W,TH,SA)
Months=(Jan,Feb ,Mar ,Apr,…,Nov,Dec)



Linear list Oprations-size()

 اندازه گيری سايز ليست
Example:

L=(a b c d e)L=(a,b,c,d,e)
Size=5



Linear list Oprations-get(the index)

يک عنصر را ميگيرد و انديس آن را بعنوان خروجی می دھد.
E lExample:

L=(a,b,c,d,e)
G t(0)Get(0)=a
Get(2)=c
Get(4)=e 
Get(-1)=error
Get(9)=error



Linear list Oprations-indexof (the element)

.انديس ھر عنصر را برمی گرداند

L= (a b d b a)L= (a,b,d,b,a) 
Index of(d)=2
Index of(a)=0
Index of(z)= 1Index of(z)=-1              



Linear list Oprations-remove(the index)

.حذ ف را انجام داده و محتوای انديس مورد نظر را برمی گرداند

L=(a,b,c,d,e,f,g)L (a,b,c,d,e,f,g)
Remove(2) returns c

d L b ( b d f )and L become (a,b,d,e,f,g)

index of d,e,f and g decrease by 1



Linear list Oprations-remove(the index)

.حذ ف را انجام داده و محتوای انديس مورد نظر را برمی گرداند
L=(a,b,c,d,e,f)

Remove(-1)=>error
Remove(20)=>errorRemove(20)=>error



Data structure specification 

Language independet
Abstract Data Type
JavaJava 
Abstaract class



Liner List Abstaract Data Type 

AbstractData Type Linear List
{ instances {                                                                instances

Ordered finit collection of zero or more elements
عملگر ھا

Empty( ):
نتيجه درست را بر می گرداند اگر و فقط اگر ليست خالی باشد ،در غيرنتيجه 

:falseشد ميبا :falseميبا شد.
Size( ):

بعبارتی تعداد عناصر داخل ليست را بر می.اندازه ليست را بر می گرداند
.گرداندگ



Data Representation Methods

Array ---chapter 5
Linked---chapter 6
SimulatedSimulated 



Linear List Array Representation

edcba

1      2     3     4     5      6

L=(a,b,c,d,e)    



Right to Left Mapping

abcde



Mapping That Skip Every Other position

dcba



Wrap Around Mapping

cbaed



Represention Used In Text

edcba

1     2      3     4      5      6 



Add/Remove An Element _1

Size=5Size 5

edcba edcba



Add/Remove An Element_2

Add ( l, g)
size-=6

edcbga



Length of Array element[]

چون نمی دانيم چه تعداد عنصر در ليست وجود خواھد 
داشت ،بنابراين بايد يک مقدار اوليه برای آن فرض 

.و سپس بر حسب نياز آن را افزايش داد.کرد زر ر ز ر پ



Liner List Abstaract Data Type

Get (index):Get (index):
) - ١(خروجی آن انديس عنصر ميباشد بر طبق جايگاه آن ودرصورتی مقدار 

.را برمی گرداند که عنصر مورد نظر در ليست نباشد
R (i d )Remove (index):

.عنصر را حذف کرده و محتوای عنصر  را برمی گرداند
Add (index x):Add (index, x):

داده شده اضافه کرده و پس از آن شماره انديس ما  indexرا در  xعنصر  
.بقی عناصر از موقعيت جاری يک واحد افزايش ميابد

Output( ):
.خروجی ليست است که از چپ به راست مرتب می شود



Linear List As Java abstract Class

Public abstractclass Linear ListAsAbstractClass
{{
Public abstarct Boolean isEmpty();
Public abstarct int size();Public abstarct int size();
Public abstarct object get(int index);
Public abstarct int indexOf(Object the element);Public abstarct int indexOf(Object the element);
Public abstarct object remove(int index);
Public abstarct void add(int index, Object the element);( , j );
Public abstarct string to sorting();
}



Linked Representation

عناصر ليست در حافظه با ترتيبی دلخواه  
شوند می .نگھداری می شوندنگھداری

explicit information (called a link)
شوند م ناميده لينک که صريح اطلاعات صريح که لينک ناميده می شونداطلاعات

برای رفتن از يک عنصر به عنصر ديگر 
استفاده ميشوند 



Memory LayoutMemory Layout
د ش تفاد ا ھا ه ا آ از ھا ت ل ش ا ن .برای نمايش ليست ھا از آرايه ھا استفاده می شودا

    L = (a,b,c,d,e) 

a b c d e

کند م استفاده اه دلخ ل جد يک از .ھرلينک از يک جدول دلخواه استفاده می کندھرلينک

A linked representation uses an arbitrary layout.
c a e d b

A linked representation uses an arbitrary layout.



Linked RepresentationLinked Representation

c a e d bc a e d b

اشاره گر عنصر (e).تھی می باشد
firstNode

:firstNode
ميشود استفاده شروع عنصر به اشاره .برای اشاره به عنصر شروع  استفاده ميشودبرای



N l W T D A Li k d Li tNormal Way To Draw A Linked List

firstNode

b d
null

a b c d e

فيلد اشاره گر

فيلد داده                   



Ch iChain

fi tN dfirstNode

a b c d e
null

ندريک زنجير يا در يک ليست از اشاره گر ھاھر نود نشان و ر ر ر ز ي ي ر ي جير ز ري
.دھنده يک عنصر می باشد

گ .از يک نود به نود ديگر يک اشاره گر وجود داردگ

اش ت ت ل آخ گ .اشاره گر آخرين ليست تھی ميباشداشا



Node Representationp

package dataStructures;package dataStructures;

l Ch i N dclass ChainNode
{

Object element;
Ch i N d

next

ChainNode next; element

}



Constructors Of ChainNode

ll
ChainNode() {}

null

null

nullnull

element
ChainNode(Object element)

{this.element = element;}   

next

element

ChainNode(Object element, ChainNode next)
{this.element = element;
this.next = next;}



t(0)get(0)
firstNodes Node

a b c d e
null

checkIndex(0);checkIndex(0);
desiredNode = firstNode; 
return desiredNode.element;



t(1)get(1)
firstNodes Node

a b c d e
null

checkIndex(1);checkIndex(1);
desiredNode = firstNode.next; 
return desiredNode element;return desiredNode.element;



t(2)get(2)
firstNodes Node

a b c d e
null

checkIndex(2);checkIndex(2);
desiredNode = firstNode.next.next; 
return desiredNode.element;



t(5)get(5)
firstNodes Node

a b c d e
null

checkIndex(5); desiredNode =checkIndex(5); desiredNode = 
firstNode.next.next.next.next.next;

return desiredNode.element;   



N llP i t E tiNullPointerException
firstNodes Node

a b c d e
null

desiredNode =desiredNode = 
firstNode.next.next.next.next.ne
xt.next;



R A El tRemove An Element
firstNodes Node

a b c d e
null

remove(0)

fi N d fi N dfirstNode = firstNode.next;



(2)
firstNode

remove(2)
s Node

a b d e
null

cccb

کنيد انتخاب را د ش حذف اھد بخ که را دی ن از قبل د ن ابتدا
beforeNode

ابتدا نود قبل از نودی را که بخواھد حذف شود را انتخاب کنيد
"first node "يعنی

b f N d fi N dbeforeNode = firstNode.next;



remove(2)remove(2)

firstNodes Node

a b c d e
null

beforeNode

درbeforeNode.اکنون اشاره گرآن  را تغيير دھيد

beforeNode.next = beforeNode.next.next;



add(0,’f’)
firstNode

a b c d e
null

f a b c d ef

newNodenewNode

ل ا .نود جديد را انتخاب کنيد که حتما دارای فيلد داده واشاره گرباشد :گام اولگا

Ch i N d N dChainNode newNode =  
new ChainNode(new Character(‘f’), firstNode);( ( ), );



add(0,’f’)
firstNode

a b c d e
null

f a b c d ef

newNodenewNode

ل ا کگا ا ت ا ا آ ا ا آ .آن را بعنوان نود آغاز انتخاب کنيد:گام اول

firstNode = newNode; 



One-Step add(0,’f’)
firstNode

a b c d e
null

f a b c d ef

newNodenewNode

firstNode = new ChainNode(                        
new Character(‘f’), 
firstNode););



add(3,’f’)
fi tN dfirstNode

f
newNode

a b c d e
null

c

beforeNode

.را انتخاب کنيد٢نود با انديس  ابتدا: گام اول

گگ ل ل ط ل .حال نود جديد را ايجاد کرده بطوريکه دارای فيلد داده و فيلد اشاره گر داشته باشد:گام دوم

ChainNode newNode = new ChainNode(new Character(‘f’),( ( )

beforeNode.next);

fi ll li k b f d d• finally link beforeNode to newNode
beforeNode.next = newNode;



Two-Step add(3,’f’)
fi tN dfirstNode

f
newNode

a b c d e
null

c

beforeNodebeforeNode

beforeNode = firstNode.next.next;
beforeNode.next = new ChainNode(new Character(‘f’), 

beforeNode.next);



The Class Chain



The Class Chain
fi N dfirstNode

a b c d e
null

size =

.تعدادعناصر ليست ميباشد شمارش 

کاربرد  ChainNode

next (datatype ChainNode)

element (datatype Object)



The Class ChainThe Class Chain

/** linked implementation of LinearList *//  linked implementation of LinearList /
package dataStructures;
Import c++; // has IteratorImport c++;  // has Iterator
public class Chain implements LinearList
{{

// data members
protected ChainNode firstNode;protected ChainNode firstNode;
protected int size;

// methods of Chain come here
}}



Constructors

خال**/ ت ل ک اد /*ا /*ايجاد يک ليست خالی **/
public Chain(int initialCapacity)
{{

firstNode and size:مقادير اوليه  //
// ll d 0// null and 0

}

public Chain()
{this(0);}



Th M th d i E tThe Method isEmpty

باشد**/ خالی ليست اگر وفقط گردانداگر برمی را درست /*مقدار ی ب/ ي  ر  ر و  ر ی  ر ر بر /ر 
public boolean isEmpty()

{return size 0;}{return size == 0;}



Th M th d i ()The Method size()

/*خروجی آن شمارش تعداد عناصر داخل ليست ميباشد **/
public int size()

{return size;}{return size;}



Th M th d h kI dThe Method checkIndex

/** @throws IndexOutOfBoundsException when
* index is not between 0 and size - 1 */

گ را-١يا  ٠انديس مربوط به ھر عنصر را بر می گرداند و زمانی که **/
/*.برگرداند به اين مفھوم است که آن عنصر در ليست وجود ندارد

void checkIndex(int index)
{

if (index < 0 || index >= size)
throw new IndexOutOfBoundsException

("i d " + i d + " i " + i )("index = " + index + "  size = " + size);
}



The Method getfirstNode

a b c d e
null

public Object get(int index)
{

checkIndex(index);

نود دلخواه راتغيير دھيد //
ChainNode currentNode = firstNode;
for (int i = 0; i < index; i++)

currentNode = currentNode.next;

return currentNode.element;
}



The Method indexOf
public int indexOf(Object theElement)
{

يک زنجير از نودھا را جستجو کنيد //
ChainNode currentNode = firstNode;

int index = 0;  // انديس نود جاری
while (currentNode != null &&

!currentNode.element.equals(theElement))
{

به نود بعدی تغيير دھيد //
currentNode = currentNode.next;
index++;

}



The Method indexOfThe Method indexOf

ط ط اطمينان از اينکه عنصر مربوطه را يافته ايم //
if (currentNode == null)

return -1;
else

return index;
}



R i A El tRemoving An Element
firstNodes Node

a b c d e
null

remove(0)remove(0)

firstNode = firstNode.next;



Remove An Elemente o e e e t

public Object remove(int index)
{{

checkIndex(index);

Object removedElement;
if (index == 0) // نود شروع را حذف کنيد

{
removedElement = firstNode.element;
firstNode = firstNode.next;

}



remove(2)remove(2)

firstNodes Node

a b c d e
null

beforeNode

beforeNodeرا يافته و اشاره گر آن را تغيير دھيد 

beforeNode.next = beforeNode.next.next;



Remove An Elemente o e e e t

else
{ اش// ا ا ا ق ا گا ا q:جايگاھی برای قرار دادن نود جاری ميباشد //  }

ChainNode q = firstNode;
for (int i = 0; i < index - 1; i++)

q = q.next;

removedElement = q.next.element;
q.next = q.next.next; // نود دلخواه را حذف کنيد

}
size--;
return removedElement;

}



One-Step add(0,’f’)
firstNode

a b c d e
null

f a b c d ef

newNodenewNode

firstNode = new ChainNode(‘f’, 
firstNode);



Add An Element

public void add(int index, Object theElement)
{{

if (index < 0 || index > size)
ا// ا ل ق موقعيت ليست نادرست است //

throw new IndexOutOfBoundsException
( )("index = " + index + "  size = " + size);

if (index == 0)
.به جلو اضافه کنيد //

firstNode = new ChainNode(theElement, firstNode);



Two-Step add(3,’f’)
fi tN dfirstNode

f
newNode

a b c d e
null

c

beforeNodebeforeNode

beforeNode = firstNode.next.next;
beforeNode.next = new ChainNode(‘f’, beforeNode.next);



Adding An Element

else
{ ا// ا ن عنصر جديد را بيابيد // }

ChainNode p = firstNode;
f (i t i 0 i i d 1 i )for (int i = 0; i < index - 1; i++)

p = p.next;

// pاضافه کنيد بعد از
p.next = new ChainNode(theElement, p.next);

}
size++;

}



Ch i With H d N dChain With Header Node

h d dheaderNode

a b c d e
null

a b c d e



E t Ch i With H d N dEmpty Chain With Header Node

headerNode

null



Ci l Li tCircular List

firstNode

a b c d ea b c d e



D bl Li k d Li tDoubly Linked List
firstNode lastNodes Node s Node

null
null

a b c d e



D bl Li k d Ci l Li tDoubly Linked Circular List
firstNodes Node

a b c d e



D bl Li k d Ci l Li t With H d N dDoubly Linked Circular List With Header Node

headerNodee de Node

a b c ed



E t D bl Li k d Ci l Li t With H d N dEmpty Doubly Linked Circular List With Header Node

headerNode



AArrays



1D Array Representation In C, and C++1D Array Representation In C, and C
Memory

a b c d

start

د ک ه ا آ نه ن xک = [a b c d]

start

يک نمونه آرايه يک بعدیx = [a, b, c, d]
 د ر خانه ھای مجاور يکديگر قرار ميگيرند

• location(x[i]) = start + iocat o ( [ ]) sta t



Space OverheadSpace Overhead

Memory

a b c d

start

space overhead = 4 bytes for start

start

space overhead = 4 bytes for start
+ 4 bytes for x.lengthy g

= 8 bytes
ا) از ن ق ف ه ا آ ا که فضا (زا (ميزان فضايی که برای آرايه فوق نياز داريم)



2D A2D Arrays

بعدی دو aآرايه aآرايه دو بعدی
declared as:
int [][]a = new int[3][4];

د ش داد نشان ل د ک د .که در يک جدول نشان داده م شودکه
a[0][0]     a[0][1]    a[0][2]    a[0][3][ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]
a[1][0]     a[1][1]    a[1][2]    a[1][3]
[2][0] [2][1] [2][2] [2][3]a[2][0]     a[2][1]    a[2][2]    a[2][3]



R Of A 2D ARows Of A 2D Array

a[0][0] a[0][1] a[0][2] a[0][3] row 0a[0][0]     a[0][1]    a[0][2]    a[0][3]       row 0
a[1][0]     a[1][1]    a[1][2]    a[1][3]       row 1
a[2][0]     a[2][1]    a[2][2]    a[2][3]       row 2



C l Of A 2D AColumns Of A 2D Array

a[0][0] a[0][1] a[0][2] a[0][3]a[0][0]     a[0][1]    a[0][2]    a[0][3]
a[1][0]     a[1][1]    a[1][2]    a[1][3]
a[2][0]     a[2][1]    a[2][2]    a[2][3]

column 0 column 1 column 2 column 3



2D Array Representation In C and C++2D Array Representation In  C and C
آرايه دو بعدی  x

a, b, c, d
e f g he, f, g, h
i, j, k, l

.آرايه ھای يک بعدی ھستند,سطر ھای آرايه دو بعدی 
د ک ه ا آ از تفاد ا ا د د ھا ه ا آ ش ا نمايش آرايه ھای دوبعد با استفاده از آرايه يک بعدین

x = [row0, row1, row 2]
0 [ b d]row 0 = [a,b, c, d]

row 1 = [e, f, g, h]
row 2 = [i, j, k, l]

and store as 4 1D arrays



2D Array Representation In Java, C, and C++2D Array Representation In Java, C, and C

x[]

a b c d

e f g h

i j k li j k l

x.length = 3
[0] l th [1] l th [2] l th 4x[0].length =  x[1].length = x[2].length = 4



Space OverheadSpace Overhead

x[]

a b c d

e f g h

i j k l

space overhead = overhead for 4 1D arrays

i j k l

p y
= 4 * 8 bytes

32 bytes= 32 bytes
= (number of rows + 1) x 8 bytes



Array Representation In C and C++Array Representation In  C and C
x[]

a b c d

e f g h

i j k l

ش ا ا ا آ ا آ ش ا ا

i j k l

.اين نمايش آرايه آرايه ھا ناميده می شود
برای ذخيره آرايه ھای  ۴و۴و۴و٣با توجه به شکل فوق نيازبه حافظه ای با سايز ھای 

دارد بعدی .يک بعدی دارديک
يک بلوک حافظه شامل سايزتعداد ستونھا و سطرھا ميباشد



R M j M iRow-Major Mapping

E l 3 4 Example 3 x 4 array:
a b c d
e f g h
i  j k lj

آرايه فوق در يک آرايه يک بعدی قرار گرفته است بطوريکه ھر عنصر آن يک سطر از 
.و بعبارتی ھر سطر آن يک آرايه يک بعدی می باشد آرايه فوق است

.عناصرداخل ھر سطر از چپ به راست مرتب شده اند 
.سطرھا از بالا به پايين مرتب شده اند 

We get y[] = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l}

row 0 row 1 row 2 … row i



Column-Major Mapping
a b c d

fe f g h
i j k li  j k l

آرايه فوق در يک آرايه يک بعدی قرار گرفته است بطوريکه ھر عنصر آن يک 
.ستون از آرايه فوق است و بعبارتی ھر ستون آن يک آرايه يک بعدی می باشد

.عناصرداخل ھر ستون از بالا به پايين مرتب شده اند 
.ستون ھااز چپ به راست مرتب شده اند 

We get y = {a, e, i, b, f, j, c, g, k, d, h, l}



Sparse Matrices

sparse … تعدادبيشتر عناصر آن صفر می باشد
dense باشد… می صفر آن عناصر ی ب …   denseتعدادکمتر ر  ن  ر  ر 



Representation Of Unstructured 
Sparse Matrices

ھر عنصر غير صفری در ماتريس اسپارس را ميتوان بصورت 
داد نشان زير نشان دادز

(row, column, value)



Single Linear List ExampleSingle Linear List Example

0 0 3 0 4            list = 
0 0 5 7 0
0 0 0 0 0

row        1  1  2  2  4  4
l 3 5 3 4 2 30 0 0 0 0

0 2 6 0 0
column  3  5  3  4  2  3
value     3  4  5  7  2  6



Array Linear List Representation

row        1  1  2  2  4  4
list =          column  3  5  3  4  2  3

value 3 4 5 7 2 6value      3  4  5  7  2  6

element 0 1 2 3 4 5element     0   1  2  3  4  5
row      1  1  2  2  4  4

column     3  5  3  4  2  3
l 3 4 5 7 2 6value     3  4  5  7  2  6



Chain Representation

ساختار نود

row col
nextvalue



Single Chain

row      1  1  2  2  4  
4
list = column 3 5 3 4 2list    = column     3  5  3  4  2  
3

value     3  4  5  7  2  
6

1 3 1 5 2 2 4 43 4 32
3 4 5 7 2 6 null

firstNode



One Linear List Per RowOne Linear List Per Row

row1 = [(3, 3), (5,4)]

0 0 3 0 4    

[( , ), ( , )]
row2 = [(3,5), (4,7)]
row3 = []

0 0 5 7 0

[]
row4 = [(2,2), (3,6)]

0 0 0 0 0    

0 2 6 0 0



Array Of Row Chains

ساختار نود

next
valuecol



Array Of Row Chains

null

0 0 3 0 4
33

null

45

0 0 3 0 4 
53

null

74

0 0 5 7 0
0 0 0 0 0

null

0 0 0 0 0
0 2 6 0 0 null

row[]

22 63



Orthogonal List Representation

Node structure.

row col value
nextdown



Row Lists

0 0 3 0 4 
1 3 3 1 5 4

n

2 3 5 2 4 7

n

0 0 5 7 0
0 0 0 0 0

n

0 0 0 0 0
0 2 6 0 0

null

4 2 2 4 3 6
n



Column Lists

0 0 3 0 4
1 3 3 1 5 4

n0 0 3 0 4 
2 3 5 2 4 7

n

0 0 5 7 00 0 5 7 0
0 0 0 0 0
0 2 6 0 0 4 2 2 4 3 6

nn



Orthogonal Lists

0 0 3 0 4 
1 3 3 1 5 4

n n

2 3 5 2 4 7

n n

0 0 5 7 0
0 0 0 0 0

n

0 0 0 0 0
0 2 6 0 0

null

4 2 2 4 3 6
nnn

row[]



Variations

May use circular lists instead of chains.May use circular lists instead of chains.



StacksStacks

ميباشد خط ليست نوع پشته پشته نوعی ليست خطی ميباشد.
 اولين عنصری که داخل پشته قرار ميگيردbottom ناميده می شود

گ ا ق شته اخل که ن شtآخ نا  آخرين عنصری که داخل پشته قرار بگيردtop ناميده می شود
 عمليات حذف و  درج فقط ازtop  امکان پذير می باشد



Stack Of Cupsp

top
E

F

top E

C

D

C

D

b

C

B

b

C

B

ل

bottom Abottom A

 برای درج وحذفF بايد ازtopعمل کرد.
• Stack=LIFO=LAST IN FIRST OUTStack LIFO LAST IN FIRST OUT



The Interface StackThe Interface Stack

public interface Stack
{   

public boolean empty();public boolean empty();
public Object peek();

public void push(Object theObject);
public Object pop();public Object pop();

}}



Parentheses MatchingParentheses Matching

(((a+b)*c+d-e)/(f+g)-(h+j)*(k-l))/(m-n) (((a+b) c+d-e)/(f+g)-(h+j) (k-l))/(m-n)
Output pairs (u,v) such that the left parenthesis at position u is 

matched with the right parenthesis at v.
(2,6) (1,13) (15,19) (21,25) (27,31) (0,32) (34,38)

(a+b))*((c+d)
(0 4) (0,4)

right parenthesis at 5 has no matching left parenthesis
(8 12) (8,12)
left parenthesis at 7 has no matching right parenthesis



Parentheses MatchingParentheses Matching

انيد بخ ت را به پ از را عبارت عبارت را از چپ به راست بخوانيد.
 وقتی بهLeft parenthesis   رسيد آن رادر پشتهpush 

.کنيد
به rightوقت parenthesisپشته رااز آن popرسيد وقتی بهright parenthesis رسيد آن رااز پشتهpop 

.کنيد



ExampleExample

(((a+b)*c+d e)/(f+g) (h+j)*(k l))/(m n) (((a+b)*c+d-e)/(f+g)-(h+j)*(k-l))/(m-n)

1
2

0
1



ExampleExample

(((a+b)*c+d e)/(f+g) (h+j)*(k l))/(m n) (((a+b)*c+d-e)/(f+g)-(h+j)*(k-l))/(m-n)

115
0
1

(2,6) (1,13)



ExampleExample

(((a+b)*c+d e)/(f+g) (h+j)*(k l))/(m n) (((a+b)*c+d-e)/(f+g)-(h+j)*(k-l))/(m-n)

121
0
1

(2,6) (1,13) (15,19)



ExampleExample

(((a+b)*c+d e)/(f+g) (h+j)*(k l))/(m n) (((a+b)*c+d-e)/(f+g)-(h+j)*(k-l))/(m-n)

127
0
1

(2,6) (1,13) (15,19) (21,25)



ExampleExample

(((a+b)*c+d e)/(f+g) (h+j)*(k l))/(m n) (((a+b)*c+d-e)/(f+g)-(h+j)*(k-l))/(m-n)

1
0
1

(2,6) (1,13) (15,19) (21,25)(27,31) (0,32)

• and so on



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

3
4

1
2
3

A B C
۶۴  حلقه طلا از ستونA بهC  انتقال داده می شوند.
کند می عمل پشته يک مانند آن در ستون .ھر ی  ل  ن  ي پ  ر  ون  .ر 
و ھيچ حلقه بزرگی روی کوچکتر از خودش قرار نمی گيرد.



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

3

1
2
3

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

1
2

3

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

1 2 3

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

1 2
3

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

12
3

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

123

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

1
2

3

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma



Towers Of Hanoi/BrahmaTowers Of Hanoi/Brahma

3

1
2
3

3-disk Towers Of Hanoi/Brahma
A B C

3 disk Towers Of Hanoi/Brahma
• 7 disk moves



Recursive SolutionRecursive Solution

1

A B C
استفاده از مساله برج ھانوی با n > 0  حلقه را ميتوان ازA   بهC  با استفاده ازB منتقل کرد.
 با استفاده ازC  تعدادn-1  حلقه را ازA  بهB انتقال داده.



Recursive SolutionRecursive Solution

1

A B C

ستون اول ازAحلقه دھيدCبهAرا انتقال ون ھي CبAرا از A اول  ل  .ا



Recursive SolutionRecursive Solution

1

A B C

n-1از را دھيدCبهBحلقه انتقال n ھي  CبB را از1 ل  .ا



Recursive SolutionRecursive Solution

1

A B C

moves(n) = 0 when n = 0 moves(n)  0 when n  0
moves(n) = 2*moves(n-1) + 1 = 2n-1 when n > 

0



StacksStacks

public interface Stack
{   

public boolean empty();public boolean empty();
public Object peek();

public void push(Object theObject);
public Object pop();public Object pop();

}}



Derive From A Linear List 
ClassClass

ArrayLinearList
Chain Chain



Derive From ArrayLinearList

a b c d e

0 1 2 3 4 5 6

 عنصر بالای پشته معادل چپ ترين ويا راست ترين
اشد ه ا آ داخل .عنصر داخل آرايه می باشدن

empty() => isEmpty()p y() p y()
O(1) time

k() t(0) t( i () 1) peek() => get(0) or get(size() - 1)
O(1) time( )



Derive From ArrayLinearList

a b c d e

0 1 2 3 4 5 6

 وقتی کهtop در موقعيت چپ ترين عنصر آرايه قراردارد  
push(theObject) => add(0, theObject)
O(size) time
pop() => remove(0) pop() => remove(0)
O(size) time( )



Derive From ArrayLinearList

a b c d e

0 1 2 3 4 5 6

 وقتی کهtop در موقعيت راست ترين عنصر آرايه قراردارد 
push(theObject) => add(size(), 

theObject)theObject)
O(1) time
pop() => remove(size()-1)
O(1) time( )

use right end of list as top of stack



Derive From ChainDerive From Chain
firstNode

null

ن ت ت ا ا ن ت ادل شته الا ن

a b c d e

عنصر بالای پشته معادل چپ ترين ويا راست ترين
.عنصر داخل آرايه می باشد

empty() => isEmpty()
O(1) time O(1) time



Derive From ChainDerive From Chain
firstNode

null
a b c d e

که قرارداردtopقت آرايه عنصر ترين چپ قعيت م در در موقعيت چپ ترين عنصر آرايه قرارداردtopوقتی که–
 peek() => get(0)
O(1) time
 push(theObject) => add(0, theObject)p ( j ) ( , j )
 O(1) time
 pop() => remove(0)pop() > remove(0)
 O(1) time



Derive From Chain
firstNode

null

a b c d e
null

در موقعيت راست ترين عنصر آرايه قراردارد topوقتی که –
• peek() => get(size() - 1)
• O(size) time
• push(theObject) => add(size(), theObject)p ( j ) ( () j )
• O(size) time
• pop() => remove(size()-1)p p() ( () )
• O(size) time

use left end of list as top of stack– use left end of list as top of stack



empty() And peek()p y() p ()
a b c d e

public boolean empty()
0 1 2 3 4 5 6

public boolean empty()
{return isEmpty();}

public Object peek()
{
if (empty())if (empty())

throw new EmptyStackException();
ret rn get(si e() 1)return get(size() - 1)

}



push(theObject) And pop()p ( j ) p p()
a b c d e

public void push(Object theElement)

0 1 2 3 4 5 6

public void push(Object theElement)
{add(size(), theElement);}

public Object pop()j ()
{
if (empty())if (empty())

throw new EmptyStackException();
return remove(size() - 1);

}



A Faster pop()p p()
if (empty())

throw new EmptyStackException();
return remove(size() - 1);( () );

vsvs.

try {return remove(size() - 1);}
catch(IndexOutOfBoundsException e)( p )

{throw new EmptyStackException();}



push(…)

0 1 2 3 4

a b c d e

top

public void push(Object theElement)

0 1 2 3 4 top

p p ( j )
{
// increase array size if necessary// increase array size if necessary
if (top == stack.length - 1)

stack = ChangeArrayLength.changeLength1Dstack  ChangeArrayLength.changeLength1D
(stack, 2  * stack.length); 

// put theElement at the top of the stack// put theElement at the top of the stack
stack[++top] = theElement;

}}



pop()
a b c d e

public Object pop()

0 1 2 3 4 top

public Object pop()
{
if (empty())

throw new EmptyStackException();throw new EmptyStackException();
Object topElement = stack[top];
stack[top ] = null; // enable garbage collectionstack[top--] = null;   // enable garbage collection
return topElement;

}   



Linked Stack From ScratchLinked Stack From Scratch

See text.



Performance

500 000 pop push and peek operations500,000 pop, push, and peek operations
initial capacity

Class                                                         10       500,000
ArrayStack                                             0.44s          0.22s
DerivedArrayStack                                0.60s          0.38s
D i dA St kWithC t h 0 55 0 33DerivedArrayStackWithCatch               0.55s          0.33s
java.util.Stack                                         1.15s            -
DerivedLinkedStack 3.20s 3.20sDerivedLinkedStack                               3.20s          3.20s
LinkedStack                                            2.96s          2.96s



QueuesQueues

يک ليست خطی می باشد .
 عنصر جلوی صفfront ناميده ميشود.
ت لي انتھای دrearعنصر ميش ناميده عنصر انتھای ليستrearناميده ميشود.
افزودن عنصر به ليست فقط ازانتھای صف" rear "  امکان

.پذير است
کردن صفحذف جلوی از ليست امکان"front"عناصراز عناصراز ليست از جلوی صفحذف کردنfront امکان  

.پذير است



Bus Stop Queuep

Bus 
SStop

front rear rear rear rear
rear



Bus Stop Queuep

Bus 
SStop

front rear rear
rear



Bus Stop Queuep

Bus 
SStop

front rear
rear



Bus Stop Queuep

Bus 
SStop

front rear
rear



The Interface QueueThe Interface Queue

public interface Queue
{{   

public boolean isEmpty();
public Object getFrontEelement();
public Object getRearEelement();public Object getRearEelement();
public void put(Object theObject);

public Object remove();
}}



Derive From ArrayLinearList

0 1 2 3 4 5 6

a b c d e

زمانی کهfront  چپ ليست وrear در راست ليست باشد.
Queue isEmpty() > super isEmpty()

0 1 2 3 4 5 6

Queue.isEmpty() => super.isEmpty()
O(1) time

getFrontElement() => get(0)getFrontElement()  get(0)
O(1) time

getRearElement() => get(size() - 1)
O(1) time

put(theObject) => add(size(), theObject)
O(1) time O(1) time

remove() => remove(0)
O(size) time( )



Derive From ArrayLinearList

0 1 2 3 4 5 6

e d c b a

زمانی کهfront  راست ليست وrear درچپ ليست باشد.
Queue isEmpty() > super isEmpty()

0 1 2 3 4 5 6

Queue.isEmpty() => super.isEmpty()
O(1) time

getFrontElement() => get(size() - 1)getFrontElement()  get(size() 1)
O(1) time

getRearElement() => get(0)
O(1) time

put(theObject) => add(0, theObject)
O(size) time O(size) time

remove() => remove(size() - 1)
O(1) time( )



Derive From ArrayLinearListDerive From ArrayLinearList

 ١(عمليات درج وحذف در صف با(O صورت می گيرد.



Derive From  ExtendedChain
firstNode lastNode

ll

firstNode

a b c d e

null

front rear

 وقتی کهfront  چپ ليست وrearراست ليست قرار دارد

• Queue.isEmpty() => super.isEmpty()

– O(1) time

• getFrontElement() => get(0)

– O(1) time



Derive From  ExtendedChain
firstNode lastNode

ll

firstNode

a b c d e
null

front rear
• getRearElement() => getLast() … new method

O(1) ti– O(1) time

• put(theObject) => append(theObject)

– O(1) time

• remove() => remove(0)

– O(1) time



Derive From  ExtendedChain
firstNode lastNode

ll

firstNode

e d c b a
null

rear front

 وقتی کهfront  راست ليست وrearچپ ليست قرار دارد
Queue.isEmpty() => super.isEmpty()

O(1) ti– O(1) time

• getFrontElement() => getLast()

– O(1) time



Derive From  ExtendedChain
firstNode lastNode

ll

firstNode

a b c d e
null

rear front
• getRearElement() => get(0)

O(1) ti– O(1) time

• put(theObject) => add(0, theObject)

– O(1) time

• remove() => remove(size-1)

– O(size) time



Custom Array QueueCustom Array Queue

کاربرد يک آرايه يک بعدی بعنوان صف
queue[]

لق ا ک ا آ ک کا کاربرد يک آرايه يک بعدی بعنوان صف حلقوی •
[2] [3][2] [3]

[1] [4]

[0] [5]



Custom Array QueueCustom Array Queue
با• حلقوی است٣صف شده پر .عنصر وی ب .ر پر   

[2] [3]
A B

[1] [4]

A B

C

[0]

[ ] [ ]

[5][0] [5]



Custom Array QueueCustom Array Queue
گيری• قرار از ديگری ليست٣حالت در حلقویعنصر يری ر  ر ز  ری  ي ي  ر  ویر 

[2] [3]

[1] [4]C

[0]

[ ] [ ]

[5]
AB

[0] [5]



Custom Array QueueCustom Array Queue
frontکاربرد• and rearليست حلقویدر يfront and rearربر ویر 

–front مکانی است که ب ابتدای ليست اشاره می کند.
–Rear مکانی است که به انتھای ليست اشاره می کند.

[2] [3] [2] [3]

[1] [4]

A B

C
front rear

[1] [4]C
front

rear

[1] [4]C [1] [4]

AB

C

[0] [5] [0] [5]



Add An ElementAdd An Element
•rearکند می حرکت ساعت ھای عقربه .درجھت rear ی ر  ی   رب  .رجھ 

[2] [3][2] [3]
A B

front rear

[1] [4]C
front

[0] [5]



Add An ElementAdd An Element
•rearھای عقربه دھيددرجھت حرکت .ساعت rear ی رب  يرجھ  ر   .
  را queue[rear]به آن اشاره می کند  rearدر مکانی که •

کنيد اضافه

[2] [3]

.اضافه کنيد

[2] [3]
A B

front
[1] [4]C

front

[0] [5]
D

rear



Remove An ElementRemove An Element
•Frontکنيد جا جابه واحد يک .را Frontي ب ج  .ر ي و ج

[2] [3][2] [3]
A B

front rear

[1] [4]C
front

[0] [5]



Remove An ElementRemove An Element
•Frontواحد يک جارا جابه ساعت ھای عقربه جھت در Frontب جر ي و ی  ج رب  ر جھ 

.کنيد
محتوای• کنيدqueue[front]و حذف صف از را

[2] [3]

.را از صف حذف کنيدqueue[front]و محتوای•

[2] [3]
A B

front
rear

[1] [4]C

[0] [5]



Moving rear ClockwiseMoving rear Clockwise
• rear++;

if (rear = = queue.length) rear = 0;

[2] [3]

A B
f t rear

[1] [4]C

front rear

[0] [5]

( ) l h• rear = (rear + 1) % queue.length;



Empty That QueueEmpty That Queue
[2] [3]

C
front

rear

[1] [4]

AB

C

[0] [5]
AB



Empty That QueueEmpty That Queue
[2] [3]

C
rear

[1] [4]

B

C

[0] [5]
B

front



Empty That QueueEmpty That Queue
[2] [3]

C
rear

[1] [4]C

[0] [5]

front



Empty That QueueEmpty That Queue
[2] [3]

rear

[1] [4]

f [0] [5]front

زمانی تمام عناصر داخل صف حذف شود آنگاه :front = 
rear 

ل گ اگر صف خالی باشدfront = rear = 0



A Full Tank PleaseA Full Tank Please
[2] [3]

C
front

rear

[1] [4]

AB

C

[0] [5]
AB



A Full Tank PleaseA Full Tank Please
[2] [3]rear

C
front

rear
D

[1] [4]

AB

C

[0] [5]
AB



A Full Tank PleaseA Full Tank Please
[2] [3] rear

C
front

e
D E

[1] [4]

AB

C

[0] [5]
AB



A Full Tank PleaseA Full Tank Please
[2] [3]

C
front

D E

[1] [4]

AB

C

rear

F

[0] [5]
AB rear

اگر به پر کردن صف ادامه دھيم در نھايت می رسيم به •
front:شرط = rear front = rear:شرط

اگر دقت کنيد ھمان شرط خالی بودن صف می باشد •
!درصورتی که صف پر است



Ouch!!!!!Ouch!!!!!

شرط پر و خالی بودن در صف  حلقوی
Queue is empty iff (front == rear) && Q p y ( )

!lastOperationIsPut
Queue is full iff (front == rear) && lastOperationIsPut



Ouch!!!!!Ouch!!!!!

شرط پر و خالی بودن در صف معمولی
Queue is empty iff (size == 0)Q p y ( )
Queue is full iff (size == queue.length) 



TTrees



N t L ’ Vi Of A TNature Lover’s View Of A Tree

ھا برگ ھابرگ

شاخه

ريشه



C t S i ti t’ ViComputer Scientist’s View

ريشهبرگ ھا

شاخهشاخه

گره



Linear Lists And Trees
برای داده ھای ترتيبی است:کاربردھای ليست ھای خطی

(e0, e1, e2, …, en-1)
ھفته روزھای روزھای ھفته
ماه ھای سال
دانشجويان يک کلاس
درخت يکسان:کاربرد مراتب سلسله با ھايی داده برای ر ن:ربر  ب ي ر يی ب   ی   بر

 مانند کارمندان يک شرکت



Hierarchical Data And Trees

 عنصری که در بالاترين مرتبه قرار داردroot يا ريشه
شنا .ميشودناميده
Childrenی  عناصری که در مراتب بعد از ريشه قرار می ر ر ر ز ر ر ر

.گيرند ناميده می شود
leavesفاقد که تند ھ ی تندchildrenعنا ھ leavesعناصری ھستند که فاقدchildren ھستند.



Classes (Part Of Figure 1.1)

Object root

children of root

Number Throwable OutputStream

grand children of root
Integer Double Exception FileOutputStream

g

RuntimeException

great grand child of root

RuntimeException



Definition

 يک درخت از يک مجموعه عناصر متناھی تشکيل
.شده است

شود می ناميده ريشه عنصر اولين اولين عنصر ريشه ناميده می شود.
 مابقی عناصرزير درخت ناميده "subtrees of t 

ش" .می شود"



Subtrees

Object rootoo

Number Throwable OutputStream

Integer Double Exception FileOutputStream

RuntimeExceptionRuntimeException



Leaves

Object

Number Throwable OutputStream

Integer Double Exception FileOutputStream

RuntimeExceptionRuntimeException



Parent, Grandparent, Siblings, Ancestors, Descendants

Object

Number Throwable OutputStream

Integer Double Exception FileOutputStream

RuntimeExceptionRuntimeException



Levels

Object Level 1

Level 2

eve

Number Throwable OutputStream

Level 3
Integer Double Exception FileOutputStream

eve 3

RuntimeException
Level 4

RuntimeException



Caution

 به ھرسطح ياLevel در درخت يک شماره ميدھيم:
ريشه در level 0 قرار دارد.
سطح از ريشه ھای درخت شوند١زير می شروع شروع می شوند١زير درخت ھای ريشه از سطح.
البتهlevel   ريشه می تواند از سطح يک نيز باشد بنابراين

ط ط level  شروع  ٢مربوط به زير درخت ھای ريشه ا سطح
.ميشود



height = depth = number of levels

Object Level 1

Level 2

eve

Number Throwable OutputStream

Level 3
Integer Double Exception FileOutputStream

eve 3

RuntimeExceptionRuntimeException
Level 4



Node Degree = Number Of Children
Object 3

Number Throwable OutputStream2 1 1

Integer Double Exception FileOutputStream

0 0 1 0
Integer Double Exception FileOutputStream

RuntimeException 0



Tree Degree = Max Node Degree
Object 3

Number Throwable OutputStream2 1 1

Integer Double Exception FileOutputStream

0 0 1 0
Integer Double Exception FileOutputStream

D f t 3
RuntimeException 0

Degree of tree = 3.



Binary Tree

درخت دودويی از تعداد محدودی عنصر تشکيل شده است.
اولين عنصر آن ريشه می باشد.
يا آن در گره ھر درجه که است درختی دودويی ن يدرخت ر  ر  ر  رج  ی    ر ويی  و ر 

.صفر باشد يادو
گره:تعريف گره:درجه آن ھای درخت زير تعداد شامل شامل تعداد زير درخت ھای آن گره:درجه گره:تعريف

.ميباشد
ا خت ز آ خت ز اش گ اگ  اگر درجه گره دو باشد دو زير درخت آن زير درخت ھای

.چپ و راست ناميده می شوند



Differences Between A Tree & A Binary Tree

ا ن از شت ن ا خت گ ھر گره در درخت باينری درجه بيشتر از دو ندارد.
ريک درخت دودويی می تواند خالی باشد اما درخت ی و ی ويی و ر ي

.معمولی نمی تواند خالی باشد



Differences Between A Tree & A Binary Tree

اشن ت ت ا ا ا خت ز ن ا اخت ا اما در .در درخت باينری زير درخت ھا دارای ترتيب می باشند
.درخت معمولی برای زير درخت ھا ترتيبی قائل نيستيم

a a

b b

:ترتيب زير درخت ھا•
.متفاوت ھستنداگر به ديددرخت باينری به آنھا نگاه کرد•
کرد• نگاه آنھا به معمول ديددرخت به اگر ھستند يکسان يکسان ھستند اگر به ديددرخت معمولی به آنھا نگاه کرد•



Arithmetic Expressions

(a + b) * (c + d) + e – f/g*h + 3.25
عبارت محاسباتی بالا تسکيل شده از:

Operators (+ - / //عملگرھا(* Operators (+, -, /, ).عملگرھا//
Operands (a, b, c, d, e, f, g, h, 3.25, (a + b), (c + 

d) etc ھا( ند //ل d), etc.).عملوند ھا//
Delimiters ((, )).



Operator Degree

انواع عملگر ھا:
گ نيازمند دو عملوند ھستند:عملگر ھای دودويی.

a + b
c / d
e - f e f
نيازمند يک عملوند ھستند:عملگر ھای يکانی.

+ + g
- h



Infix Form

روش معمولی برای نوشتن يک عبارت.
عملگر ھای دودوئی ميان دو عملوند قرار می گيرند.

a * b a  b
a + b * c
a * b / c
(a + b) * (c + d) + e – f/g*h + 3.25



Operator Priorities

کدام عملگر زودتر اعمال می شود؟
a + b * c
a * b + c / d a  b  c / d
برای عملگر ھاترتيب يا اولويت قائل می شويم

priority(*) = priority(/) > priority(+) = priority(-)
رعملگری زودتر اعمال می شود که بالاترين اولويت را وي و رين ب و ی ر زو ری

.داشته باشد



Tie Breaker

 اگر عملگرھايی که در عبارت قرار می گيرند دارای
اولويت يکسان باشند از چپ به راست عملگر ھا را روی گ

.عملوندھا اعمال کنيد
a + b - c
a * b / c / d a  b / c / d



I fi E i I H d T PInfix Expression Is Hard To Parse

سه روش برای نمايش يک عبارت محاسباتی داريم:
Infix: بعدعملگردر وسط/که درآن ابتدا عملوندچپ/

گيرد م قرار ت را ند .ونھايتاعملوند راست قرار می گيردنھايتاعمل
prefix    : بعدعملوندچپ / که درآن ابتدا عملگريا ريشه/

.ونھايتاعملوند راست قرار می گيرد
postfix:شه ا لگ ند ل تدا ا آن د /که postfix  : که درآن ابتدا عملوندچپ عملگريا ريشه/

.ونھايتا ريشه قرار می گيرد/بعدعملوندراست 



Postfix Form

مثال:
Infix = a + b
Postfix = ab+ Postfix = ab+



Postfix Examples
Infix = a + b * ca b c

Postfix =a b c * +

• Infix = a * b + c
 Postfix = a b * c +

• Infix = (a + b) * (c – d) / (e + f)
 Postfix = a b + c d - * e f + /



Unary Operators

Replace with new symbols.
+ a => a @
+ a + b => a @ b +  a  b  a @ b 
- a => a ?

b > ? b - a-b => a ? b -



Postfix Evaluation

عبارت محاسباتی را از چپ به راست بخوانيد
 به ھرoprand  يا عملوند رسيديددر پشتهpush  

.کنيدکنيد
 زمانی که به عملوند رسيديد از پشتهpop کنيد

ک ال ا آ ا .وعملگر را روی آن اعمال کنيدلگ
در که است اين برای روش بعدpostfixاين عملگر ر ين    ی  ر بpostfixين روش بر

.از عملوند ھا می آيد



Postfix Evaluation

(a + b) * (c – d) / (e + 
f) 

a b + c d - * e f + / a b + c d  e f + /
a b + c d - * e f + /• a b + c d - * e f + /

b
• a b + c d - * e f + /

a
b

stack



Postfix Evaluation

(a + b) * (c – d) / (e + 
f) 

a b + c d - * e f + / a b + c d  e f + /
a b + c d - * e f + /• a b + c d - * e f + /

• a b + c d - * e f + /
b d * f / c

d

(a + b)
• a b + c d - * e f + / c

• a b + c d - * e f + /
stack• a b + c d - * e f + /



Postfix Evaluation

(a + b) * (c – d) / (e + 
f) 

a b + c d - * e f + /• a b + c d * e f + / a b + c d e f + /• a b + c d - * e f + /

(c – d)
(a + b)
(c d)

stack



Postfix Evaluation

(a + b) * (c – d) / (e + 
f) 

a b + c d - * e f + /• a b + c d * e f + / a b + c d  e f + /• a b + c d - * e f + /
• a b + c d - * e f + /

e
• a b + c d - * e f + / f
• a b + c d - * e f + /

(a + b)*(c – d)
e• a b + c d -  e f + /

stack



Postfix Evaluation

(a + b) * (c – d) / (e + 
f) 

a b + c d - * e f + /• a b + c d * e f + / a b + c d e f + /• a b + c d - * e f + /
• a b + c d - * e f + /

(e + f)
• a b + c d - * e f + /
• a b + c d - * e f + /

(a + b)*(c – d)
(e  f)• a b + c d -  e f + /

• a b + c d - * e f + /

stack



Prefix Form
درprefixايتا ن پ ند ل ع پ لگر ع ابتدا درprefixابتدا عملگر و سپس عملوند چپ ونھايتا

.عموند راست می آيد
Infix = a + b
Postfix = ab+
Prefix = +ab



Binary Tree Form

a + b +

a b

• - a -

a



Binary Tree Form
(a + b) * (c d) / (e + f) (a + b) * (c – d) / (e + f)

///

+* +
e f

*

+
a b

-

c d

f

a b c d



Merits Of Binary Tree Form
عبارت از تر بھينه باينری درخت الگوريتم با کار  ر ب ز  ر  ری بھي  ي ر ب م  وري ر ب 

.محاسباتی است
BiT BinaryTree

/

+*

+ -
e f

a b c d



Binary Tree Properties & Representationy



Minimum Number Of Nodes
 حداقل تعداد گره ھای يک درخت باينری به اندازه

.ارتفاع آن ميباشد
باشد می ارتفاع معرف باينری درخت در گره .آخرين ی ب ع  ر ر  ری  ي ر ب ر  ر  .رين 

حداقل تعداد گره ھا در 
دودويی ميباشدhدرخت .ميباشد hدرخت دودويی



Maximum Number Of Nodes
آل ط گگ برای محاسبه حداکثر تعداد گره .درختی که تمام گره ھای سطح آخرش وجود داشته باشد:برای درخت کامل
:ھااز روش زير

Maximum number of nodes

= 1 + 2 + 4 + 8 + … + 2h-1

= 2h - 1



Number Of Nodes & Height

 اگرn  تعداد گره ھای يک درخت باينری باشد محدوده
:آن

h <= n <= 2h – 1 h <  n <  2 1
log2(n+1) <= h <= n



Full Binary Tree
تفاع ا به ي د د خت د يک د ھا دادگ :hت تعدادگره ھا در يک درخت دودويی به ارتفاعh:

2h – .ميباشد 1

.ميباشد 4ارتفاع در درخت کامل بالا 



Numbering Nodes In A Full Binary 
TTree

از ن ا خت ا ن ا 2hتا1ت ت1 ا تغ  2تا 1تعداد نودھادر درخت باينری ازh – .متغير است1
شمارش سطوح از بالا به پايين می باشد.
در ھر سطح شمارش گره ھا از چپ به راست می باشد.

11

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15



Node Number Properties 
1

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

والد ھر گره مثلi درگرهi / 2البته به استثنای ,آن ميباشد,
i = 1. زيرا:

i = ندارد1 الد ريشه ميباشد ريشه i = 1ريشه ميباشد  وريشه والد ندارد.



Node Number Properties 
1

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

گره چپi2درiميباشد. چپ
n 2اگر .  تعدادگره ھای يک درخت باشدi > n  باشد آنگاه

ii 
.دارای فرزند چپ نمی باشد



Node Number Properties 
1

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

 گره راستi  2درi+1 ميباشد.
n 2اگر .  تعدادگره ھای يک درخت باشدi+1 > n  باشد آنگاهi 

باشد نمی راست فرزند .دارای فرزند راست نمی باشددارای



C l t Bi T With N dComplete Binary Tree With n Nodes

 تا     1در يک  درخت  باينری تعداد گره ھا ميانn  
.می باشد

ھر شامل درخت درختnاگر آن به آنگاه باشد تا  اگر درخت شامل ھرn تا باشد آنگاه به آن درخت
درخت کامل گويند و سطر آخر کاملا پر نشده  باشد ,

باشد فته گ ا ق ت ا به پ از ھا .و گره ھا ازچپ به راست قرار گرفته باشدگ



Example
1

2 32 3

4 64 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 158 9 10 11 12 13 14 15

گره در نظر بگيريد10درخت کامل را با :مثال.



Binary Tree Representation

 برای نمايش درخت دودويی می توان از آرايه استفاده
.کرد

پيوندی ھای ليست از استفاده با نمايش نمايش با استفاده از ليست ھای پيوندی



Array Representation
ابتداگره ھای يک درخت را به صورت سطحیLevel Order  از

پيمايش سطحی را درخت سپس کرده گذاری شماره راست به يش چپ ی پي ر ر  پس  ر  ری  ر  چپ ب ر 
.قرار می گيرد tree[i]در  iکرده به اين صورت که گره 

a 1a

2 3
b c

4 5 6 7
d e f g

4 5 6 7

8 9 10

t [] a b c d e f g h i j

h i j
9 0

tree[]
0 5 10

a b c d e f g h i j



Right-Skewed Binary TreeRight-Skewed Binary Tree
a

b

1

3b 3

c
7

d
15

tree[]
0 5 10

a - b - - - c - - - - - - -
15
d

آرايه ازيک استفاه با دودويی درخت يک نمايش برای  برای نمايش يک  درخت دودويی با استفاه ازيک آرايه
.نياز داريم2nتا  n+1با سايز



Linked Representation

گ تمام گره ھای درخت باينری در نمايش پيوندی به
صورت يک نود نمايش داده می شود که دارای دو

.اشاره گر يکی به راست ويکی به چپ دارد
برای داريم نياز که فضايی باينریnکل درخت گره ی ريم بر ز  ي يی   ری  nل  ي ر ب ر 

:جھت نمايش ليست پيوندی
* ( i d b d )n * (space required by one node).



The Class BinaryTreeNodey
package dataStructures;

public class BinaryTreeNode

{{

Object element;

BinaryTreeNode leftChild; // زير درخت چپ

BinaryTreeNode rightChild;//راست درخت زير BinaryTreeNode rightChild;// زير درخت راست

}



Linked Representation 
Example

aroot a

cb

d e

gf g

h
leftChild
l t helement

rightChild



Binary Tree Traversal 
Methods

Preorder
Inorder
Postorder Postorder
Level order



Binary Tree Traversal Methodsy

مرتبه يک فقط گره ھر باينری درخت پيمايش در  در پيمايش درخت باينری ھر گره فقط يک مرتبه
visitميشود.



Binary Tree Traversal 
Methods

Preorder
Inorder
Postorder Postorder
Level order



Preorder Traversal
public static void preOrder(BinaryTreeNode t)

{{
if (t != null)

{
visit(t);visit(t);

preOrder(t.leftChild);  
O d (t i htChild)preOrder(t.rightChild); 

}}
}



Preorder Example (visit = 
print)

aa

b c

a b c



Preorder Example (visit = 
print)

aa

b c

f
d e f

g h i jg h i j

a b d g h e i c f jg j



Preorder Of Expression Tree/

+*

+

+
e f

+
a b

-
c db c d

/ * + a b - c d + e f

!در عبارت محاسباتی  prefixمعادل 



Inorder Traversal
public static void inOrder(BinaryTreeNode t)

{{
if (t != null)

{
inOrder(t.leftChild);inOrder(t.leftChild);

visit(t);
i O d (t i htChild)inOrder(t.rightChild); 

}}
}



Inorder Example (visit = print)
aa

b c

b a c



Inorder Example (visit = print)
aa

b c

f
d e f

g h i jg h i j

g d h b e i a f j cg j



I d B P j ti (S i hi )Inorder By Projection (Squishing)
aa

b c

f
d e f

g h i jg h i j

g d h b e i a f j cg j



I d Of E i TInorder Of Expression Tree
/

+*

+

+
e f

+
a b

-
c db c d

ea + b * c d / + f-



Postorder Traversal
public static void postOrder(BinaryTreeNode 

t)t)
{

if (t ! ll)if (t != null)
{{

postOrder(t.leftChild);    
postOrder(t rightChild);postOrder(t.rightChild);

visit(t);
}
}}



Postorder Example (visit = 
print)

aa

b c

b c a



Postorder Example (visit = 
print)

aa

b c

f
d e f

g h i jg h i j

g h d i e b j f c ag j



Postorder Of Expression Tree/

+*

+

+
e f

+
a b

-
c db c d

a b + c d - * e f + /

!در عبارت محاسباتی postfixمعادل 



Traversal ApplicationsTraversal Applications
a

b c

d e f
d

g h i j



Level Order
L t t b th t tLet t be the tree root.

while (t != null)( )
{

visit t and put its children on a FIFOvisit t and put its children on a FIFO 
queue;

d f th FIFOremove a node from the FIFO queue 
and call it t;

}}



L l O d E l ( i it i t)Level-Order Example (visit = print)
aa

b c

f
d e f

g h i jg h i j

a b c d e f g h i jg j



Some Examples
preorde

r =
a

b

a

br  
ab

b b

inorder b ainorder 
= ab

b

a

a

b

postorder b b
= ab a a

level order 
= ab

a

b

a

b= ab b b



Preorder And Postorder

preorder = ab a apreorder = ab a

b

a

bpostorder = ba



Inorder And Preorder
inorder = g d h b e i a f j cg j
preorder = a b d g h e i c f j

a

gdhbei fjc



Inorder And Preorder
a

gdhbei fjc

preorder = a b d g h e i c f j
bت ا ختdh/ش i/ز bريشه بعدی است/gdhزير درخت چپ/ei

زير درخت راست
a

fjcb

gdh ei



Inorder And Preorder
a

fjcb

preorder = a b d g h e i c f j
gdh ei

dريشه بعدی می باشد/.g  زير درخت
باشدhو/چپ می راست درخت زير .زير درخت راست می باشدhو/چپ

a
fjcb fjcb

eid
g h



Inorder And Postorder

 درlevel orderپيمايش از چپ به راست می باشد
Postد orderاشد ه ت ا از ش ا درPost orderپيمايش از راست به چپ می باشد.

i d d h b i f j inorder = g d h b e i a f j c
postorder = g h d i e b j f c a
Tree root is a;
gdhbei//زير درخت چپ
fjc//زيردرخت راست



Inorder And Level Order

درlevel orderپيمايش از چپ به راست می باشد. ی چپ پ
inorder = g d h b e i a f j c

l l d b d f h i j level order = a b c d e f g h i j
Tree root is a;;
gdhbei//زير درخت چپ

fjc//ت ا خت د ز fjc //زيردرخت راست



P i it QPriority Queues

کن ف ت ا ت ل ا ف ن دونوع صف اولويت دار تعريف می کنيم:
صف با الويت بالا
صف با الويت پايين



Mi P i it QMin Priority Queue

يک مجموعه از عناصر ميباشد.
کنيم م تعريف اولويت کليد يک عنصر ھر برای برای ھر عنصر يک کليد اولويت تعريف می کنيم  .
اعمال زير را می توان روی آن انجام داد.

چک کردن اينکه صف خالی است يا نه؟
صف اندازه و ز سايز يز و 
اضافه کردن يک عنصر به ليست

ت ل ا ت ک ا ن ک ا پيدا کردن عنصر با کمترين اولويت
حذف عنصری با کمترين اولويت



M P i it QMax Priority Queue

يک مجموعه از عناصر ميباشد.
کنيم م تعريف اولويت کليد يک عنصر ھر برای برای ھر عنصر يک کليد اولويت تعريف می کنيم  .
اعمال زير را می توان روی آن انجام داد.

چک کردن اينکه صف خالی است يا نه؟
صف اندازه و ز سايز يز و 
اضافه کردن يک عنصر به ليست

ت ل ا شت ا ن ک ا پيدا کردن عنصر با بيشترين اولويت
حذف عنصری با بيشترين اولويت



C l it Of O tiComplexity Of Operations

و heaps leftistدو نمونه خوب می توان از 
l fti t tا leftist trees نام برد.

isEmpty, size, and get => O(1)
timetime

put and remove => O(log n) time 
آ اشک ت ل ل ط طول ليست می باشد nکه در آن



ApplicationsApplications

SortingSorting
کليد ھر عنصر به عنوان اولويت آن محسوب می شود.
عناصر را مرتب شده در ليست اولويت قرار دھيد

آن ت ل ا د کل ه ه ت ا ن نش گز گزينش عنصر با توجه به کليد اولويت آن:
 اگر عنصری با کمترين اولويت را خواستيم انتخاب کنيم بايد

.صف به صورت صعودی مرتب شده باشد
ماگر عنصری با بيشترين اولويت را خواستيم انتخاب کنيم بايد م

.صف به صورت نزولی مرتب شده باشد



Sorting ExampleSorting Example

باشد قرار اين به آن ھای کليد که عنصری کنيدپنج :مرتب کنيدپنج عنصری که کليد ھای آن به اين قرار باشد:مرتب
           6, 8, 2, 4, 1

از صف با الويت بالا استفاده کنيد.
ابتدا عناصر را در يک صف ب الويت بالا قرار دھيد
 پنج مرتبه عمل حذف را انجام دھيد در نھايت عناصر از راست

.به چپ مرتب می شوند ی چپ



After Putting Into Max Priority QueueAfter Putting Into Max Priority Queue

68 4
1 الويت با صف

21 وي  ب 
بالا

S t d ASorted Array 



After First Remove Max OperationAfter First Remove Max Operation

64
1 الويت با صف

21 وي  ب 
بالا

8

S t d A

8

Sorted Array 



After Second Remove Max OperationAfter Second Remove Max Operation

4
1 الويت با صف

21 وي  ب 
بالا

86

S t d A

86

Sorted Array 



After Third Remove Max OperationAfter Third Remove Max Operation

1 با الويتصف
21 وي ب

بالا

864

S t d A

864

Sorted Array 



After Fourth Remove Max OperationAfter Fourth Remove Max Operation

1
صف با الويت بالا

1

8642

S t d A

8642

Sorted Array 



After Fifth Remove Max OperationAfter Fifth Remove Max Operation

صف با الويت بالا

86421

S t d A

86421

Sorted Array 



C l i Of S iComplexity Of Sorting

عنصرnمرتب سازی
n put operations => O(n log n) time.

n remove max operations => O(n log n) n remove max operations => O(n log n)
time.
total time is O(n log n) total time is O(n log n).

compare with O(n2)



H S tHeap Sort

.ديده می شود heapکاربرد صف با الويت بالا در p
.قابل انجام است O(n)اين مرتب سازی با 



Mi T D fi i iMin Tree Definition
يا يک مقدار می باشدvalueھر درختی دارای

Min tree:آن در که است ازvalueدرختی ريشه Min tree:ر آن ی ا   ري از valueر
value 

اش ت ک ش ا ف ا ا ت ا .تمام زير درختھا با فرزندانش کمتر باشدت



Mi T E lMin Tree Example

2

4 9 3

4 8 7

9 9

دارد را مقدار کمترين ريشه کمترين مقدار را داردريشه



M T E lMax Tree Example

9

4 9 8

4 2 7

3 1

دارد را مقدار بيشترين ريشه بيشترين مقدار را داردريشه



Mi H D fi itiMin Heap Definition

کامل باينری لدرخت ری  ي ر ب
min tree



Min Heap With 9 NodesMin Heap With 9 Nodes

گره 9درخت کامل با 



Min Heap With 9 NodesMin Heap With 9 Nodes
22

4

6 9 3

3

6 7 9 3

8 6

 minگره وھمچنين  9درخت کامل با 
treetree



Max Heap With 9 NodesMax Heap With 9 Nodes
99

8

6 2 6

7

6 7 2 6

5 1

 maxگره وھمچنين  9درخت کامل با 
treetree



Heap HeightHeap Height

Heap  درختی کامل می باشد که ارتفاع ان pع
log2 (n+1).است



A Heap Is Efficiently Represented As An ArrayA Heap Is Efficiently Represented As An Array

99

8

6 2 6

7

6 7 2 6

5 1

9 8 7 6 7 2 6 5 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 100



Moving Up And Down A HeapMoving Up And Down A Heap
9

1
9

2 3

8

6 2 6

7
4 5 6 7

6 7 2 6

5 1

8 98 9



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
99

8

6 2 6

7

6 7 2 6

5 1 7

گره 10درخت کامل با 



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
99

8

6 2 6

7

6 7 2 6

5 1 75

گره جديد می باشد5



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
99

8

6 2 6

7

6 2 67

75 1 7

گره جديد می باشد 20



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
99

8

6 2 6

7

6 2 6

75 1 77

گره جديد می باشد 20



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
99

86 2 6

7

86 2 6

75 1 77

گره جديد می باشد 20



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
2020

9

86 2 6

7

86 2 6

75 1 77

گره جديد می باشد 20



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
2020

9

86 2 6

7

86 2 6

75 1 77

گره 11درخت کامل با 



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
2020

9

86 2 6

7

86 2 6

75 1 77

گره جديد می باشد 15



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
2020

9

6 2 6

7

6 2 6

875 1 77 8

گره جديد می باشد 15



Putting An Element Into A Max HeapPutting An Element Into A Max Heap
2020

6 2 6

7

9

15

6 2 69

875 1 77 8

گره جديد می باشد 15



Complexity Of PutComplexity Of Put
2020

6 2 6

7

9

15

6 2 69

875 1 77 8

زمانيکه سايز  O(log n)پيچيدگی آن 
heapمقدارnباشد heap مقدارn باشد



Removing The Max ElementRemoving The Max Element
2020

6 2 6

7

9

15

6 2 69

875 1 77 8

.بزرگترين مقدلر در ريشه قرار دارد



Removing The Max ElementRemoving The Max Element

6 2 6

7

9

15

6 2 69

875 1 77 8

پس از آنکه بزرگترين مقدار حذف شد



Removing The Max ElementRemoving The Max Element

6 2 6

7

9

15

6 2 69

875 1 77 8

.عنصر قرار می گيرد 10تعداد heapدر 
.اضافه کنيد heapرا به  8



Removing The Max ElementRemoving The Max Element

6 2 6

7

9

15

6 2 69

75 1 77



Removing The Max ElementRemoving The Max Element
1515

6 2 6

7

96 2 69

75 1 77



Removing The Max ElementRemoving The Max Element
1515

6 2 6

79

6 2 68

75 1 77



Removing The Max ElementRemoving The Max Element
1515

6 2 6

79

6 2 68

75 1 77

.بزرگترين عنصر قرار می گيرد 15



Removing The Max ElementRemoving The Max Element

6 2 6

79

6 2 68

75 1 77

پس از آنکه بزرگترين مقدار حذف شد



Removing The Max ElementRemoving The Max Element

6 2 6

79

6 2 68

75 1 77

عنصر قرار می  9تعداد  heapاکنون در 
.گيردگيرد



Removing The Max ElementRemoving The Max Element

6 2 6

79

6 2 68

5 1



Removing The Max ElementRemoving The Max Element
99

6 2 6

7

6 2 68

5 1



Removing The Max ElementRemoving The Max Element
99

8

6 2 6

78

6 2 67

5 1



Complexity Of Remove Max ElementComplexity Of Remove Max Element
99

8

6 2 6

78

6 2 67

5 1

O(log n)=پيچيدگی



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

4 6

32

4 6 75

878 9 710 11

input array = [-, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

4 6

32

4 6 75

878 9 710 11

را در آرايه فوق محاسبه کرده و سپس از آن  n/2ابتدا موقعيت 
ک ش گره در درخت شروع کنيدگ



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

4 6

3

11

2

4 6 711

878 9 710 5

Max heap در درخت .بودن را در درخت چک کنيدmax 
hاش گت آ ا کل ا ش ا ت heapمحتوای ريشه از کليه عناصر آن بزرگتر می باشد.



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

4 6

3

11

2

4 6 711

878 9 710 5



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

9 6

3

11

2

9 6 711

878 4 710 5



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

9 6

3

11

2

9 6 711

878 4 710 5



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

9 6 3

7

11

2

9 6 311

878 4 710 5



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

9 6 3

7

11

2

9 6 311

878 4 710 5



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

9 6 3

711

9 6 3

878 4 710 5

شود2با11مکان می عوض .عوض می شود 2با11مکان



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
11

9 6 3

711

109 6 310

8 78 4 75

شود2با10مکان می عوض .عوض می شود 2با10مکان
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Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
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9 6 3

711

109 6 310

878 4 72 5

بيابيد؟1مکان را را بيابيد؟1مکان



Initializing A Max Heap
11

Initializing A Max Heap
11

9 6 3

7

109 6 310

878 4 72 5

مکان ن 1يافتن ن  1ي
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Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
1111

9 6 3

710

9 6 35

878 4 72

1يافتن مکان 



Initializing A Max HeapInitializing A Max Heap
1111

9 6 3

710

9 6 35

878 4 72 1

شد .انجام شدانجام



Time ComplexityTime Complexity
1111

6 3

79

8 6 358

874 710 21

درخت heapارتفاع = h heap = hارتفاع درخت

levelتعداد زير درخت ھا با ريشه در  j 2 j-1=

O(h-j+1)= پيچيدگی زمانی برای ھر زير درخت



ComplexityComplexity

2jطگ 1(h j+1) t(j) < 2j-1(h-j+1) = t(j) <= jسطحپيچيدگی زمانی برای زير درخت

t(1) + t(2) + … + t(h-1) = O(n)=زمان کل ن )ز ) ( ) ( ) ( )



Extended Binary Trees

اضافه بگيريدو نظر در را باينری درخت يک درخت باينری را در نظر بگيريدو اضافهيک
کنيد يک نود خارجی ھر جايی زير درخت 

اش .نداشته باشداش
يافته گسترش باينری درخت آن به دليل ھمين رش يبه ری  ي ر ب ن  ي ب  ين  ب 

.می گويند



A Binary TreeA Binary Tree



An Extended Binary TreeAn Extended Binary Tree

تعداد گره ھای خارجی  = n+1



The Function s()

 در درخت باينری گسترش يافته با xبرای ھر گره
:قادريمs(x)  استفاده از تابع

از مسير کوتاھترين زيرxطول در خارج گره به به گره خارجی در زير xطول کوتاھترين مسير از
.درخت ھای ريشه محاسبه کرد



s() Values Examples() Values Example



Binary Search TreesBinary Search Trees

Dictionary Operations:
get(key)
put(key, value)
remove(key)
Additional operations:

ascend()
get(index) (.انديس گره در درخت باينری را برمی گرداند) g ( ) ()
remove(index) (محتوای انديس در درخت باينری را حذف میکند)



Complexity Of Dictionary Operations
t() t() d ()get(), put() and remove()

Data Structure Worst Case Expected

Hash Table O(n) O(1)

Binary Search O(n) O(log n)
Tree
Balanced

i h
O(log n) O(log n)

Binary Search
Tree



Complexity Of Other Operations
ascend() get(index)ascend(), get(index),
remove(index)

Data Structure ascend get andata St uctu e asce d get a d
remove

Hash Table O(D + n log n) O(D + n log n)Hash Table O(D  n log n) O(D  n log n)

Indexed BST O(n) O(n)Indexed BST O(n) O(n)

Indexed O(n) O(log n)Indexed
Balanced BST

O(n) O(log n)

D is number of buckets



Definition Of Binary Search TreeDefinition Of Binary Search Tree

در يک درخت باينری
 ھر گره دارای(key, value)ميباشد.
اه دلخ گره ھر درختxبرای زير عناصر کليه برای ھر گره دلخواهxکليه عناصر زير درخت

چپ آن کوچکتر از آن وکليه عناصر زير درخت 
اش آ ا گ آ .راست آن بزرگتر از آن می باشدا



Example Binary Search TreeExample Binary Search Tree
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25

ت ا ا نشا ا ا کل .فقط کليد ھا را نشان داده استفقط



The Operation ascend()The Operation ascend()
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25

ا آ ن ان ش تا ا ذ کا ا .امکا ن پذير است O(n)پيمايش ميانوندی آن با



The Operation get()The Operation get()
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25

پيچيدگی = O(height) = O(n)( g ) ( )



The Operation put()The Operation put()
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 35

Put 35.



The Operation put()The Operation put()
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7

Put 7.



The Operation put()The Operation put()
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

Put 18.



The Operation put()The Operation put()
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

پيچيدگی >= put() = O(height).



The Operation remove()The Operation remove()

:  گره در وضعيت ھای 

اگر گره برگ باشد

اگر گره از درجه يک باشد.

اش از گ اگر گره از درجه دو باشداگ



Remove From A LeafRemove From A Leaf
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

7= گره برگحذف 



Remove From A Leaf (contd )Remove From A Leaf (contd.)
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

35= گره برگ حذف



Remove From A Degree 1 NodeRemove From A Degree 1 Node
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

حذف گره تک فرزندی = 40



Remove From A Degree 1 Node (contd )Remove From A Degree 1 Node (contd.)

2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

حذف گره تک فرزندی = 15



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

10 =حذف گره دو فرزندی



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
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6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

ا ا خت ز گت ز ا کن ا ه ا

7

جابه جا کنيد با بزرگترين در زير درخت چپ ويا با 
.کوچکترين در زير درخت راست



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

ا ا خت ز گت ز ا کن ا ه ا

7

جابه جا کنيد با بزرگترين در زير درخت چپ ويا با 
.کوچکترين در زير درخت راست



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
2020

8

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

ا ا خت ز گت ز ا کن ا ه ا

7

جابه جا کنيد با بزرگترين در زير درخت چپ ويا با 
.کوچکترين در زير درخت راست



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
2020

8

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

زن ف تک گ ا اش گ ا ا کل گت ز

7

بزرگترين کليد يا بايد برگ باشد يا گره تک فرزندی



Another Remove From A Degree 2 NodeAnother Remove From A Degree 2 Node

2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

= 20حذف گره دو فرزندی 



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
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7

جابه جا کنيد با بزرگترين در زير درخت چپ



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
2020

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

جابه جا کنيد با بزرگترين در زير درخت چپ



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
1818

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 3518

7

جابه جا کنيد با بزرگترين در زير درخت چپ



Remove From A Degree 2 NodeRemove From A Degree 2 Node
1818

10

6 1

40

306 15 30

2 8 25 35

7

پيچيدگی = O(height).



Indexed Binary Search TreeIndexed Binary Search Tree

جستجوی باينری
در ھر نود يک فيلد اضافی  وجود دارد:

leftSize=درخت چپ ھای د ن تعداد شمارش leftSize=شمارش تعداد نود ھای چپ درخت



Example Indexed Binary Search TreeExample Indexed Binary Search Tree
20

7
20

4 3
10

6 1

40

30
1 0 16 15 30

0 1 0 0 0

1

2 8 25 3518

0

1

7
0

leftSize =red



leftSize And RankleftSize And Rank

Rank=در عناصر inorderموقعيت Rank =موقعيت عناصر درinorder

(inorder = مرتب کليد ھا به صورت صعودی).( o de ی و ور ب ي ب ر ).

[2,6,7,8,10,15,18,20,25,30,35,40]

rank(2) = 0

rank(15) = 5

rank(20) = 7

l ftSi ( ) k( )leftSize(x) = rank(x)



leftSize And RankleftSize And Rank
20

7
20

4 3
10

6 1

40

30
1 0 16 15 30

0 1 0 0 0

1

2 8 25 3518

0

1

7
0

sorted list = [2,6,7,8,10,15,18,20,25,30,35,40]



get(index) And remove(index)get(index) And remove(index)
7

2020

4 3
10

6 1

40

30
1 0 16 15 30

0 1 0 0 0

1

2 8 25 3518

0

1

7
0

sorted list = [2,6,7,8,10,15,18,20,25,30,35,40]



get(index) And remove(index)get(index) And remove(index)

if index = x.leftSize 
x elementکن انتخاب را x.element را انتخاب کن.

if index < x.leftSize 
ای محت که د ش م انتخاب درختindexعنصری زير در آن آن در زير درخت indexعنصری انتخاب می شود که محتوای

.می باشدxچپ 
if index > x leftSize if index > x.leftSize

- index)عنصری انتخاب می شودکه محتوای  x.leftSize-1)
.می باشدxآن در زير درخت راست 



Linear List As Indexed Binary TreeLinear List As Indexed Binary Tree

h
7

h

4 3
e

b f

l

j
1 0 1b f j

0 1 0 0 0

1

a d i kg

0

1

c
0

list = [a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l]



add(5,’m’)

h
7

e l
4 3

b f j
1 0 1

d i kg
0 1 0 0 0

a d i kg

0
c

list = [a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l]st [a,b,c,d,e, ,g, , ,j, , ]



add(5,’m’)

h
7

e l
4 3

b f j
1 0 1

d i kg
0 1 0 0 0

a d i kg

0
c

list = [a,b,c,d,e, m,f,g,h,i,j,k,l]st [a,b,c,d,e, , ,g, , ,j, , ]
find node with element 4 (e)



add(5,’m’)

h
7

e l
4 3

b f j
1 0 1

d i kg
0 1 0 0 0

a d i kg

0
c

list = [a,b,c,d,e, m,f,g,h,i,j,k,l]st [a,b,c,d,e, , ,g, , ,j, , ]
find node with element 4 (e) 



add(5,’m’)

h
7

e l
4 3

b f j
1 0 1m

d i kg
0 1 0 0 0

a d i kg

0
c

m  را به راست گرهe اضافه کرده است

به عنوان زير درخت راست  eدر نتيجه زير درخت راست 
mقرار می گيرد  .



add(5,’m’)

h
7

e l
4 3

b f j
1 0 1

d i kg
0 1 0 0 0

ma d i kg

0

m

c

mراست درخت زير در چپ فرزند بعنوان را بعنوان فرزند چپ در زير درخت راستmرا
.قرار دھيد eگره 



add(5 ’m’)add(5, m )

پيچيدگی=O(height) چ )پ g )
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