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پايان ترم دوم1  / RMQ932P9XF2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

wتصوير نيمه بالايي دايره يكه را تحت نگاشت z
z

 
  . بيابيد1

پايان ترم دوم2  / RMQ932P9XF1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

xتصوير ناحيه محصور بين خطوط 1 ،y 1و x y 1را تحت نگاشت w z   . بيابيد2

پايان ترم دوم3  / RMQ932P9XE4  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران
  .حاصل هر يك از دو انتگرال زير را محاسبه كنيد

x  ) الف sin ax a,k
x k
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پايان ترم دوم4  / RMQ932P9XE3  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

  : اي در جهت مثبت در صفحه مختلط بوده و قرار دهيد                           مسير ساده بسته         cفرض كنيد     
c

zg(a) dz
(z a)
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3
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g(a) باشد، آنگاهc در درونaنشان دهيد وقتي ai 6.  

پايان ترم دوم 5  / RMQ932P9XE2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

zبسط سري لوران تابع zf (z)
z z z
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| را در طوق z | 1   . بيابيد2

انعت ايرنصعلم و دانشگاه ويژه  رياضي مهندسي

 

  

  
  

سؤالات



  انصنعت ايرعلم و ويژه دانشگاه 
  رياضي مهندسي  2  

 

پايان ترم دوم6  / RMQ932P9XE1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

zfاز تابع  (z) e
a  ،a  ،a در امتـداد مـستطيلي بـه رئـوس         2 ib و a ib       در جهـت مثلثـاتي 

xeانتگرال گرفته و سپس با استفاده از فرمول dx
  


2

0   : نشان دهيد2

x be cos bxdx e
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پايان ترم دوم7  / RMQ932P9XD2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

|  : يك تابع تحليلي باشد، ثابت كنيدfاگر f (z) | | f (z) | ( )
x y
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پايان ترم اول8  / RMQ931P9XF2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران
Dتبديل موبيوسي بيابيد كه ناحيه {z : Re(z) } 0را بر روي ناحيه D {w :| w | }  1بنگارد .  

پايان ترم اول9  / RMQ931P9XE3  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

sinمقدار انتگرال d
cos
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0 5   . را محاسبه كنيد4

پايان ترم اول10  / RMQ931P9XE1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

| ربع cاگر x | | y | 1         در جهت مثلثاتي طي شده باشد و تعريف كنيم zc
sinzg( ) dz (| | )

e (z )
   

 1 

igمقدار ( )
z

دست آوريد  را به.  

پايان ترم اول11  / RMQ931P9XD2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران
fهرگاه (z)تابعي تحليلي با قسمت حقيقي xyu(x , y) e sin(x y ) 2 2 f باشد، مقدار2 ( )   . را محاسبه كنيد1

پايان ترم اول12  / RMQ931P9XD1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران
tanهاي معادله جواب z iرا در صورت وجود بيابيد .  
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|نيمه بالايي دايره يكه z |1در بازه    0دهيم قرار مي. گيريم  را در نظر مي.  
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پايان ترم دوم2  / RMA932P9XF1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران
wبا فرض u iv و z x iy خواهيم داشت :  w z u iv (x iy)    2 2  

u x yx y ixy
v xy
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صنعت ايران ويژه دانشگاه علم و رياضي مهندسي
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  انصنعت ايرعلم و ويژه دانشگاه 
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vu yx u ( )
v x
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vu xy u ( )
v x

      


22 11 1 242
  

x y u (x y)(x y)     1  
u (x y) x y xy (x y) xy        2 2 2 2 22 4  

1

 

 
u v ( ) 2 1 2 3  

  .باشد مي) 3(و) 2(، )1( منحني3تصوير ناحيه داده شده محل تلاقي
پايان ترم دوم3  / RMA932P9XE4  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

x  ) الف sin axI dx a ,k
x k


 

 2 20 0  
iax

m
x sin ax xeI dx I dx
x a x a
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نقاط تكين تابع  
iazzef (z)

z a


2 z عبارتند از  2 ai      كه بايستي مانده تـابع f (z)  را در z ai   واقـع 

  .دست آورد صفحه فوقاني به در نيم
iaz

a a azeRes i( e ) ie I e
z a

        


2 2 2

2 2
1 12 2 2  

zcosبا استفاده از تغيير متغير) ب
z


 
2 1
dzd و2

iz
 داريم :  

|z| |z|
z dz (z )I ( ) dz

z iz i z 

 
  

2 2 4
4

51 1
1 1 1

2 16   

z 0باشد  نقطه تكين و درون دايره واحد و قطب مرتبه پنجم مي.  

z
z

(z ) dRes lim ((z ) ) z z z z z
z dz
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پايان ترم دوم4  / RMA932P9XE3  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

z az a
z a

z dRes lim (z ) z a
(z a) dz 




   



3 2
3

3 2
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C
zg(a) dz i( a) ai

(z a)
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  3  پاسخها  

پايان ترم دوم 5  / RMA932P9XE2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران
z z A B Cf (z)

z(z )(z ) z z z
 

   
   

23 6 2
2 1 2 1  

A(zدهيم   قرار مي  C و A،Bهولاتبراي پيدا كردن مج    )(z ) Bz(z ) Cz(z ) z z        22 1 1 2 3 6 2 
zو به ازاي سه نقطه   0 ،z 1و z  A  :  داريم2 ,B ,C  1 1 1  

f  :توان نوشت بنابراين مي (z)
z z z

  
 

1 1 1
2 1  

|در ناحيه z | 1 | داريم2 |
z

 
1 1   :دهيم  و در نتيجه قرار مي12

n n

n n
( ) ( )

z z z z z
z
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0 0

1 1 1 1 1 1
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|zجا كه از آن |12دهيم  پس قرار مي :  n

n

z( )zz
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fبنابراين سري لوران تابع (z)عبارتند از :  n n

n n

zf (z) ( ) ( )
z z
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0 0

1 1 1
2 2  

پايان ترم دوم6  / RMA932P9XE1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

ze تحليلي بودن تابع  به واسطه
2

z  : داريم
c
e dz 

2 0  
  :و با محاسبه انتگرال مختلط به روش مستقيم داريم

c : y z x  1 0  
c : x a z a iy   2  
c : y b z x ib   3  
c : x a z a iy     4  

b
c2

aa

c3
c4

c1

 
 

  
a b az x (a iy) (x ib) ( a iy)

c a a b
e dz e dx e idy e dx e idy

        


       
2 2 2 2 20

0  
aوقتي داريم :  

x (x ib) (x b ibx)e dx e dx e dx
       
  

        
2 2 2 2 20 0  

b x ibx b xe e e dx e e (cos bx isin bx)dx
   
 

       
2 2 2 22 2 2  

xeكه به واسطه زوج بودن cos bx 2 xe و فرد بودن2 sin bx 2   : داريم2
z b x x b

c
e dz e e cos bxdx e cos bxdx e

    
       

2 2 2 2 2

0 02 2 0 2 2  
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پايان ترم دوم7  / RMA932P9XD2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

fبا فرض (z) u iv داريم :  u v u v| f (z) | ( ) ( ) ( ) ( )
x x y y
       
   

2 2 2 2 2  

| f (z) | ( )(u v ) ( (u v )) ( (u v ))
x x y yx y

     
       

    

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2  

u v u v( u v ) ( u v )
x x x y y y
     

   
     

2 2 2 2  

u u v v u u v v( ) u ( ) v ( ) u ( )
x x y yx x y y
       

       
      

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2  

u v( ) ( ) | f (z) |
x x
    
 

2 2 24 4 4  

پايان ترم اول8  / RMA931P9XF2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

zتحت نگاشت 
z


 


1
z  : داريم1 z z( )      1 1 1  

(u ) iv (u ) iv ( u) iv ( u v ) i( v)z
( u) iv ( u) iv ( u) iv ( u) v

         
    

        

2 2

2 2
1 1 1 1 1 2

1 1 1 1 1
  

u vRez x u v | |
( u) v
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پايان ترم اول9  / RMA931P9XE3  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

izبا تغيير متغير   e داريم :  z zcos , cos
z z
 

   
2 4

2
1 122 2

  

z zsin ( cos ) ( )
z
 

    
2 4

2
2

1 1 2 11 22 2 2
  

|z| |z|

sin z zd dz f (z)dz
cos z( z z )



 

  
  

     
2 2 42
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1 1

2 1
5 4 4 5 2 2   

z z

z zz Resf (z) lim
( z z ) 
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2 1 10 84 5 2 2
قطب ساده 

  

z z z  
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1
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درون دايره واحد 

  بيرون دايره واحد



  
  5  پاسخها  

z
z

z zResf (z) lim
( z)
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sin id i( )
cos
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پايان ترم اول10  / RMA931P9XE1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

zنقطه تكين تابع
sin zf (z)

e (z )



z عبارتند از  باشد  كه قطب مرتبه اول مي.  

z zz z

sin z sinResf (z) lim (z )f (z) lim
e e  


     

zاگر  داخل مرزcباشد :  sing( ) i g ( ) i(e cos e sin )
e

 

         2 2  

g ( ) ie (cos sin )     2  
zاگر  داخل مرز cنباشد g( ) 0و در نتيجه g ( )  0  

z
 

|i   است زيراc داخل مرز1 |
z | z |
 

1 1  
i

zi i ig ( ) ie (cos sin )
z z z



   2  

پايان ترم اول11  / RMA931P9XD2  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران
xy

xu e ( ysin(x y ) x cos(x y ))    2 2 2 2 22  
xy

yu e (x sin(x y ) ycos(x y ))    2 2 2 2 22  
fاگر (z)  يعني  . كند  تابعي تحليلي باشد در معادلات كوشي ريمان صدق مي  x y y xu v , u v    
f بوده وu مزدوج همسازvكه (z) u iv   

xy
x xf (z) (u iv ) e (( y xi)sin(x y ) (x yi)cos(x y ))         2 2 2 2 22  

z f ( ) (cos isin )  1 1 2 1 1
x 1

y 0

 

  
پايان ترم اول12  / RMA931P9XD1  1393-94دانشگاه علم و صنعت ايران

iz iz
iz iz iz iz iz

iz iz
e etan z i i e e e e e

i(e e )
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توان  دقت كنيد در مفهوم حدي، معادله حاصله را مي. كه غيرممكن است پس معادله مورد نظر جواب ندارد    
ize  :اينطور ادامه داد iz z i     0  

  .هاي معادله موهومي محض هستند يعني جواب


