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  2 و1رياضي

  
  
  

  ديورژانس توابع برداري
xديورژانس ميدان برداري  y zˆ ˆ ˆF F i F j F k)F= + z كه + y xF ,F ,Fشود به صورت زير تعريف مي)  توابع اسكالر و حقيقي هستند:  

( ) yx zFF Fdiv F
x y z

∂∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

) يا  ) ( )x y zdiv F .F , , . F ,F ,F
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ∇ = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 
f، گراديان يك تابع اسكالر مانند       Fاگر ميدان برداري    : نكته   (x, y,z)    باشد، يعني F f= ، در اين صـورت ديـورژانس گراديـان         ∇

  :شود  به صورت زير تعريف ميfتابع اسكالر 

( ) ( ) f f fdiv grad(f ) . f f f
x y z

∂ ∂ ∂
= ∇ ∇ =∇ ⇒ ∇ = + +

∂ ∂ ∂

2 2 22 2
2 2 2  

  .نامند را لاپلاس مي 2∇كه در آن عملگر 
)اگر تابع اسكالر  )u x, y,z در معادله لاپلاس صدق كند، در اين صورت تابع ( )u x, y,zرا يك تابع همساز گويند .  

∇uمعادله لاپلاس  =2  

  ميدان برداري) كرل(تاو 
xفرض كنيد  y zˆ ˆ ˆF F i F j F k= +   :شود  به صورت زير تعريف ميF باشد، كرل يا تاو ميدان برداري 3 يك ميدان برداري در +

( ) y yz x z x

x y z

ˆ ˆ ˆi j k
F FF F F Fˆ ˆ ˆcurl F i j k

x y z y z z x x y
F F F

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞= = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

): شود  به اين صورت هم نمايش داده ميFكرل ميدان برداري  )curl F F= ∇×  

  ميدان برداري پايستار
)  : هاي برداري كه خود گردايان يك تابع اسكالر باشند، كرلشان صفر است ميدان )f∇× ∇ =  

×∇F  : گوئيم هرگاه را پايستارFدر نتيجه ميدان . هايي، پايستار گويند و در غير اين صورت ناپايستار گويند به چنين ميدان =  

  )دل (∇خواص عملگر 
  : مشابه خواص مشتق مرتبه اول است∇خواص 

) (f g) f g

) (fg) g f f g

f g f f g) ( )
g g

∇ + =∇ +∇

∇ = ∇ + ∇

∇ − ∇
∇ = 2

1
2

3

 

)گراديان تابع : مثال   ) ( )xz
F x, y,z x y= +

2
   كدام است؟2
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  2 و1رياضي

a b

y

x

D

( )xdy =

  

  :حل

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
xz xz

x yfLnf xz Ln x y xz Ln x y .xz
f x y

f x y Ln x y z , , xz xz x y x, ,
−

∇ +∇
= + ⇒ =∇ + +

+

⇒ ∇ = + + + +
2 2

2
2 2 2 2 2

2

12 2 2 2 22 2 1

 

  :∇برخي خواص ديگر 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

) F G F G ) f F f F f F

) f ) . F

) . F G G. F F. G ) g f f g

∇× + = ∇× +∇× ∇× =∇ × + ∇×

∇× ∇ = ∇ ∇× =

∇ × = ∇× − ∇× ∇ ∇ × ∇ =

1 2

3 4

5 6

 

  اي قاعده زنجيره
  : تصوير كندة به قسمي كهuovاي متناظر در صفحه   را به نقطهxoy از صفحه (x,y) هر نقطه Tفرض كنيد عملگر يك به يك 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u,v T x, y , u U x, y ; v V x, y (x, y) T u, v , x X u,v ; y Y u,v−= = = ⇒ = = =1  
  :توان نوشت در اين صورت مي

f f u f v f u v f
x u x v x x x x u
f f u f v f u v f
y u y v y y y y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ∂⎡ ⎤= + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⇒ = ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  :و نيز خواهيم داشت
f u vf x y x y
x x xu u u u u
f u vf x y x y
y y yv v v v v

−∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1

 

  :هاي اخير ماتريس ژاكوبين گويند و داريم به ماتريس

( )
( )

x y
x, y u uJ

x yu,v
v v

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂= = ⎢ ⎥
∂ ∂∂ ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

)بع   را تبديل بـه بـردار گراديـان تـا          xoy در هر نقطه در صفحه       f(x,y)ماتريس ژاكوبين، بردار گراديان تابع       ) ( )( )f X u,v ,Y u,v    در نقطـة 
  .كند  ميuovمتناظرش در صفحة 

  انتگرال دو گانه
yهاي     محصور بين منحني   xoy در صفحه    2 در فضاي    Dناحيه بسته    d(x), y c(x)= xهاي     و خط  = a=   و x b=     را در نظر بگيريـد  .

گيـري   توان با انتگـرال  هاي روبرو را مي در اين صورت جرم باريكه محصور به منحني.  باشدf(x,y) داراي چگالي سطحي   Dفرض كنيد ناحيه    
   . محاسبه نمودoyدر امتداد محور 

  

( )
d(x)

x
c(x)

c(x) y d(x) ; x x x dx dm f (x, y)dx dy≤ ≤ ≤ ≤ + ⇒ = ∫  
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  2 و1رياضي
  :آيد  به صورت زير به دست ميD جرم ناحيه b تا a از xمتغير  روي xdmگيري از  با انتگرال

d(x)b b
x

a a c(x)
m dm f (x, y)dydx= =∫ ∫ ∫  

xهاي     محصور بين منحني   f(x,y) با چگالي    Dاگر ناحيه    b(y) , x a(y)= yهاي     و خط  = c=   و y d=   م توان نشان داد جر      باشد نيز مي

 :شود  به صورت زير محاسبه ميDناحيه 
b(y)d

c a(y)
m f (x, y)dxdy= ∫ ∫ 

f با چگالي D اگر ناحيه :قضيه (x).g(y) در صفحه xoyبه صورت روبرو باشد :  D {(x, y) | a x b , c y d}= ≤ ≤ ≤ ≤  

  : آيد  به صورت روبرو به دست ميDآنگاه جرم ناحيه 
b d

a c
m f (x)dx . g(y)dy

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

  ركز ثقل يك ناحيهم
f داراي چگالي Dاگر سطح بستة  (x, y) باشد در اين صورت نقطه ( )X,Y را مركز ثقل Dگوئيم هرگاه :  

( )
D D

D D

xf (x, y)dxdy yf x, y dxdy

x , Y
f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy

= =
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

  قضيه مقدار متوسط
)پذير باشد، نقطـه        انتگرال D كه در درون     f(x,y) باشد در اين صورت براي هر تابع         SD برابر   Dاگر مساحت ناحيه     )x , y      وجـود دارد بـه 

  :قسمي كه

( )f x , y را مقدار متوسط تابع F(x,y) در ناحيه Dگويند  .  ( )
D D

f x , y f (x, y)dxdy
S

= ∫ ∫
1  

  هاي دوگانه تغيير متغير در انتگرال
انتگرال دوگانه   

D
I f (x, y)dxdy= ∫ ) را در نظر بگيريد چنانچه به هر دليلي بخواهيم از تغيير متغيرهـاي          ∫ )

u u(x, y)
v v x, y
=⎧

⎨ =⎩
 اسـتفاده كنـيم لازم   

) كه در صفحه Dاست نخست تبديل يافته ناحيه  )x, y تعريف شده را در صفحه (u,v)پيدا كرده و آن را D'ناميم  مي.  
 Jدر انتها ژاكوبين تغيير دستگاه مختصات را كه با . ناميم  ميh(u,v)كنيم و آن را   بازنويسي مي(u,v) را بر حسب متغيرهاي F(x,y)سپس تابع   
  :آوريم دهند به صورت زير به دست مي نشان مي

( )
(x, y)J J(u,v) u uu,v

(x, y) x y
v v
x y

∂
= = ⇒ =
∂ ∂ ∂∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

1 1  يا 
x x
u vJ
y y
u v

∂ ∂
∂ ∂=
∂ ∂
∂ ∂

 

|حال با توجه به  J |dudvتوان نوشت  مي: ( )
D

I h u,v | J | dudv
′

= ∫ ∫  

  
) به قطبي (x,y) ژاكوبين تبديل مختصات دكارتي :نكته   ),ρ φ برابر ρباشد  مي.  
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  2 و1رياضي
  

 حاصل :مثال  
( )

x dydx
x y

∞∞

+ +
∫ ∫ 22 2 1

   كدام است؟

  :كنيم  از مختصات قطبي استفاده مي  :حل

( )
( )

( )
cos tg ( tg )I d d sin d d sin d

( tg )

π π π
π∞ ∞ρ ϕ ρ φ + φ π

= ρ ρ ϕ = φ ρ = φ = φ φ =
+ φρ + + ρ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2 2 22 2 2 22

2 2 2 22 2
1

411 1
  

  گانه انتگرال سه
) محصور بين دو رويـة       Dاگر  .  را در نظر بگيريد    3 در فضاي    Dناحية بسته    )z x, y1   و ( )z z x, y=  نيـز   D بـوده و چگـالي حجمـي         2

f(x,y,z) يه  همچنين تصوير ناح  .  باشدD    در صفحه xoy    نيز ناحيه R        باشد در اين صورت جرم ناحية D    با چگالي f(x,y,z)      به صـورت زيـر 

 :شود محاسبه مي
z (x,y)

D R z (x,y)
m f (x, y,z)dzdydx f (x, y,z)dzdydx= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2

1

 

 مطلوبست محاسبة :مثال  
D

x z dxdydz+∫ ∫ ∫ 2 y ناحية محصور بين D كه در آن 2 x z= +2 y و 2 =   . است4

  .كنيم  ابتدا ناحيه فوق را رسم مي  :حل
z

x22−
422 =+ yx

    

y

x

3xy =

4=y

    

y

x

z

2
2 zxy
+=

  
  xyتصوير ناحيه روي صفحه       xzتصوير ناحيه روي صفحه 

y بين z بگيريم آنگاه zاگر ناحيه رادر جهت  x− − y و 2 x− y بين y و نيز 2 x= y و 2 =   :بنابراين خواهيم داشت. شود  واقع مي4
y x

D x y x z y x

x z dxdydz x z dzdydx
−

=− = =− −

+ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2

2 2

2 42 2 2 2
2

 

  .كنيم تر شدن انتگرال جاي دو متغير را عوض مي براي راحت

( )

x

D x y x zz x

x x

y x zx z x x

x z dv x z dydzdx

y x z x z x z dzdx

−

=− = +=− −

− −

= +=− −=− − − −

+ = + =

+ = − − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

2

2 22

2 2

2 22 2

2 4 42 2 2 2
2 4

42 4 2 42 2 2 2 2 2
2 24 4

4

 

  :بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنيمحال 
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  2 و1رياضي

( )

( ) ( ) ( )

x

x

r

x z x z dzdx

r r.rdrd r r drd r r d

−

− − −
ππ π π

θ= =

− − + =

− θ = − θ = − θ = θ = π

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2

2

2 4 2 2 2 2
2 4

2 22 2 2 2 22 2 4 3 5

4

4 1 64 1284 4 3 5 15 15

 

)  :اي برابر است با  ماتريس ژاكوبين تبديل مختصات دكارتي به استوانه:نكته   )x cos , y sin , z z= ρ ϕ = ρ ϕ =  
cos sin

J sin cos | J |
ϕ ϕ⎡ ⎤

⎢ ⎥= −ρ ϕ ρ ϕ ⇒ = ρ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦1

:دترمينان   

x)  :است باماتريس ژاكوبين تبديل مختصات دكارتي به كروي نيز برابر  r sin cos , y r sin sin ,z r cos )= θ ϕ = θ ϕ = θ  
sin cos sin sin cos

J r sin sin r sin cos | J | r sin
r cos cos r cos sin r sin

θ ϕ θ ϕ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥= − θ ϕ θ ϕ ⇒ = θ⎢ ⎥
⎢ ⎥θ ϕ θ ϕ − θ⎣ ⎦

2  

  اي شكل قاعده نيمكره چقدر است؟  و چگالي واحد از صفحه دايرهR مركز ثقل نيم كره به شعاع فاصلة: مثال  
  

  :حل

[ ]

R
D

D
D D

D

R

D

r R ; ;

zf (x, y,z)dv

z ; dv V R , zdv r cos .r sin drd d
f (x, y,z)dv

R
zdv r sin R z R

R

π
π

π
π

π
= ≤ ϕ ≤ π ≤ θ ≤

⇒ = = = π = θ θ ϕ θ

π
π⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ = × ϕ × θ = ⇒ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ π

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

223 2

4
2 24 2 4

3

2 2

21 3

1 1 34
24 2 4 8
3

 

x: توان نشان داد  ميy و xبا محاسبة  y=   . استR38 و در نتيجه فاصله همان =

  انتگرال روي سطح
z  :  به صورت روبرو باشدR3 در فضاي sفرض كنيد سطح دلخواه  z(x, y) , (x, y) S= ∈  

  : با چگالي فوق را بخواهيم داريمs باشد، اگر جرم سطح f(x,y,z) نيز sهمچنين فرض كنيد چگالي سطحي 

S

dz dzm f (x, y,z) dxdy
dx dy

⎛ ⎞⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫
22

1  

dzشود  همانطور كه مشاهده مي dz
dx dy

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22
,z(x اندازه گراديان تابع 1 y) z−   .دهيم  نمايش مي|ds| است كه با =

  

) انتگرال   :مثال   )
S

z x ds−∫ x قسمتي از صفحه  s كه در آن     ∫ y z+ + =2 1 است كه در 2
 اول دستگاه مختصات واقع شده اسـت  8

  .را محاسبه كنيد
  .كنيم  ابتدا ناحيه را رسم مي  :حل
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  2 و1رياضي
z

x

y1

2

2

xy

2

1

22 =+ yx
x

y

 

( ) ( )

( ) ( )
y

s y x

dz
dxz x y ds dxdy
dz
dy

I (z x)ds x y x dxdy y y y y y dy
−

= =

⎧ = −⎪⎪⇒ = − − ⇒ ⇒ = + − + −⎨
⎪ = −
⎪⎩

⇒ = − = − − − = − − + − − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 2

2 21 1 2 2

1
2 2 1 1 2

2

2 2 6 6 4 4 4 8 4 4 4

 

  :انتگرال سطح نوع دوم
ˆميدان برداري    ˆ ˆF pi Qj Rk= +  بردار يكة عمود بر اين سطح باشـد مطـابق           n سطح يك رويه فضايي بوده و        s را در نظر بگيريد، چنانچه       +

  :شود  به صورت روبرو تعريف ميsسطح  گذرنده از Fتعريف شار ميدان بردار 
s

F.n dsΦ = ∫ ∫  

  
z بخشي از سهميگون هذلولي      S چنانچه   :مثال   xy=      كه بالاي ناحيه مستطيلي y≤ ≤ ≥x و   2 ≤  باشد، شار ميـدان بـرداري       3

ˆ ˆ ˆF i y j zk= −   . را بيابيدS گذرنده از سطح 2−
  : حل

( ) ( ) ( )
x y x y

s A A x y

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx, y ; z xy z y , z x N z i z j k yi xj k

xF.nds F.n N dA F.NdA y y x z dA y y x xy dydx x dx
= =

> = ⇒ = = ⇒ = − − + = − − +

⎛ ⎞= = = − + − = − + − = − + − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

3 2 22 2 82 2 33
 

  .آيد  از گراديان تابع سطح به دست ميnشود بردار   كه ديده ميهمانطور: توجه  

  قضيه ديورژانس
ــه    ــد كـ ــرض كنيـ ــم     Sفـ ــه حجـ ــد كـ ــسته باشـ ــطح بـ ــك سـ ــر     v يـ ــدان بـ ــت و ميـ ــرده اسـ ــدود كـ ــود محـ ــه خـ داري  را بـ

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆF p x, y,z i Q x, y,z j R x, y.z k= +   :توان نشان داد مي.  توابعي پيوسته باشندv در تمام حجم F ديورژانس +
( )s VF.nds .F dv= ∇∫∫ ∫∫∫  

)   :فرمول استروگرادسكي ) ( ) ( ) ( )s vp x, y,z dydz Q x, y,z dxdz R x, y,z dxdy .F dx+ + = ∇∫∫ ∫∫∫  
  

s  : انتگرال روبرو را حساب كنيدحاصل: مثال   F.ds ; F x y z ; s x y z R= + + = + + =∫∫ 3 3 3 2 2 2 2 

) :حل ) ( ) ( )
R

s F.ds r r sin drd d R R
π π ⎛ ⎞= θ ϕ θ = × π × = π⎜ ⎟

⎝ ⎠∫∫ ∫ ∫ ∫
2 2 2 5 53 123 2 25 5  

  انتگرال منحني الخط
  :شود  باشد انتگرال منحني الخط به صورت روبرو تعريف ميC المان طول قوس بر روي منحني dsاگر 

 تصوير روي
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  2 و1رياضي

x

y

1

1

( ) ( ) ( ) ( )
C

I f x, y,z ds ; ds dx dy dz= = + +∫ 2 2 2  

x در صفحه با معدلات پارامتري Cاگر منحني  p(t)
y q(t)
=⎧

⎨ =⎩
ds  : ه باشد آنگاه تعريف شد p (t) q (t)dt′ ′= +2 2  

  
f تابع انتگرال: مثال   (x, y,z) x z= z روي منحني + t= و y sin t= C و 2 : x cos t= ≥t وقتي 2 ≤ πچقدر است؟   

  : حل

( ) ( ) ( )
C

I x z ds cos t t sin t cos t dt cos t t dt sin t t
ππ π ⎡ ⎤

= + = + + + = + = + = π⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ ∫2 2 2 25 52 4 4 1 5 2 2 5 2 2  

)   :اي داريم  مختصات استوانهدر: 1نكته    ) ( ) ( )ds d d dz= ρ ϕ + ρ +2 2 2  
  
  

)  : در مختصات كروي داريم:2نكته    ) ( ) ( )ds dr rd r sin d= + θ + θ ϕ2 2 2  
  

 از فرمول (S) براي محاسبه طول قوس يك منحني :3نكته   
r

r
ds∫

2

1

  .كنيم  استفاده مي1

  
x  :شود  به صورت روبرو تعريف ميC در مسير منحني Fوي كار نير :4نكته    y z

C c
F.dr F dx F dy F dz= + +∫ ∫  

) به صورت پارامتري باشد Cاگر منحني  )C : x X(t), y Y(t),z Z(t)= = ):  آنگاه= )
t

x y x
C t

F.dr F X (t) F Y (t) F Z (t) dt′ ′ ′= + +∫ ∫
2

1

  

  قضيه استوكس
 C و كرانه    S در   Fهمچنين فرض كنيد ميدان برداري      .  باشد S نيز منحني كرانة     Cد و   دار و هموار در فضا باش        يك سطح جهت   Sفرض كنيد   

) :پيوسته باشد در اين صورت داريم  )C
s

F.dr F .ds= ∇×∫ ∫ ∫ 

zFدر حالتي كه    : باشد، قضيه را گرين گويند و خواهيم داشت=
y x

x y yC
S

F FF dx F d dxdy
x y

∂⎡ ⎤∂
+ = −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

الخط     پايستار باشد، انتگرال منحني    Fاگر ميدان برداري    : نتيجه
c

F.dr∫       داشـتن     تـوان بـا ثابـت نگـه          مستقل از مسير است و مـيx   و y   و z  در 

  .گيري آن را ساده كرد فواصل انتگرال
  

  .هاي پايستار اين مقدار برابر صفر است براي ميدان. كنيم  را محاسبه مي×∇F ميدان مقدار  تشخيص پايستار بودن يكبراي: نكته  

  : نمونه سؤالات
) حاصل -1 )y

C
e sin x dx dy−    منحني نشان داده شده است، كدام است؟C كه در آن ∫+

1 (e cos− −1 1  2 (e cos+ −1 3  3 (e cos− −1 3  4 (e cos+ − ≤1 1  
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  2 و1رياضي

 محيط منحني بسته -2
x y z

x y z

+ + =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
2 2 2

3
4

   كدام است؟

1 (π  2 (π2  3 (π3
4  4 (π2

3  
≥t به معادله پارامتري روبرو وقتي C طول قوس منحني -3    است كدام است؟1≥

C : x cos t ; y sin t ; z ln cos tπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠4 4 4  

1 (lnπ 24  2 (lnπ 22  3 (( )ln +1 2  4 (( )lnπ
+1 24  

   روبرو كدام است؟ حاصل انتگرال-4
x

x y dydx
−

+∫ ∫
22 2 2 2 

1 (π
3  2 (π 2

3  3 (π 2
6  4 (π

6  

) حاصل -5 ) ( )
c

x y dx x y dy+ + −∫ 3 22 4 x بيضي به معادله C كه در آن 3 y+ =2 24   باشد كدام است؟  مي4

1 (4
27  2 (8

81  3 (8
27  4 (16

81  

) كار نيروي -6 ) ( )ˆ ˆF y x i xy j= + + +2 2 x روي مسير دايره 1 y+ =2 2 ) از نقطه 1 ) به 1,(    كدام است؟1,(

1 (  2( 1  3 (1-   4 (1
2  

) اگر -7 )F x, y,z x باشد، حاصل = y z
y z x
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

   كدام است؟

1 (F  2 (-F  3 (1  4 (1-  
x اگر -8 zf (x, y,z) (z y ) −= + )p در نقطه f باشد گراديان تابع 2 , ,    كدام است؟111(
1 (( )ln , ,−2 1  2 (( )ln , ,− 2 1  3 (( )ln , , ln2 2  4 (( )ln , , ln−2 2  
F كرل ميدان -9 u v v u= ∇ +   : برابر است با∇
)) 3  ∇(uv)) 2   صفر)1 ). (uv)∇ ∇  4 ((u v)∇ +  

y زاويه كرل ميدان برداري -10 y xzˆ ˆ ˆF e i yz j e k= + p در نقطة − ln , ,⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 3    كدام است؟oz با محور 12

1 (Arccos 3
2  2 (Arcsin 3

2  3 (π
3  4 (π

6  

  حل نمونه سوالات
  . صحيح است2 گزينه -1

( )x x

C : y x , x

dy dx I e sin x dx e cos x x e cos− −

= − ≤ ≤

⎡ ⎤= − ⇒ = − − = − + − = + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫
1 11 1

1 1

1 1 3  

Rاي است به شعاع       كه دايره . منحني فوق از تقاطع يك صفحه باكره پديده آمده است         .  صحيح است  2 گزينه   -2 OH−2  فاصـله   OH كه   2
  :باشد داريم  شعاع كره ميRمركز كره از صفحه است و 

| |OH , R r I r−
= = = ⇒ = − = ⇒ = π = π

3 3 2 4 3 1 2 2
3
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  2 و1رياضي
  . صحيح است3 گزينه -3

r cos t , sin t , ln cos tπ π π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠4 4 4  

( )

drV sin t , cos t , tg t | V | tg t sec t
dt

L sec tdt ln sec t tg t L ln

π π π π π π π π π π⎛ ⎞= = − − ⇒ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π π π⎛ ⎞⇒ = = + ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

2

11

14 4 4 4 4 4 4 4 4 4

2 14 4 4 4

 

  . صحيح است2 گزينه -4

x
I x y dydx I . d d

π
− π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⇒ = ρρ ρ ϕ = × ρ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫
2 22 2 222 2 31 2

2 3 3  

  . صحيح است4 گزينه -5

D D
D

x y S ab (x y)dx ( x y )dy ( )ds s+ = ⇒ = π = π ⇒ + + − = − = = π∫ ∫ ∫
2 2 3 21 2 2 4 3 4 2 2 44  

  . صحيح است4 گزينه -6

( )

y x

x y

, ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

F FI (y x)dx ( xy )dy ; y y
x y

I (y x)dx ( xy )dy ( ,x)dx ( )dy

+ =

∂ ∂
= + + + − = − =

∂ ∂

⇒ = + + + = + + = − + =

∫

∫ ∫ ∫

2 2

2

1
1 12

1 1

2 1 2 2

1 12 1 1 12 2

 

  . صحيح است4 گزينه -7
y z x

x y z

F F Fx y z x y z; ;
y F dz F x F y z x

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = − = − ⇒ = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
1  

  . صحيح است4 گزينه -8

( )

x z

x y x z x z x z

f (x, y,z) (x y ) f

(x z)(x y ) (x y ) ln(x y ) , y(x z)(x y ) , (x y ) ln(x y )

f ( , , ) ln , , ln

−

− − − − − −

= + ⇒∇ =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + + − + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⇒ ∇ = −

2

2 1 2 2 2 1 2 22

111 2 2

 

F  . صحيح است 1 گزينه -9 u v v u (uv) F (uv)= ∇ + ∇ =∇ ⇒ ∇× =∇×∇ =  
  . صحيح است3 گزينه -10
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