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 تئٛضی نف َٚ  اخّؿٝ 

 

 

 تئًري صف  1

 لاتیه ي فبرسی مزاجغ 1.1

1- Introduction to Queuing theory by Grass   Harris 1985. 

2- Queuing systems  Application (زٚ خّس)  Klein rock 75  

3- Queuing Methods for Services and Manufacturing by Randolph W. Hall 1991. 
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  .خّس( 2ايطٚا٘ي )، ٞبی نف ٔسَ -5

 .قبٞىبض )٘كط زا٘كٍبٞي(، ای ثٝ تئٛضی نف ٔمسٔٝ-6

 یببی وحًٌ ارس  2. 1
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 فُزست مطبلب  2

 مقدمبت  1. 2

  وبضثطزٞب 

  اخعای ؾيؿتٓ نف 

  ٔؼيبضٞبی نف 

  ٕ٘بزٞبی نف 

 مزيري بز احتمبلات  2. 2

 تٛاثغ تٛظيغ پط وبضثطز 

 ُٞبی لاپلاؼ ٚ  تجسيZ ِٛٔ ٚٚض ٚ اقبضٜ ثٝ وبضثطز آٟ٘بس ٌكتب 

 مزيري بز فزآیىدَبي احتمبلی   3. 2

 ٔبضوٛف ٌؿؿتٝ  یٞبٜ ظ٘ديط 

 پيٛؾتٝٔبضوٛف  یٞبٜ ظ٘ديط  

 ٝٔطي-ٞبی تِٛس پطٚؾ 

  ٖٛفطآيٙس پٛاؾ 
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 َبي صف سیستم  4. 2

 ٓنف لغؼي  ٞبی ؾيؿت( ٓؾيؿتM/M/*)  

 ٓٞبی تٛظيغ وّي  ؾيؿت(G/G/1 , G/M/1 , M/G/1)  

 ٓغيطٜ(، قىؿت ٔبقيٗ ٚ  ای ا٘جبقتٝ)ٞبی ذبل  ؾيؿت  

 َبي صف شبكٍ  5. 2

 سبیز مًارد   6. 2

 ثٟيٙٝ ؾبظی، عطاحي ٚ پيبزٜ ؾبظی نف 

 ضٚقٟبی وٛتبٜ وطزٖ عَٛ نف 

 قجيٝ ؾبظی نف 

 ٕٝ٘ٛ٘ ٞبی وبضثطزی 
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 مقدمٍ 3

 ٔكتطی ٚ ؾطٚيؽ وٙٙسٜ زٚ عطف يه نف ٞؿتٙس.

 : ثب٘ه، تؼٕيطٌبٜ، نٙسٚق فطٚقٍبٜ.ٔثبَ 

 اظ زؾت زازٖ اػتجبض ٔٛؾؿٝ   ٔؼغُ ٔب٘سٖ ٔكتطی

 اظ زؾت زازٖ ٔكتطيبٖ ٚلتي تمبضب اظ أىب٘بت ثيكتط اؾت 

 دلایل كم بًدن امكبوبت  1. 3

 ٖپصيط ٘يؿت )ٔٛؾؿبت ذهٛني(.  اظ ِحبػ التهبزی لطاضزازٖ ؾطٚيؽ وبفي زض اذتيبض ٔكتطی أىب 

 ٘بت ؾطٚيؽ )ٔثلاً فضبی آٔٛظـ يب ٔحُ تؼٕيطات ٔبقيٗ(ٚخٛز ٔحسٚزيت فضب ثطای افعايف أىب.  

 رفغ كمبًد سزمبیٍ گذاري كىیم؟  ايبز ببید آیب  2. 3

وٝ چٝ ٔمساض ؾطٚيؽ ثبيس زض اذتيبض زاقتٝ ثبقيٓ )ثط ضٚی أىب٘بت ؾطٔبيٝ ٌصاضی وٙيٓ  ثطای اعلاع اظ ايٗ

 يب ذيط( ثبيس زٚ ؾٛاَ پبؾد زازٜ قٛز: 

 ٙس؟ چٝ ٔست يه ٔكتطی ثبيس نجط و -1

 عَٛ نف چمسض اؾت؟ -2

نٛضت اظ عطيك  ثٝ ؾٛالات فٛق ،زض تئٛضی نف، زض زضخٝ اَٚ اظ عطيك آ٘بِيع ضيبضي ٚ زض غيط ايٗ

قٛز. ٚ ايٗ زٚ ؾٛاَ ٔؼيبض اضظيبثي ؾيؿتٓ ٔٛخٛز ٚ يب ٔؼيبضٞبی عطاحي  ؾبظی پبؾد زازٜ ٔي قجيٝ

 ٙس.ؾيؿتٓ خسيس ٞؿت

تبيپي، ٞٛاپيٕب، لغؼبت تِٛيسی ٚ  ٞبی ٘بٔٝ وبٔپيٛتطی يب ٘بٔٝتٛخٝ: ِعٚٔبً ٔكتطی يه ا٘ؿبٖ ٘يؿت ٔثلاً ثط

 قٛ٘س.  ٘يع ٔكتطی ٔحؿٛة ٔي غيطٜ،
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 1تًصیف مسألٍ صف  4

وطز وٝ ثطای ؾطٚيؽ ٌطفتٗ ٚاضز ؾيؿتٓ  تٛاٖ ثٝ نٛضت ٔكتطيب٘ي تؼطيف يه ؾيؿتٓ نف ضا ٔي

٘دبْ ؾطٚيؽ ؾيؿتٓ ضا تطن ٔب٘ٙس ٚ پؽ اظ ا قٛ٘س ٚ اٌط ؾطٚيؽ زض اذتيبض ٘جبقس ثطای آٖ ٔٙتظط ٔي ٔي

.  .وٙٙس ٔي

 

 

عٛض وبُٔ اؾت. اخعاء يه ٝ أب ثٟتطيٗ عطيمٝ ثطای تٛنيف يه ٔؿئّٝ تكطيح اخعاء آٖ ثب زلت ٚ ث

 ؾيؿتٓ نف ػجبضتٙس اظ: 

 اٍِٛی ٚضٚز ٔكتطيبٖ  .1

 اٍِٛی ؾطٚيؽ ؾطٚيؽ وٙٙسٌبٖ  .2

 ٘ظٓ نف .3

 ظطفيت ؾيؿتٓ  .4

 ؾطٚيؽ تؼساز وب٘بِٟبی  .5

 ٔطاحُ ؾطٚيؽ .6

                                              

1 Description of Queuing problem 

 أىب٘بت ؾطٚيؽ

 ذطٚج ٔكتطی پؽ اظ ؾطٚيؽ ٔكتطی ٚضٚز



 تئٛضی نف َٚ  اخّؿٝ 

 

 

 يريد مشتزیبن  يالگً  1. 4

اظ ، ٞبی ٔتٛاِي ظٔبٖ ٔتٛؾظ ٔبثيٗ ٚضٚزی تؼساز ٔتٛؾظ ٚضٚزی زض ٚاحس ظٔبٖ )ٔيبٍ٘يٗ ٘طخ ٚضٚزی( يب

 زٚ حبِت وّي زاضز :  اؾت ٚ  اٍِٛی ٚضٚز ٔكتطيبٖوٙس ٚ ٔكرم وٙٙسٜ  ٕ٘ي يٞط وساْ اؾتفبزٜ وٙيس فطل

 وٙس.( اضز ٚ ٔتٛؾظ ٘طخ ٚضٚزی آٖ ضا تؼييٗ ٔيلغؼي )تٛظيغ آٔبضی ذبل ٚخٛز ٘س -1

 تهبزفي ) ػسْ لغؼيت زاضيٓ ٚ ثٝ ٔيبٍ٘يٗ ٚ ٚاضيب٘ؽ ... ٚ ٘ٛع تٛظيغ ثطای ٔؿئّٝ ذٛزٔبٖ ٘يبظ زاضيٓ.(  -2

 وًع يريد مشتزیبن   2. 4

 ته ثٝ ته  -1

ٔكتطيبٖ  : زض يه ِحظٝ ثيف اظ يه ٚضٚزی ثٝ ؾيؿتٓ)٘ٝ ؾطٚيؽ( زاضيٓ. تؼساز1ای يب ٌطٚٞي ا٘جبقتٝ -2

 ا٘جبقتٝ يب لغؼي اؾت يب تهبزفي.            

  وًع ياكىش مشتزیبن  3. 4

 ٌيطز: يؼٙي ٔكتطی ثٝ ٔحض ٚضٚز ثٝ ؾيؿتٓ چٝ تهٕيٕي ٔي 

 وٙس  ٞط ا٘ساظٜ نف عٛلا٘ي ثبقس نجط ٔي 

 2وٙس ثٝ ٘ظط اٚ نف عٛلا٘ي اؾت ٚ ؾيؿتٓ ضا ثلافبنّٝ تطن ٔي  

 3وٙس ٔستي ا٘تظبض تطن ٔي ثٝ ٘ظط اٚ نف عٛلا٘ي اؾت ٚ ؾيؿتٓ ضا پؽ اظ  

 وٙس ِٚي ثٝ نف زيٍطی زض ؾيؿتٓ وٝ ثٝ ٘ظط  ٌبٞي اٚلبت پؽ اظ ٔستي ا٘تظبض نف ضا تطن ٔي

 1ضٚز اٚ وٛتبٞتط اؾت ٔي

                                              

1 Batches or Bulks 

2 balking 

3 Reneging 
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  وًع الگًي يريدي وسبت بٍ سمبن  4. 4

اٍِٛی ٚضٚزی ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ ثبثت اؾت، يؼٙي قىُ ٚ ٔمبزيط پبضأتطٞب ٚ تٛظيغ ٔؿتمُ اظ ظٔبٖ  -1

 2تغييط ٘رٛاٞٙس وطزٞؿتٙس ٚ 

3وٙس اٍِٛی ٚضٚزی يب يىي اظ پبضأتطٞب ثب ظٔبٖ تغييط ٔي -2
ٔثلاً لغؼبت ٚضٚزی ثٝ يه ٌبضٌبٜ ػطٚؾه  .

ؾبظ٘س ؾبَ ثٝ ؾبَ ثٝ ػّت تغييطات تىِٙٛٛغی  ؾبظی زض ايبْ ػيس ثيكتط اؾت، يب ٔمساض وبلائي وٝ ٔي 

 قٛز.  وٕتط ٔي

 الگًي سزيیس   5. 4

 زض ايٙدب ٘يع نبزق اؾت.اوثط ٔٛاضز اٍِٛی ٚضٚزی 

ي وٝ زض ٚاحس ظٔبٖ ؾطٚيؽ : ٔيبٍ٘يٗ تؼساز ٔكتطيب٘زٞي ٞؿتيٓ ز٘جبَ يبفتٗ ٘طخ ؾطٚيؽٝ ٔب ث 

 .4قٛ٘س ٔي

 ٞؿتيٓ. 5لاظْ ثطای ؾطٚيؽ يه ٔكتطی يب ٔيبٍ٘يٗ

 :ٍوٙيٓ ٔمبزيط قطعي ٞؿتٙس. ايٗ قطط وٝ  ٚلتي ضاخغ ثٝ ٘طخ يب ٔيبٍ٘يٗ نحجت ٔي تًج

 ٔب٘س.  اؾتفبزٜ ٔي طی ٘جبقس. اٌط ؾيؿتٓ ذبِي ثبقس أىب٘بت ؾطٚيؽ ثلاؾيؿتٓ ذبِي اظ ٔكت

  سزيیس بٍ حبلات  6. 4

  لغؼي يب احتٕبِي 

                                                                                                                                        

1 Jockeying 

2 Stationary 

3 Non Stationary 

4 Mean Service rate 

5 Mean Service time 
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 ای )حُٕ ٚ ٘مُ( يب ا٘جبقتٝ 1فطزی 

 ٖا٘س(، ٔثلاً اٌط نف عٛلا٘ي قٛز  وٝ ٚاضز ؾيؿتٓ قسٜ )افطازی 2ؾطٚيؽ ٚاثؿتٝ ثٝ تؼساز ٔكتطيب

 ٛز، يب ٔؿتمُ اظ تؼساز افطاز ؾيؿتٓ اؾت.ق پبچٝ ٔي وٙس يب زؾت تط وبض ٔي يب ؾطيغ

 تٛا٘ؿتيٓ ػسْ نجط ٔكتطی ضا ثؼٙٛاٖ ٚضٚزی ٚاثؿتٝ ثٝ حبِت ثٍيطيٓ.  : زض اٍِٛی ٚضٚز ٘يع ٔيتًجٍ

 سزيیس  بٍ حبلات  1. 6. 4

  پبيساض 

 ٌيطز( ٘يع تمؿيٓ  ٘بپبيساض ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ )ؾطٚيؽ وٙٙسٜ ثب وؿت تدطثٝ وبض ذٛز ضا ثٟتط فطا ٔي

 قٛز. ٔي

ثؿتٍي حبِت ثٝ ٔست ظٔب٘ي وٝ ؾيؿتٓ زضوبض ثٛزٜ ثؿتٍي ٘ساضز ثّىٝ ثٝ حبِت ؾيؿتٓ زض يه ٚا تًجٍ:

 ظٔبٖ زازٜ قسٜ ثؿتٍي زاضز. أب ٘ٛع زْٚ ثٝ ظٔبٖ ٚاثؿتٝ اؾت.

 

 تٛا٘س ٞط زٚ ٘ٛع ٚاثؿتٍي ضا زاقتٝ ثبقس. يه ؾيؿتٓ ٔي تًجٍ:

 وظم صف   7. 4

 قٛ٘س.  ا٘تربة ٔيای زاضز وٝ ٔكتطيبٖ ثطای ا٘دبْ ؾطٚيؽ  اقبضٜ ثٝ عطيمٝ

 ٝ3قٛز ( ٚضٚزی ثطای ؾطٚيؽ ا٘تربة ٔيی اِٚيٗ فطز )يب ا٘جبقت . 

                                              

1 Single 

2 State Dependant Service 

3 FIFO 
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 زض ا٘جبضٞبئي وٝ وبلای اؾمبط ٘ساض٘س ضايح اؾت چٖٛ زؾتطؾي 1آذطيٗ ٚضٚزی اِٚيٗ ؾطٚيؽ :

 تط اؾت.  ثٝ اللاْ ضاحت

 2قٛز عٛض تهبزفي ٚ ٔؿتمُ اظ ظٔبٖ ٚضٚز ثٝ نف ٔكتطی ا٘تربة ٔيٝ ث . 

تٛاٖ ثطلطاض وطز. ٔثلاً زض ؾط چٟبض ضاٜ ثطای ػجٛض اظ چطاؽ ولاً  ي ٔٛالغ ٞيچ ٘ظٕي ضا ٕ٘يزض ذيّ تًجٍ:

 زٞس.وٝ ٔطزْ ػبزت ثٝ نف ثؿتٗ ٘ساض٘س ايٗ حبِت ضٚی ٔي٘ظٕي ٘يؿت. ولاً زض خبٞبئي

 قٛز ٚ ٔكتطيبٖ ثب ٕ٘طٜ  )ثٝ ٔكتطيبٖ ٔٛلغ ٚضٚز ٕ٘طٜ ٚ حك تمسْ زازٜ ٔي :ٞبی تمسْ تبذط عطح

قٛ٘س.( : ثٝ زٚ حبِت ٕٞطاٜ ثب ترّيٝ يب  ف ٘ظط اظ ظٔبٖ ٚ ٚضٚزقبٖ ظٚزتط ؾطٚيؽ ٔيثبلا نط

 ٚ غيط ترّيٝ تمؿيٓ ٔيكٛ٘س. 3لغغ

زض حبِت ترّيٝ وبض ٔكتطی خبضی لغغ قسٜ ٚ ٔكتطی ثب حك تمسْ ثبلاتط ٍٞٙبْ ٚضٚز ؾطٚيؽ زازٜ 

طٚيؽ لغغ ازأٝ ٔي يبثس يب ؾقٛز. زض اثٗ حبِت يب ؾطٚيؽ لغغ قسٜ زض ٔٛلغ ازأٝ اظ ٘مغٝ لغغ  ٔي

 ٌيطز. ٔكتطی ثب تمسْ ثبلا زض خّٛی نف لطاض ٔي زض حبِت غيط ترّيٝقٛز.  قسٜ اظ ٘ٛ قطٚع ٔي

تٛاٖ ثطاؾبؼ يىي اظ ٔٛاضز لجُ  ظٔبٖ ثيف اظ يه ٔكتطی زاضای تمسْ يىؿبٖ ثبقٙس، ٔي اٌط ٞٓ تًجٍ:

 ٘ظٓ زاذّي ضا تؼييٗ وطز. 

ٞبی ٘ظبٔي وٝ ثٝ يه ٔطوع  ّيٝ ٚ ػسْ ترّيٝ زاقتٝ ثبقيٓ. ٔثلاً پيبْظٔبٖ حبِت تر تٛاٖ ٞٓ ٔي وكتٍ:

تٛاٖ  ضؾٙس، اپطاتٛض تٟٙب ٚلتي پيبْ خبضی ضا لغغ وٙس وٝ پيبْ اضغطاضی زضيبفت قسٜ ثبقس ٚ يب ٔي ٔي

تط ؾبذت ثٝ ايٗ نٛضت وٝ اٌط ٔست ظٔبٖ ظيبزی اظ ؾطٚيؽ ٍ٘صقتٝ ثبقس ترّيٝ نٛضت  حبِت پيچيسٜ

 زأٝ يبثس .ٌيطز ٚ ٌط٘ٝ ا

                                              

1 LIFO 

2 Select in Random Order. (SIRO)  

3 preemptive 
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 َبي صف محديد(  ظزفیت سیستم )یب مدل  8. 4

ٔٙظٛض ٔحسٚزيت فيعيىي ثطای ا٘ساظٜ ٔحُ ا٘تظبض ٔكتطيبٖ اؾت. زض ٘تيدٝ ٚلتي نف ثٝ حس ٔؼيٙي 

 ضؾيس ٔكتطيبٖ اخبظٜ ٚضٚز ٘ساض٘س )ثٝ ػجبضت زيٍط يه ٘ٛع أتٙبع اخجبضی ٔكتطی اؾت(.

  َبي سزيیس تعداد كبوبل  9. 4

ٚ زٚ  زٞٙس ظٔبٖ ثٝ ٔكتطيبٖ ؾطٚيؽ ٔي عٛض ٞٓٝ بی ؾطٚيؽ ٔٛاظی اؾت وٝ ثٔٙظٛض تؼساز ايؿتٍبٜ ٞ

 ٘ٛع اَٚ وٝ ثطای ٕٞٝ ؾطٚضٞب يه نف ٚاحس زاضيٓ: ثبقٙس. ٘ٛع ٔي

 

 

 

  :ٞط وب٘بَ يه نف خساٌب٘ٝ زاضزٚ ٘ٛع زْٚ وٝ 

 

 

 مزاحل سزيیس   11. 4

زٚ حبِت زض ايٙدب ىي. ٌبٞي اٚلبت چٙس ٔطحّٝ ؾطٚيؽ زاضيٓ. ٔثُ ا٘دبْ آظٔبيكبت ٚ ٔؼبيٙبت پعق 

 ٚخٛز زاضز:

  ثسٖٚ ؾيىُ ثطٌكت 

 )ثب ؾيىُ ثطٌكت )زٚثبضٜ وبضی ضبيؼبت ذغٛط تِٛيس 
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ثطای 

  اعلاػبت زيٍطی ٘يع ثبيس شوط قٛ٘س:ٞبی نف ػلاٜٚ ثط ٔٛاضز يه ؾيؿتٓ نف  قجىٝ

 ٞب ثب يىسيٍط  چٍٍٛ٘ي اضتجبط ٚ اتهبَ نف

 تٕبلات زازٜ قسٜ لغؼي يب احتٕبِي ثب اح -اؾتطاتػی ٔؿيط حطوت 

  ٖاؾتطاتػی وٝ ثس٘جبَ ٚلٛع حبِت ثّٛوٝ قسٖ ثبيس ز٘جبَ وطز )زض حبِت ظطفيت ٔحسٚز ٔىب

 ا٘تظبض ٔكتطی( 

 ٝٞبی ثؿتٝ زٚ ٘ٛع وّي ٚ اؾتب٘ساضز ٞؿتٙس ٞبی ثبظ ٚ قجىٝ قجى 

  ثبقس: نٛضت قىُ ظيط ٔي ثٝ قجىٝ ثبظ

 ثبقس: ثٝ نٛضت شيُ ٔي قجىٝ ثؿتٕٝ٘بيف 

كريم ٔٛاضز فٛق ثٝ ؾبزٌي ٔيؿط ٘ؿيت. ٔثلاً ايٙىٝ ٔكتطی ضا چٝ چيعی ثٍيطيٓ، يب ٌبٞي اٚلبت ت

وبضثطزٞبی تئٛضی نف ٔرتّف  ٞبی ٔرتّف ٚ ٘بٚاضحي زاقتٝ ثبقس. ؾطٚيؽ زٞٙسٜ ٕٔىٗ اؾت حبِت



 تئٛضی نف َٚ  اخّؿٝ 

 

 

ٞب، خطيبٖ تِٛيس ٚ  اؾت. ػلاٜٚ ثط ٔٛاضز شوط قسٜ زض وٙتطَ ٔٛخٛزی، ثبضٌيطی ٚ ترّيٝ وكتي، ثيٕبضؾتبٖ

 زاضز.ؾيؿتٓ وبضثطز  عطح

  1معیبرَبي ارسیببی  11. 4

 ٌيط٘س. ٔي  ثطای ؾٙدف ػّٕىطز يه ؾيؿتٓ نف اظ ؾٝ ٔؼيبض ظيط ثٟطٜ

  ُعَٛ نف )تؼساز ٔكتطيب٘ي وٝ زض نف ٔٙتظط زضيبفت ذسٔت ٞؿتٙس يب تؼساز ٔكتطيبٖ زاذ

 ؾيؿتٓ( 

 ظٔبٖ ا٘تظ( ٓبض زض نف ظٔبٖ ا٘تظبض ٞط ٔكتطی زض نف يب ؾيؿت  )ٔست ظٔبٖ زضيبفت ؾطٚيؽ 

  ٓزضنسی اظ ظٔبٖ وٝ ؾيؿتٓ ثٝ ػّت ٘جٛزٖ ٔكتطی ثيىبض اؾت )زضنسی اظ ظٔبٖ وٝ ؾيؿت

 ٔكغَٛ ثٝ وبض اؾت(.

 ٞب تهبزفي ٞؿتٙس اغّت اٚلبت اضظـ ا٘تظبضی يب ٔيبٍ٘يٗ ايٗ ٔؼيبض ٞب  ٔس ٘ظط اؾت.  چٖٛ ؾيؿتٓ 

  تعبریف ي اصطلاحبت  12. 4

يه  (1953) 2وٙساَ ٞبی ٔرتّفي اضائٝ قسٜ اؾت. اظ خّٕٝ ؿئّٝ نف ضٚـثطای ثيبٖ ٔرتهط يه ٔ

 (A/B/X/Y/Z) ا٘س ٘كبٖ زاز: ٔٛضة اظ ٞٓ خسا قسٜ ظٔؿئّٝ نف ضا  ثب حطٚفي وٝ ثب ذ

 يیژگی

سمبل 

 وشبوٍ

 تًضیحبت سمبل يیژگی تًضیحبت

تٛظيغ ظٔبٖ ٔبثيٗ 

 ٞبی ٔتٛاِي ٚضٚزی

M 

D 

 تٛظيغ ٕ٘بيي

 لغؼي
X 1, 2, ... ,   

                                              

1 Measure of effectiveness 

2 Kendall 



 تئٛضی نف َٚ  اخّؿٝ 

 

 

A Ek 

GI 

ٞبی ثب  ظٔبٖ kيغ ٘ٛع اضًِٙ تٛظ

 تٛظيغ ٔؿتمُ وّي

 

 

 ٘ظٓ نف

 (Z) 

 

 

FIFO 

LIFO 

SIRO 

PRI 

GD 

 

 قٛز( زٞي ٔي ٙظٓ )ثٝ اِٚيٗ ٚضٚزی، ظٚزتط اظ ثميٝ ؾطٚيؽٔ

 قٛز( زٞي ٔي ٔٙظٓ )ثٝ آذطيٗ ٚضٚزی، ظٚزتط اظ ثميٝ ؾطٚيؽ

 تهبزفي

 ٞب ٘ؿجت ثٝ ثميٝ زاضای اضخحيت ٞؿتٙس  ثطذي ٚضٚزی

 (ٌيطی ٔجٙبيي ٘ساضز تهٕيٓ)وّي  

 

 

 //FIFO    M/D/2:ٔثبَ

اٌط  yFIFOz   and    س ٘قٛ ثبقس شوط ٕ٘يM/D/2 . 

 تٟٙب ٔؿتمُ ثٛزٖ تٛظيؼبت ٚ يىؿبٖ ثٛزٖ آٟ٘ب لاظْ اؾت.  ، GIزض 

Ek   اضًِٙ ٘ٛعk خٕغ ثبقس ٚ  ٔيk ظازی(ٔتغيط تهبزفي ٕ٘بيي اؾت )يب تبثغ ٌبٔب ثب زضخبت نحيح آ.  

M  ٕٝ٘بيي اؾت. چٖٛ تٟٙب تبثغ ٕ٘بيي زاضای ذبنيت ٔبضوٛفي اؾت )يؼٙي احتٕبَ ايٙىٝ ثسا٘يٓ زض ِحظ

 Mقٛ٘س ٔكطٚط ثٝ ٚضؼيت فؼّي اؾت ٘ٝ ٚضؼيت ٌصقتٝ(، ثٙبثطايٗ ثب  آيٙسٜ چٙس ٘فط ٚاضز ؾيؿتٓ ٔي

ای يب  يب ٚضٚزی ا٘جبقتٝ ای ٞب وبفي ٘يؿتٙس. ٔثلا ثطای ؾطٚيؽ ا٘جبقتٝ ايٗ ؾٕجُقٛز.  ٘كبٖ زازٜ ٔي

 ٕ٘بيف ٔطاحُ ٚ يب ؾطٚيؽ ٚاثؿتٝ ثٝ حبِت ٕ٘بزی اضائٝ ٘كسٜ اؾت. 

 

 



 تئٛضی نف َٚ  اخّؿٝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تمزیىبت 

 ٞبی نف ظيط ضا ٔكرم وٙيس.  اخعای ؾيؿتٓ -1

 ا٘جبض اثعاض وبضذب٘ٝ  -اِف

 ٔطوع اٚضغا٘ؽ قٟط  -ة

 ٔرعٖ ؾس آة  -ج

 ثبخٝ ػٛاضضي زض اثتسای ثعضٌطاٜ  -ز

 ٔحهَٛ ثب ؾٝ ٘ٛع ػّٕيبت ٚ يه ٔٛضز ثبظضؾي زض ا٘تٟبی ذظ ذظ تِٛيس -ٞـ



 تئٛضی نف َٚ  اخّؿٝ 

 

 

  

ؾيؿتٓ ا٘جبضزاضی ٔحهِٛي ضا زض ٘ظط ثٍيطيس وٝ تؼساز ٔٛخٛزی آٖ ٔحهَٛ ثٝ اضبفٝ تؼسازی وٝ  -2

ثبقس. ثٝ ػجبضت زيٍط ٔٛلؼي وٝ يه ٚاحس ٔحهَٛ فطٚذتٝ  Nٕ٘بيف زازٜ قسٜ اؾت ٕٞيكٝ ثطاثط 

آٖ ٚاحس زيٍطی اظ ٔحهَٛ ؾفبضـ زازٜ قٛز. ؾيؿتٓ نف ضا ثطای  قٛز، ثلافبنّٝ ثطای خبيٍعيٙي ٔي

 ايٗ ٔؿئّٝ تؼطيف وٙيس.

  

يه پبضويًٙ اتٛٔجيُ ضا ثب ظطفيت ٔؼيٗ ثٝ نٛضت ؾيؿتٓ زض ٘ظط ثٍيطيس. اخعای آٖ يؼٙي ٘ٛع  -3

ذسٔت، ذسٔت زٞٙسٌبٖ ٚ تؼساز آٟ٘ب، ٔكتطی، خٕؼيت ٔكتطيبٖ ثبِمٜٛ ٍٕٞٗ ثٛزٖ يب ٘جٛزٖ آًٞٙ 

ی ٔكتطی، ٔست ظٔبٖ ذسٔت، آًٞٙ ذسٔت زٞي ٚ آًٞٙ ذطٚج ٔكتطی ٚ عَٛ نف ضا ٚضٚز

 ٔكرم وٙيس. 
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مروري بر احتمالات1

فضاي نمونه1.1

هایی است که می توان از یک تجربه (آزمایش) تصادفی انتظار داشت.مجموعه نتیجه

داند نفر است. او نمی5یک مشتري وارد یک سیستم صف می گردد که حداکثر ظرفیت آن )1مثال(

نفر نمی باشند. 5ز که هنگام ورودش چند نفر در سیستم هستند و لیکن اطمینان دارد که بیش ا

S={0,1,2,...,5}بنابراین چنانچه نتیجه آزمایش را تعداد مشتریان داخل سیستم تعریف کنیم داریم: 

پیشامد1.2

.ESیک پیشامد باشد: Eفضاي نمونه را یک پیشامد گویند. اگر مجموعه يهر زیر مجموعه

در هنگام ورود یک مشتري است.مبودن سیستپیشامد سیستم خالیE={0}اول،در مثال )2مثال(

احتمال وقوع یک پیشامد1.3

براساس سه اصل زیر تعریف می شود:

 
 
  1)(03

1)(2

)()()(1 212121






EP

SP

EPEPEEPEEif 

متغیر تصادفی1.4

شود. به هر عضو فضاي نمونه عددي عبارت از تابعی عددي است که روي فضاي نمونه تعریف می

یر را در نظر بگیرید:به عنوان مثال متغیرهاي تصادفی زشود.اختصاص داده می
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ان سرویس دهیممتغیر تصادفی ز
X

باشد6اگر زمان سرویس بزرگتر از 

صورتدر غیر این








0

1

Y

عبارتست از:Xبه ازاي تمام مقادیر Xتصادفیتابع توزیع (تجمعی) متغیر

)()()(

)()(

),(:)()(

aFbFbxaP

bFaFba

xXPxF






گسسته داریم:براي متغیر 

داریم:وشودتعریف میتابع احتمال P(a)=P(X=a): باشدیک عنصر از مجموعه قابل شمارشaاگر
















a

a

apxXPxF

ap

)()()(

1)(

براي متغیر پیوسته داریم:
da

xdF
xf

)(
)( داریم:وشودکه تابع چگالی متغیر تصادفی تعریف می









b

a

x

axPdyyfaFbFbXaP

dyyfxXPxF

0)(;)()()()(

)()()(

یامید ریاض1.5

][][][;][][

)(][;)(][
1

ybExaEbyaxEbxaEbaxE

dxxxfxExpxxE
n

i
ii
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واریانس متغیر تصادفی1.6

   
  0

])[(][]])[[(][
2

222






bVarRbif

xVarabaxVar

xExExExExVar

تابع توزیع توام1.7

عبارتست از:با هم روي دهندYوXمتغیر تصادفیاحتمال اینکه هر دو

),()( yyxXpyxF 

خواهند بود:صورت ذیلبهاحتمالات تکیو نحوه محاسبه 
















dyyxfxfbaF
ba

baf

xFyxFyxXPxF

x

y
x

),()(),(),(

),(),(lim),()(

2

مستقلتصادفیمتغیرهاي1.8

اگر دو متغیر تصادفی مستقل باشند، داریم:

)()(),( BXpAxPByAXP 

متغیر دو، آنگاهرابطه فوق صادق باشدBو Aهاي عددي اگر به ازاي همه مجموعهبنابراین 

متغیرهاي مستقل داراي خواص زیر هستند..گویندمستقل را YوXتصادفی

)()()(

0)()()(),cov(

)()(),(

)()(),(

)()(),(

yExExyE

yExExyEyx

yfxfyxF

yPxPyxP

yFxFyxF

yx

yx

yx
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:براي تمام متغیرهاي مستقل و غیرمستقل داریم

),cov(2)()()( YXYVarXVarYXV 

احتمال شرطی1.9

 FEP باشد.اتفاق افتادهFپیشامدکه بر اینمشروطاست، Eپیشامداتفاق افتادناحتمال|

:مستقل باشندEو Fاگر 

)(
)(

)()(

)(

)(
)/( EP

FP

FPEP

FP

FEP
FEP 






6/0دو مشتري وارد یک سیستم شده اند. با فرض اینکه احتمال ورود یک مشتري مرد برابر)3مثال(

را در سه حالت زیر حساب کنید:E}مرد بودن هر دو مشتري{: باشد, احتمال پیشامد

اطلاعات اضافی:بدون _الف 

P(E)= 6/0 ( 6/0 )= 36/0

):Fاگر بدانیم مشتري اول مرد است (پیشامد _ب 

)(

)(
)/(

FP

EFP
FEP 

P(EF) = Pمرد بودن هر دو مشتري و مرد بودن مشتري اول) (

36/0(مرد بودن هر دو مشتري)P

6.0)/(6.0)(  FEPFP

)Gاگر بدانیم حداقل یکی از دو مشتري مرد است (پیشامد –ج 

43.0)1(
)(

)(
)/(  GEP

GP

EGP
GEP
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  36.0GEP 

  PGP  1 (زن بودن هر دو مشتري) 84.16.01 

امید شرطی 1.10

:داشته باشدyمقدار Yمشروط بر آنکه متغیر تصادفی Xامید ریاضی 
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کاربرد:
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فرمول بیز1.11
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درصد اوقات و محصولات 90کارخانه اي داراي دو کارگاه است. محصولات کارگاه اول در )4مثال(

سه برابر درصد اوقات استاندارد می باشند. با فرض اینکه میزان تولیدات کارگاه اول40کارگاه دوم در 

کالاي استاندارد این کارخانه با چه احتمالی در کارگاه اول تولید شده احدتولید کارگاه دوم است, یک و

؟است

تعریف پیشامدها:حل

A:کالا از گروه تولیدات کارگاه اول است
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B:.کالا با استاندارد تطبیق کند

31

27

)25.0(4.0)75.0(9.0

75.0)9.0(
)/(

75.0)(,4.0)/(,9.0)/(

?),(










BAP

APABPABP

BAP
c

تابع مولد گشتاور1.12

دانیم:می

      )()(][][][)(
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خواهد شد:توابع گسستهبراي یا تابع مولد منحصراZَتبدیل 
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iبه نحوي انتخاب شود که سريZبه شرط آنکه 
i ZP.همگرا باشد

دیگري بدست می آید.،با داشتن یکیومنحصر به فرد استP(z)و iPرابطه بین 
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در ،صورت یک سريرا بهG(z)را راحت تر بدست آورد. معمولاً iPتوان احتمالاتمیG(z)با کمک 

ها تشکیل می دهند.iPراiZضرایب ر این سريد.آورندمی

.آورند که تبدیل اجزا آن از قبل شناخته شده استصورت جز به جز به فرمی در میرا بهیا آنو 
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)5مثال(
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چون 
az
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:است داریم.iaAبرابر توالی 

iii
iP )

2

1
(2)

2

1
(1)1(2 

G(z)ه گشتاور هاي توزیع با کمک محاسب1.13

:است1احتمال هستند, جمع آنها برابر iPچون 
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گیري داریم:با مشتق
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iFلرا گشتاور فاکتوریاiام گویند.

][1(گشتاور مرکزي) iMبا iFارتباط زیر بین ixE:وجود دارد
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)6مثال(

2)1()1()2(
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) از توابع مولد قابل استحصال هستند:iF(بدوننیز : گشتاورها مستقیماَ 1طرف
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مربوطه هايآید برابر حاصل ضرب توابع توزیعتابع مولد براي توزیعی که از کانولیشن دو توزیع بدست می

. به زبان احتمالی :باشدمی
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و تابع مولد آن1توزیع مرکب1.14

IIDareXNiforXXXY iN ,...,1;.....21 

Nمنفی با توزیع یکسان و مستقل از هم داریم.ر تصادفی غیرمتغی

1 Compound distribution
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داریم:ZGY)(داده شده باشند, براي محاسبه هاZGN)(ها مشترك وiXرايبZGX)(اگر 
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گسستههاي احتمالتوزیع1

1برنولیتوزیع 1.1

کند یا عبور مثلاً جریان برق از یک سیم عبور می. براي یک آزمایش دو احتمال موفقیت و شکست داریم

یر است و در غ1Xبوده که در این صورت مقدار متغیر تصادفی p. احتمال موفقیت برابر کندنمی

خواهد بود.0X) مقدار متغیر تصادفی p1این صورت (یعنی با احتمال 

pqxVpGxEpzqzqZpZpZG  ][)1(][)( 111
1

0


2ايتوزیع دو جمله1.2

، استو مستقلبرنولی متوالیآزمایشnموجود در هايتعداد موفقیتXدر این توزیع متغیر تصادفی

یعنی داریم:

)(Bernoulli~ pyi Where 



n

i
iyX

1

.باشندمیمستقل از همها iyدر تعریف فوق، 

 

)1(][][,][][

)1(}{

)1()(
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iXPp

zpp
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اگر،کندمیل میnتعداد آزمایشاتدر حالت حدي وقتی)نکته npXE به ثابت باشد ][

، یعنی:رسیممیسون وآتوزیع پ

1 Bernoulli distribution

2 Polynomial distribution
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   )1()/)1(1()1(1)(  znn enzpzzG

ی) توزیع جمعمتفاوتيهاinبا باشند (pاي با پارامتر یکسانتوزیع دو جملهداراي هاiXاگر)نکته

ها برابر است با:آن

X1+ X2 +…+ Xn ~Bin (n1+ n2 +…+ nn , p)

1ايتوزیع چند جمله1.3

. در استپیشامد ممکن 2kدارايآزمایش را در نظر بگیرید که این بار هر آزمایشnیک توالی از 

kمدها برابراهاي پیشهر آزمایش احتمال

k

i
i pppp ,...,,,1 21

1




است.

inوقوع پیشامد دفعات تعدادiم واقعه متشکل از أخواهیم احتمال توآزمایشات است. میتوالیام در

kkپیشامدهاي nNnNnN  ,....,, را بدست آوریم:2211

 













0 0 0

121121

1 2

11 ...),...,,(...]....[),...,,(
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n
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N
k

k

kk zznnnPzzEzzzG

و بقیه برابر صفر هستند بنابراین تابع مولد برابر است با:با یکها برابر inبعد از یک آزمایش یکی از

kk zpzpzp  ...2211

:داریمشود بنابراینمیاز ضرب تابع مولد یک آزمایش حاصل،آزمایش مستقلnتابع مولد

n
kk zpzpzp )...(G(z) 2211 

داریم:iZتلف از ضرایب توان هاي مخ

kn
k

n

k
k pp

nnn

n
nnnP ...

!!...!

!
),...,,( 1

1
21

21 

1 Multinomial distribution
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1توریع هندسی1.4

اي از آزمایشات برنولی (با احتمال مقدار آزمایشات مورد نیاز در دنباله، Xدر این توزیع متغیر تصادفی

کنند را هندسی تعریف می1Xی اوقات متغیرگاه) براي رسیدن به اولین موفقیت است.pموفقیت

آزمایش لازم داشته باشد.nکه اولین موفقیت بیش از نآاحتمال . (که از صفر شروع می شود)

موفقیت داشته باشیم آزمایش بدون jیعنی اگر تا به حال این توزیع، ندت بدون حافظه بوخاصی

آزمایش جدید از اول شروع iآزمایش به موفقیت برسیم همانند آن است که iکه پس ازاحتمال آن

کرده باشیم.

2اي منفیدو جملهتوزیع 1.5

اگر موفقیت است.nوالی از آزمایشات برنولی برايتعداد آزمایشات مورد نیاز در یک ت، Xدر این توزیع 

iX 1در بین به این معنی است کهباشدi1آزمایش اول بایدnموفقیت وجود داشته باشد و

iقیت همراه باشد. بنابراین تعداد آزمایشات براي رسیدن به اولین موفقیت از امین آزمایش هم با موف

Geomتوانایی هندسی  (P)به همین نحو تعداد آزمایشات لازم از آن نقطه تا موفقیت . پیروي می کند

این میانگین و واریانس تابع مولد، یکسان هستند.است بنابراین است که در آنGeom (p)بعدي نیز 

.برابر توزیع هندسی می باشندnیع توز

متغیر تصادفی هندسی 1.6

که ، کندتعداد آزمایشات برنولی یکسان و مستقل تا رسیدن به اولین موفقیت از توزیع هندسی پیروي می

.احتمال موفقیت در هر آزمایشی برنولی استpدر آن 

1 Geometric distribution

2 Negative binomial
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لازم براي انجام یک کار, نصب یک ابزار, حمل یک قطعه, آماده سازي ماشین و در محیط صنعتی زمان

نیز تعداد واحد زمانی که یک ماشین تا زمان خرابی می تواند مستمر کار کند و تعداد واحد زمانی لازم 

صیت بدون حافظه بدون توزیع هندسی، خادر ارتباط با براي تعمیر آن (یا یک قطعه از آن) بکار رود.

رابطه ذیل قابل اثبات است:

   nXPmXnmXp  |

است بستگی ندارد. Xکه تاریخچه متغیر mیعنی به

مثال: عمر یک ابزار ماشین کاري با تعداد باري که استفاده شده است قبل از آنک بشکند نشان داده 

کند از توزیع هندسی پیروي میXبزار خاص با متغیر تصادفیشود. فرض کنید عمر یک امی

)01.0p 50بار می تواند بطور متوسط استفاده شود اگر بدانیم که تا به حال 100) بنابراین ابزار تا
بار مورد استفاده قرار گرفته است:

وزیع گسسته داراي خاصیت بدون حافظه است.مثال: نشان دهید توزیع هندسی تنها ت

اثبات: اگر خاصیت   nXPmXnmXp  برقرار باشد, با Xتصادفیبراي متغیر|

;2,1,...و 1mقراردادن  kkn:در رابطه داریم

بنابراین به تابع برگشت زیر می رسیم:

) توجه

       1;11  XppkXppkXp

با جایگزینی مکرر خواهیم داشت:. ولی خواهد شدنهمان احتمال موقعیت بر
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است.Pکه توزیع هندسی با پارامتر 

1توزیع پواسون1.7

Xیک متغیر تصادفی غیرمنفی عدد صحیح با احتمالات نقطه اي است.

وقوع یک واقعه (ورود مشتري) در یک فاصله دفعاتعنوان تعداد هباین توزیع راتوانبه همین طریق می

تعریف کرد:از یک فرایند پراسون به چگالی tزمانی به طول

 احتمال وقوع واقعه (پیشامد موفقیت) در فاصله زمانی کوچکdt است.و

 است.احتمال وقوع همزمان دو واقعه

.تعداد وقایع در فواصل زمانی بدون هم پوشی مستقل از هم هستند

جمع دو متغیر تصادفی پواسون از توزیع پواسون پیروي می کند.- 1خواص توزیع پواسون: :را تعداد عناصر یک مجموعه تعریف کنیم که از توزیع پواسون پیروي کندNاگر - 2

)(poisson~ aN

(هر عنصر مستقل از دیگري با این احتمال انتخاب می شود) از این مجموعه انتخابی pو با احتمال 

آسون است:یک متغیر تصادفی پوkصورت دهیم, اندازه مجموعه انتخاب شده 

)(poisson~ paK

ی کند.از توزیع مرکب پیروي مKاثبات:

1 Poisson distribution
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~poisson)(اگر تعداد  عناصر یک مجموعه از - 3 aN پیروي کند و بطور تصادفی به یکی از دو گروه 2و 1با احتمال     و       تخصیص یابند در آن صورت اندازه هاي مجموعه هاي 2و 1
مستقل از هم با توزیع هاي زیر هستند:

.کلاثبات: با استفاده از قانون احتمالات

() بنابراین توزیع احتمالی توام از نوع ضربی است که از حاصل ضرب در توزیع پراسون با پارامترهاي 

.حاصل می شوند (نتیجه فوق قابل تعمیم است)

1.7.1Method of collective Marks

ت.یک تعبیر احتمالی هم ساخته اند, هر چند خود آن یک متغیر  کمکی اسZبراي

با تعبیر داده شده اثبات ها راحتر می شود.

...,2,1,0Nکنیم.را تابع مولد آن فرض می() را متغیر تصادفی عدد صحیح غیرمنفی و

به عنوان متغیري که اندازه یک مجموعه را نشان می دهد نگاه کنید. هر عضو از آن را Nبه ) تعبیر

به حال خود رها می کنیم. در آن صورت Zزنیم و با احتمال علامت میZ1قل با احتمالبطور مست

احتمال آن خواهد بود که در کل مجموعه موجود, هیچگونه علامتی وجود نداشته باشد.

.مثال: تابع مولد یک توزیع مرکب

.زیر مجموعه ها علامت نخورنداحتمال آنکه هیچ کدام از

.احتمال آنکه یک زیر مجموعه علامت نخورده باشد

1.7.2Method of probability shift

خیلی از توزیعات با میانگین بزرگ را با توزیع نرمال تقریب است. روشی براي تخمین احتمالات گسسته

:می زنند. بعنوان مثال
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  1awhenpoisson,~, aaN

توزیع معمولاً خطا زیاد است.نزدیک در حول و حوش میانگین خوب هستند, اما در این ترتیب ها 

د.ندهد که این تقریب را بهبود مینوجود دارهاییروش

تقریب زد.خوباگر تابع مولد توزیع احتمال نقطه اي معلوم باشد می توان احتمال آن را

.ايبا احتمال نقطهXمسئله عبارتست از محاسبه متغیر تصادفی 

 XEi when

این یک ، را با توزیع نقطه اي زیر در نظر می گیریم`Xدر این روش متغیر تصادفی شیفت داده شده 

.گشتاورهاي توزیع شیفت داده شده عبارتند از. شده استالتوزیع نرم

به نحوي انتخاب می کنیم که Z*را برايZپارامتر شیفت  iZM  یعنی میانگین توزیع جدید *

باشد.iدر نقطه مورد نظر ما 

.حال اگر توزیع شیفت داده شده را با توزیع نرمال تقریب بزنیم

را بدست می آوریماز رابطه قبلی تقریب دلخواهبه طریق معکوس با حل 

را حساب کنیم.را بدانیم تا Xبنابراین تنها باید تابع مولد

جمع چند متغیر تصادفی مستقل ولیکن با توزیعات مختلف باشد کاربرد مفیدي دارد.Xاین روش اگر 

:مثال : توزیع پواسون

که توزیع  Zapoissonاز:خواهد بودعبارت

:داریمآنگشتاوريدر نتیجه برا

حل معادله   iZM  خواهد بود *
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با  تقریب معروف i!تقریب حاصل بسیار نزدیک به توزیع اصلی پواسون است. اگر دقت شود در مخرج 

استرلینگ جایگزین شده است

~poisson)(اي مجموعهاگر تعداد عناصر  aN پیروي کند و یک عضو از آن بطور تصادفی به یکی از دو

12و1pتخصیص یابد (با احتمال 2یا 1گروه  1 pp 2و 1هـاي  هاي مجموعه) در آن صورت اندازه

)1N,2Nهاي زیر هستند: ) داراي توزیع

)(poisson~ 11 apN

)(poisson~ 22 apN

ــــــــــــــــــــــــــــــــ

Method of Collective Marks (Dantzig)

دهد. یک تعبیر احتمالی ارائه میZبراي 

...,1,0N صحیح غیرمنفی و را یک متغیر تصادفی عدد ZGNکنیم. را تابع مولد آن فرض می

 nNPP,ZP(Z)G n
n

n
nN 



0

کنیم. دهد نگاه میبه صورت متغیري که اندازه یک مجموعه را نشان میNبه 

به حال خـود  Zعلامت بزنیم و با احتمال Z1اگر هر عضو این مجموعه را به طور مستقل با احتمال 

احتمال آن است که هیچ عضوي در مجموعه علامت نخورده باشد. GN(Z)رها کنیم در آن صورت 

مثال: 












(Z)G

iid

(Z)~G~...~x~xx

P(Z)G

X...XXY

N

XN

Y

N
21

21

 )Z(GG XN = احتمال اینکه هیچکدام از عناصرiXها علامت نخورد.
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هاي پیوستهتوزیع1

تبدیل لاپلاس 1.1

با تابع چگالی احتمال 0xتبدیل لاپلاس متغیر غیرمنفی در  xf زیر است: برابر

  
   

00

*
)( )()( tdFeeEdttfef stsxst

s

را داریم که با pdfبه عبارت ریاضی تبدیل لاپلاس  sLxدهند و براي توزیع پیوسته همان هم نشان می

مقـداري صـحیح و گسسـته باشـد و     Xنقشی را دارد که توابع مولد در توزیعات گسسته داشـتند. (اگـر   

0X در آن صورت ss eGf *
*)(هـاي متغیرهاي مسـتقل بـا تبـدیل   Yو X). اگر )( sfY و)(* sf X

باشند: 

به شرط استقلال

        )()()( **)(*
)( sfsfeEeEeeEeEsf yx

sysxsysxyxs
yx  


محاسبۀ گشتاورها با کمک تبدیل لاپلاس  1.1.1

مشتق اول تابع لاپلاس    sxsx
s xeEeE

ds

d
f  
*

)(



ام تابع لاپلاس nمشتق    sxnsx
n

n
n

s exEeE
ds

d
f   )(

)(*
)(

خواهیم داشت: 0sابی این عبارت در نقطۀ با ارزی
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  )0()1(

)0(

)0(

)(*

*2

*

nnn fxE

fxE

fxE











1تبدیل لاپلاس یک جمع تصادفی1.1.2

)(common withI.I.Dare;... *
21 sfXXXXY

ixiN

)(withinteger0 ZG,N N

با در نظر گرفتن شرط استقلال داریم:

       
    
     sfGsfE

eEeEE

NeEENeEEeEsf

xN

N

x

xssx

xxssysy
y

N

N

**

)(

)...(*

)(

...

||)(

1

1










براساس تعریف که    zGZE N
n آید.بدست می

Collective Marksتبدیل لاپلاس در روش 1.1.3

تعبیر خاصی براي تبدیل لاپلاس   0;*
)(   xeEf sx

s .وجود دارد

زنـی  به عنوان طول یک فاصله نگاه کنید. فرض کنید این فاصـله در معـرض یـک پروسـۀ علامـت     Xبه 

*صورت است. در این sپواسون با چگالی 
)(sfدهد که در طول این فاصله علامتی این احتمال را نشان می

را مشاهده نکنیم. براساس قانون احتمال کل: 

    
  

  *
)(

 |

|

s
sx feE

xPE

xmarksnohasxPEmarksnohasxP








1 Random sum

صفر باشدxتعداد وقایع در طول فاصلۀ 
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  sx

sx
n

exP

e
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|
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    sfGsf

sfXzGXXXY

sLsf

XNy

XiNN

X

**

*
21

*
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)(* Sf X:مت نخورداحتمال آنکه در یک زیر فاصله علا.

)(* sf y:احتمال آنکه هیچکدام از زیر فواصل علامت نخورند.

داریم:گردد Yبرابر با متغیر تصادفی q1و با احتمال Xبرابر متغیر qبا احتمال Zاگر متغیر تصادفی 

)()1()()( sfqsfqsf yxz
 

کنیم. تر با این دیدگاه دوباره حل میمثال: تبدیل لاپلاس یک جمع تصادفی










)(with..

)(common....~~
....

*
21

21

tGvrN

sfxxx
xxxy

N

N
N

فواصل علامت نخورند.احتمال آنکه هیچکدام از زیر ))(( * sfG xN

Yبرابر متغیر تصادفی q1و با احتمال Xبرابر متغیر qبا احتمال Zتغییر تصادفی ماگر تذکر) 

گردد داریم : 

)()1()()( *** sfqsfqsf yxt 

براي توزیعات گسسته نیز صادق است) را بطه فوق(

xواقعه در طول فاصلۀ nوجود 

صفر باشدxتعداد وقایع در طول 
xواقعه در طول فاصلۀ nوجود 

صفر باشدxتعداد وقایع در طول 
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1واختیکنتوزیع1.2
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nuuuاگر ,...,, داراي توزیع یکنواخت در بازه بسته 21 1,0 آنگاه:و مستقل باشندبوده

)x)10تعداد متغیرهایی که از .1  x) کوچکترند از توزیعx,n(Binکنند.پیروي می

nuuuراگ.2 ,...,, 21 ،nآنگاه:متغیر تصادفی یکنواخت باشد و به ترتیب صعودي فهرست شده باشند ،

    11,00  nUU

.کنندها از نوع یکسان زیر پیروي میiuصورت تمام فواصل بین در آن

  ...,3,2,1,)1()()1(  ixxUUp n
ii

توزیع نمایی1.3

~)(با نماد  EXPxگاهی اوقات پارامتر توزیع شود.نشان داده می
میانگین دار شود که مقنشان داده می1

است.این توزیعنرخاست ولیکن 
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1 Uniform distribution



تئوري صفچهارمجلسه 

خاصیت بدون حافظه بودن1.3.1

   xXptXxtXp 

که داراي زمانهاي سرویس نمایی هستند (با پارامتر یکسان) در نظر بگیرید. دهنده یک وصف و دو سرویسمثال : 
باشد، احتمال آنکه مشتري در صف آخرین نفر دهنده مشغول بوده و مشتري در صف انتظاراگر هر دو سرویس

خروجی باشد چیست؟

با توجه به بدون حافظه بودن توزیع نمایی احتمال 
2

شودحاصل می1

احتمال پایانی یک فاصله داراي توزیع نمایی

 txhtxp  احتمال اتمام فاصله تاt+h

 ...))(
2

1
1(11)( 2   hhehxphoh h  

احتمال اتمام یک فاصله (مکالمه تلفنی) در واحد زمان همیشه مقدار ثابت و برابر رابطه فوق نشان دهنده 

توزیعات مربوطه متغیر تصادفی حداقل و حداکثر یکسري از متغیرهاي تصادفی نمایی :است.

 
 

)(~...,,

)(~)...1min(

)1()...(

21
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exxوxMaxp
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هاي احتمالی پروسه1
})(:{اي از متغیرهاي تصادفی  یک پروسه احتمالی مجموعه Tttx است که در آن)(tx به ازاء هر

Tt.یک متغیر تصادفی است

T(پروسه) مجموعه اندیس فرآیند =.

.= حالات فرآیندxمقادیر 

Sفضاي حالت فرآیند =.

قابل شمارش باشد، فرآیند احتمالی زمان گسسته و اگر یک فاصله (زمانی) از اعداد حقیقی باشد Tاگر 
اي قابل شمارش باشد، پروسـه احتمـالی را زنجیـره    مجموعهSاگرفرآیند پارامتر (زمان) پیوسته گویند.

:وجود داردحالت ممکن4گویند. 

گسستهگسسته
زمان  T

پیوستهپیوسته

مثال: بررسی یک دستگاه در لحظات خاصی از زمان از نظر سالم یا خراب بودن:

tn...اگر  ... , t2 , t1باشند و لحظات بررسیix وضعیت (حالت) دستگاه را در لحظهi ،ام نشان دهد

}:{ Nixi که در آنixدستگاه صفر(دستگاه در حال کار) و 1متغیر گسسته با مقادیر ممکن)

دهد. گسسته میخراب) است . تشکیل یک فرایند احتمالی به صورت زنجیره زمان 

}1,0{,,...},{ 21  SttT

]0,[و اگر حالت ماشین در هر لحظه دلخواه بررسی گردد.  T 0{بوده و پروسه:)({ ttx تشکیل

یک زنجیره زمان پیوسته را خواهد داد.
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})(:0{اگر در فرآیند احتمالی  ttx ،,...},{ 21 ttT  2,1,0{...و{ NS،باشد

...,,...,, 10 nxxxرا مقادیر متناظر tx0گیرند و در نظر میx.برايمقدار اولیه استNnNj  ,

jxnاگر  باشد گوییم حالت فرآیند در زمانnt برابرj.است

زنجیره مارکوف زمان گسسته2
فرآیند احتمالی زمان گسسته است که داراي فضاي حالت (DTMC)یک زنجیره مارکوف زمان گسسته 

NnSijکه به ازاء تمام است به نحويSقابل شمارش   210و,, ...,,, niii:داریم

}|{},;...,|{ 10011221 ixjxPixixixixjxp nnnnnn  

گردد. اي زیر تشریح میمرحلهnبا احتمالات انتقال DTMCیک 

SjiNnmixjxpnmmp mnmji   ,;,for}{),(

),(اگر مقدار هر کدام از  nmmpij  از مستقل باشند، یکDTMC همگن داریم: یعنی تنها بهn

بستگی دارد.

NnmSijnpnmmp ijij  ,,;)(),(

ماند.دیگر در تمام لحظات زمانی مقادیر احتمالات انتقال یکسان باقی میبه عبارت

اي در حالت همگن احتمالات انتقال یک مرحله2.1

1,}{)1( 1   nixjxppp nnijij

به فرم ماتریسی داریم: 



تئوري صفپنجمجلسه 

 




























ijp

ip

p

p

p

p

p

p

p

p

p

pP

ij

j
ij

ij

10

1
TPM

....

.....

.....

22

12

02

21

11

01

...

10

00

=Sojourn Time in state i =Ti تعداد مراحل زمانی کهDTMCNnSxn  (قبلام iدر حالت}:

گیرد = متغیر تصادفی توزیع هندسی با میانگیناز رفتن به حالت دیگري) قرار می iip1.است

:DTMCبرايمثال

یک سیستم تولیدي شامل یک دستگاه در معرض شکست و خرابی را در نظر بگیرید. در هر لحظه 

a) اگر 1کند (حالت صفر) یا به علت خرابی تحت تعمیر است (حالت زمانی یا دستگاه به درستی کار می

احتمال وقوع خرابی در یک ساعت (احتمال شرطی خراب شدن دستگاه در مشاهده بعدي به شرط سالم 

احتمال تعمیر شدن آن در یک ساعت (احتمال سالم بودن در مشاهده bبودن آن در مشاهده فعلی) و 

با مشخصات زیر خواهیم داشت: DTMCآن در حال حاضر) تعریف شود یک بعدي به شرط خراب بودن 

10;
1

1

....,h2,h1,0...,,}1,0{where}:{DTMC 10
















ba
bb

aa
P

ttSNnSxn

دیاگرام حالات سیستم تحت شرایط مختلف به شکل زیر است:

0اگر: 1فرض  baمیانگین زمان اقامت در هر حالت بی نهایت است. ، آنگاه باشد

1اگر :2فرض baاست. 1برابر با میانگین زمان اقامت هر حالت ، آنگاهباشد

0 1

1 1
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1: میانگین اقامت حالت 3فرض 
1


b
0و حالت 

1


a
است.

,,,0براي  nmSji در}:{ NnSxn DTMCمعدلات ذیل را خواهیم داشت:

k)(c

kolmogorovchapmon)()()(



 
sk

kjikij npmpnmp

IPبا شرط  )0(

0;)]([)(  npnpp n
ijn

اگر داشته باشیم:است.nاي به توان اي، ماتریس انتقال یک مرحلهمرحلهnماتریس انتقال 

....,2,1,0,...,2,1,0;}{)(,...},2,1,0{  jnjxpnpS nj

داریم:در آن صورت





Si

ijij nppnp )()0()(

به فرم ماتریس داریم: 

)....]()()[(...2,1,0)0()()0()( 10 npnpnnPnPn n 

0 1
1-a 1-b

a

b

0 1

1

1
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nXNnکلیه pmfتوان میTPMوX0متغیر تصادفی اولیه pmfیعنی با داشتن  )( .را حساب کرد

): DTMC)2مثال 

هاي مختلف داریم:با فرض

Ipباشد در آن صورت a=b=0: اگر 1فرض  









1

0

0

IPPبوده و 1 n
n )(. با شروع از حالت

)0(]01[صفر   3,2,1...)(]01[بوده و  nn .است

)0(]10[با شروع از حالت یک  01[بوده و[)(  nماند.می

هاي فرد داریم:nبراي باشد،a=b=1: اگر 2فرض 







01

10
P=براي وn هاي زوج نیز خواهیم

داشت:







10

01
P=

در نتیجه :   

For n evenπ(n)=[1  0]
If π (0)=[1  0] →

For n oddπ(n)=[0  1]

11: اگر 3فرض   ba) باشدBhat 1984:(

bax
babxababxb

baaxabaaxb
P

nn

n
n 












 1;
)/()()/()(

)/()()/()(

اگر حالت اولیه صفر باشد:    

π(0)=[1  0]→ π(n)= π(0)Pn = [ (b+axn)/(a+b)    (a-axn)/(a+b)] ; n=1,2,…

:اگر حالت اولیه یک باشد

π(0)=[0  1]→ π(n) = [ (b-bxn)/(a+b)    (a+bxn)/(a+b)] ; n=1,2,…
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آنالیز حالت پایدار 2.2

:به شرط منحصر به فرد بودن حدهاي حاصل

n
lim Pj(n)=

n
lim Pij(n) ; i=0,1,2,…

n
lim Pn =



















y

y

y

:
; y= [y0 y1 … yn …] ; yj=

n
lim Pj(n)

1ي ارتباط و یکپارچگیکلاسها2.3

Sjiاگر , حالت بوده وjاز حالتi قابل دسترسی باشد)Pij(n)>0 0براي تعداديnحالت و)، د

i,j.در یک را قابل ارتباط گویند اگر از طریق یکدیگر در دسترس باشندDTMC که حالات مختلف آن

گویند.2هر دسته را یک کلاس ارتباط،ودن آنها با یکدیگر دسته بندي شده باشندبر اساس در ارتباط ب

نتوان به Aرا بسته گویند اگر از هیچ کدام از حالت Sبا فضاي حالت DTMCدر یک Aکلاس ارتباط 

س اگر تنها یک کلاصورت کلاس باز نام دارد).تعلق ندارد) رسید (در غیر اینA(که بهSیکی از حالات 

پارچه گویند.را یکباشد ، آنDTMCدر 

:)DTMC)3مثال 

یکپارچه نیست و دو کلاس DTMC: حالتهاي صفر و یک تنها با خودشان در ارتباط هستند و 1فرض 

}داریم.1} و {0بسته {

}0و 1: حالت صفر با حالت یک مرتبط است و زنجیره یکپارچه داریم با کلاس بسته {2فرض 

11: 3فرض   ba در ارتباط است و زنجیره یکپارچه داریم.1حالت صفر با حالت

1 irreducibility

2 Communication
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DTMCبراي زنجیره  0; nX nکنیم:تعریف می

)fii(k احتمال اینکه =DTMC پس ازkمرحله براي اولین بار به حالتiبرگردد)i=0,1,2, . . .(

fi= احتمال برگشتDTMC به حالتiاز تمام طرق ممکن:

      








11
,1,

k iiiiiiik iij kkfvpfkff

viد نیاز ر=میانگین مراحل موDTMC براي رسیدن به حالتiپس از ترك آن

آن را ) fi<1یعنی (صورت باشد. در غیر اینfi=1است اگر 1برگشت پذیرDTMCام از یک iحالت 

diاگردهیم.نشان میdiل حالت) را با دور هاي برگشت یک حالت برگشت پذیر (سیکگویند.2گذار

حالات غیر سیکلی و داریم.diباشد حالت سیکلی با دورهاي Di>1و اگر 3باشد حالت غیر سیکلی

(یا با نام برگشت پذیر Iگویند. در یک حالت برگشت پذیر مثبت "ارگودیک"برگشت پذیر مثبت را

مقدار متناهی دارد.4viغیرتهی

) :DTMC)4مثال 

:1با فرض 

f0=f1=1→برگشت پذیر

→

f00(1)=1 ; f00(k)=0   ; for k= 2,3,…

v0=v1=1f11(1)=1→غیر سیکلی و برگشت پذیر مثبت ;  f11(k)=0 for k=2,3,…

f00(1)=0  ; f00(2)=1 ; f00(k)=0  ; for k=3,4,…→ 2با فرض:

1 recurrence

2 Transience

3 aperiodic

4 non-null
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f11(1)=0  ; f11(2)=1 ; f11(k)=0  ; for k=3,4,…a=b=1

f0=f1=1 → برگشت پذیرحالات

v0=v1=2 , (P00(2k)=1 , P00(2k+1)=0, k=0,1,2,…) → 2حالت صفر سیکلی با پریود 

.است2به همین نحو حالت یک سیکلی با پریود 

:3فرض  11  ba

f00(1)=1-a     ;  f00(2)=ab      ; f00(3)=a(1-b)b   ; f00(k+2)=a(1-b)kb   k=2,3,…

f0=1→ پذیربرگشت ، v0= (1-a) +2(ab) + 
3

2)1(
k

k bbka <∞ مثبت غیر سیکلی

تعاریف2.4

تمام حالات در یک کلاس ارتباطی باز، گذار هستند.

بسته محدود، برگشت پذیر مثبت هستند.حالات در یک کلاس ارتباطیتمام 

دهد.هاي ارتباط بسته و نامحدود روي میدر کلاسحالات برگشت پذیر تهی تنها 

پذیر مثبت هستند.پارچه و محدود تمام حالات برگشتیکDTMCدر یک 

پذیر است:برگشتiباشد، حالت ni=∞اگر و فقط اگر

ni=1 )(
k ii kP

:)DTMC)5مثال 

ni=∞ هر دو برگشت پذیرندPii(k)=1 for

k=2,4,6,…
2:  با فرض 
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→Pii(k)=0 for

k=1,3,5,…

n0 = ∞P11(k)=(a+bxk)/(a+b) ,

x=1-a-b→
P00=(b+axn)/(a+b) 3با فرض

∞ =n1

وجود دارند که منحصر به فرد yjپذیر مثبت باشد احتمالات پارچه با حالات برگشتیکDTMCاگر 

بوده و مستقل از احتمال اولیه است.

Yj=
n

lim Pj(n)         j=0,1,2,… yj 0

Yj= yi Pij i=0,1,2,… y=yP where y=[y0,y1,y2,…]

Yاحتمالات پایدار نام دارد.بردار

:)DTMC)6مثال 

11را در نظر بگیرید. در فرض سوم که S={0,1}مثال تک ماشین با حالات   ba،بود

Y= (y0, y1)یدیم که د.استDTMCر سیکلی با حالات برگشت پذیر مثبت یکاهش ناپذیر است و غ

است. بنابراین می توانیم احتمالات پایدار منحصر به فرد را با حل معادلات زیر به دست آوریم :

    












bb

aa
yyyy

1

1
1010

y0+y1=1

→  y0=b/(a+b) ,   y1=a/(a+b)

آید. بدست میy1=1/4و y0=3/4مقادیر b=3/5و a=1/5ا نیز آن را به دست آوردیم. ب14که در مثال 

% کل 25را در 1% تعداد مراحل زمانی و حالت 75حالت صفر را در DTMCیعنی به طور متوسط 

تعداد مراحل زمانی ملاقات می کند.
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پذیر مثبت است ولیکن سیکلی با ناپذیر با حالات برگشتکاهشDTMCبار دیگر a=b=1با فرض 

داریم. یعنی به y1=1/2و y0=1/2است. در این حالت نیز احتمالات پایدار منحصر به فرد با 2سیکل 

a=b=0سیستم است. با فرض 1% دیگر در حالت 50% دیدارهاي ما در حالت صفر و 50طور متوسط 

:گرددمنجر به تعداد نامتناهی حل میy0+y1=1و y=yP} داریم. معادله 1} و {0در کلاس ارتباط {

Y= [y0 1-y0], 0 y0 1

است اما براي کل سیستم y1=1و y0=1هر کلاس بردار احتمال پایدار خاص خود را دارد که در اینجا 

تعداد بردارها نامتناهی است.

ارتباطی بسته لاسکهاي غیر کاهش پذیر نیز روي می دهد که هر DTMCمعمولا این شرایط براي 

بردار احتمال پایدار خاص خود را دارد.
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 (  CTMCهدل ّاي سًجيزة هاركَف سهاى پيَستِ ) 1

تعشيف : فشآيٌذ صهبى پيَستِ بب فضبی حبلت گسستِ  0);( sttx  :سا صًجيشٓ هبسكَف پيَستِ گَيٌذ اگش 

for all  0s , 0U  st     and  i,j , Stx )(  

 isXjtXP  )()(   ;  )()( uxuX     for    isXjtXPsu  )()(0     

 احتوبلات اًتقبل عببستٌذ اص : 

 isXjtXPtsPij  )()(),(            Sjisst  ,,0,  

CTMC تعشيف:  0:)( ttx ای احتوبلات اًتقبل پبيذاس( گَيٌذ اگش سا ّوگي )داس),( tsPij   ِبِ اصاء كليه

0s  ٍst   ِفقط بt-s  بستگي داشتِ ببشذ ٍ اصs  .هستقل ببشذ 

 juxjstuXPstPtsP ijij  )()()(),(   0u  

)(بدفي پيَستِ ًوبيي است. يك هتغيش تص iدس حبلت  Tiصهبى اقبهت  ii aExpT  

اگش  ia0  0ببشذ ، حبلت سا پبيذاس گَيٌذ. دس صَستia  ٍ حبلت جبرةia   ِ ای  حبلهت لظهه

 داسين . 

   C-Kهعادلات   1. 1

 k jkkiij tuPusPtsP ),(),(),( ,, ;  tus 0  

 بِ فشم هبتشيسي : 

),(),(),( tuHusHtsH   
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 هعادلات پيشزٍ ـ پسزٍ كلوَگَرف   2. 1

 پيشزٍ  هعادلات   1. 2. 1

)(),(
),(

tQtsH
dt

tsdH
  

 رٍ   پسهعادلات   2. 2. 1

),()(
),(

tsHsQ
ds

tsdH
  

  CTMCهاتزيس گذار   3. 1
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       H(s,s) = I 
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)(tqii  ًشخي كِ بب آى اص حبلت =i  ام دس صهبىt شَين:  خبسج هي 

 
j

ji tq 0)(, , i  

 ّوگي  CTMCآًاليش   4. 1

),()( txxPtP ijij  , x  ;  )(xqq ijij  , x  ;    ijqxQQ  )(  , x  



 تئَسی صف ششنجلسِ 

 

 

  C – Kهعادلات   5. 1

 )(),()( tPtxxHtH ij   ,  x  ;   )()()( tHxHtxH   

 ٍ هعبدلات پيش سٍ ه پس سٍ خَاٌّذ شذ : 

QtH
dt

tdH
)(

)(
   ;    IH )0(  

)(
)(

tQH
dt

tdH
  ;    IH )0(    
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ij
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tpqtpq
dt

tdP

tpqtpq
dt

tdP
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)(

 

)()(بب حل هعبدلات  QtExptH   هي تَاى)(tPij  . سا حسبة كشد 

 jtxPtPj  )()( , ...,2,1,0j  ,  ),...(),()( 10 tPtPt    0t  

       )()0()( QtExpt          Qt
dt

td
)(

)(



  

tPLimit)(پبسچِ  پزيش هثبت ٍ يك ّوگي ٍ بشگشت CTMCبشای يك  i
t

j


 ًذ. ّوَاسُ ٍجَد داس 

ن ٍ هستقل اص حل اٍليهِ ٍ هٌظصهش   وبًيسصذ اٍقبتي ّستٌذ كِ دس حبلات هيايي احتوبلات دس بلٌذهذت د

 ،اسگَديهك ههي سهبصًذ كهِ چهَى اص صههبى هسهتقل ّسهتٌذ         CTMCايي احتوبلات يك  بِ فشد ّستٌذ.

0
)(


dt

td 0يكي اص عٌبصش . سبصًذ سا هيQ  صيش است: بِ صَست 
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kkjjjj qq 0  ,   ...,2,1,0j  

 يك: دهعبدلات حل اسگَ
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بب كوك  
j ijq هي تَاى آى سا بِ صَست  0

















jk

kkj

jk

jkj qq      ًَشت كِ بهِ هعهبدلات تعهبدل

  حبلت هعشٍف ّستٌذ .

 (CTMCفزآيٌدّاي تَلد ـ هزگ )حالت خاص   6. 1

 ّوگي  CTMCتعزيف :  0:)( ttxبب فضبی حبلت ...,2,1,0 سا فشآيٌذ  تَلذ-  (  ههشBD گَيٌهذ ). 

)i  ٍi ,...)2,1اگش هقبديش ثببت i  :ِبتَاى يبفت ك 

iiiq 1, ,  iiiq 1,  ;   ,...2,1,0i  ,  0ijq    for     1 ji  

پبسچهِ،   هتٌهبّي ٍ يهك   BDداسای تعذاد حبلات هتٌبّي ٍ ًبهتٌبّي است . توبم حبلات يك  BDفشآيٌذ  

 پزيش هثبت ّستٌذ .  بشگشت

 

 احتوالات حدي    1. 6. 1
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 :   BDهثال 

M  يك تجْيضات تعويش داسين.  ٍ هَاصیهبشيي 

 

)2,1,0,...,(حهبلات سيسهتن بگيهشين    تعذاد هبشيي ّبی خشاة سا  kاگش  Mk    سيسهتويBD   بهبM+1 

 حبلت خَاّين داشت: 

 k ; Mk ,...,2,1  
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  هتَسط هبشيي ّبی خبسج اص كبس = 

 داسين:  M = 1بشای 
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= 

هتَسط تعذاد هبشيي ّب 

 دسحبل كبس
دسصذی اص صهبى كِ ّهش هبشهيي دس    =

 حبل كبس است
M تعذاد كل هبشيي ّب 

 





M

ki 1

1  = كِ كوتش اص  توبل آىاحk  هبشيي

 خشاة شَد 

هبشهيي دس   kكِ حهذاقل   احتوبل آى =

 حبل كبس ببشذ 

 :CTMCهثال 

. قطعهبت خهبم بهِ هقهذاس كهبفي      دس ًهش بگيشيهذ  است  M2تش اص  سشيع  M1كِ دس آى  M1  ٍM2دٍ هبشيي 

 . ٌذّويشِ دس دستشس ّست

  

 

 

  1  ٍ2ع بلافبصلِ ششٍع بهِ تعويهش ههي شهًَذ .     اهكبى خشابي هبشيي ّب ٍجَد داسد كِ دس صَست ٍقَ

(21   صهبى عوليبت سٍی هبشيي ّبی )M1  ٍM2   ًوبيي بَدُ ٍ صهبى شكست تَصيع ًوبيي بب ًشخf   ٍ

 است . حبلات سيستن عببستٌذ اص:  rصهبى تعويش ًيض ًوبيي بب ًشخ 

M

1 

M

2 

 قطعات خام

 قطعات تکويل شدُ
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 ّش دٍ هشغَل كبسًذ . M1  ٍM2( : 00بلت صفش )ح

 خشاة است .  M2دس حبل كبس ٍ  M1( : 01) 1حبلت  

 دس حبل كبس است . M2خشاة ٍ  M1( : 10) 2حبلت 

 ( : ّش دٍ خشاة ّستٌذ . 11) 3حبلت  

21هتَسط خشٍجي سيستن دس حبلهت صهفش        1 1، حبلهت   2 2ٍ حبلهت    3اسهت ٍ دس حبلهت 

 خشٍجي ًذاسين . 

3T  ٍ21ببشهذ )حبلهت جهبرة(     n = 0اگش تعذاد تعويشكبساى  )( TfExpT   ٍ)2(0 fExpT   ٍ

CTMC پبسچِ ًخَاّذ بَد.  يك 

 

 ذ: ببش n = 1اگش 

)2(1 fExpT  , )(21 rfExpTT   , )(3 rExpT   
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f 

f 
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3)2(است ٍليكي  n = 1ببشذ ، هبًٌذ  n = 2اگش  rExpT  

 : داشت ينخَاّ ،احتوبلات سا بذست آٍسين n = 1اگش بب 
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 خَاٌّذ بَد:  ايي احتوبلات n = 2ٍ بب 
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 هتَسط ًزخ خزٍجی سيستن 
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2211210 )(  R  

2211210 )(  R  

RR   

 كِ حذاقل يك هبشيي دس حبل كبس ببشذ:  احتوبل آى

31 A  

31  A  

AA   
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 اسَىَیٌذ پآفز 1

ِ احتوبلي سهبى پيَستِ ثب فضبی حبلت گسستِ است كِ دارای خَاظ ساسَى یك پزٍَپزٍسِ پ 

, ٍرٍد كبرّب ثِ یك هزكش رایبًِ, ٍرٍد یّبی تَليذ سبسی ٍرٍد قغؼبت ثِ كبرگبُ هٌبسجي جْت هذل

حبفظِ دارد سیزا  هكبلوبت تلفٌي ثِ هزكش تلفي ٍ غيزُ است. ایي پزٍسِ ارتجبط جبلجي ثب خبغيت ػذم

 فَاغل سهبًي ٍرٍد در ایي پزٍسِ هستقل اس ّن ٍ هتغيز تػبدفي ًوبیي یكسبى ّستٌذ.

هثبل: یك كبرگبُ غٌؼتي را در ًظز ثگيزیذ كِ قغؼبت هَاد اٍليِ ثغَر تػبدفي ٍ یك ثِ یك ٍارد 

  X(t)ٍاضح است كِ در ًظز ثگيزیذ.   [t,0]را تؼذاد قغؼبت ٍارد ضذُ در فبغلِ سهبًي   X(t)ضًَذ.  هي

ِ احتوبلي سهبى پيَستِ ثب سپزٍ {...,0,1,2} , {x(t); t>0}هتغيز تػبدفي گسستِ ثب هحذٍدُ هقبدیز 

سیز فبغلِ هسبٍی  nحبل فبغلِ سهبًي را ثِ  .فضبی حبلت گسستِ است
n

t  تقسين هي كٌين. اگزn  خيلي

ثشرگ ثبضذ, 
n

t ٍرٍد  حبغل ضذُ،  غَرت در ّز سیز فبغلِ ىقن ثسيبر كَچكي خَاّذ گزفت كِ در آر

یب تؼذاد ثيطتزی قغؼِ ثِ  2احتوبل ٍرٍد  دثزٍ nحذاكثز یك قغؼِ هؼقَل خَاّذ ثَد ٍ ّز چقذر 

 غفز هيل هي كٌذ. فزضيبت دیگز ػجبرتٌذ اس:

ًذاسُ احتوبل ٍرٍد یك قغؼِ در فبغلِ ای ثِ ا -1
n

t   هتٌبست ثب عَل آى است. اگز ایي تٌبست ثبثت

ثبضذ, در آى غَرت احتوبل ٍرٍد دقيقبً یك قغؼِ ثزاثز  ٍ ثزاثز 
n

t  احتوبل ػذم ٍرٍدی ٍ

n

t
1 .است 

 هستقل رٍی هي دٌّذ.ٍرٍدی ّبی اس اًَاع هختلف ثغَر  -2

در ضزایظ فَق ّز سیز فبغلِ حبغل 
n

t  ثِ چطن آسهبیص ثزًَلي ثب تؼزیف هَفقيت ثزاثز ٍرٍد یك

یك هتغيز   [t,0]قغؼِ ٍ ضكست ثؼٌَاى ػذم ٍرٍد قغؼِ هٌظَر هي گزدد. تؼذاد ٍرٍدی ّب در فبغلِ 
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وبل هَفقيت ٍ احت  nتػبدفي دٍ جولِ ای ثبهقذار آسهبیطبت 
n

t  است. ثب استفبدُ اسpmf  هتغيز

 :دارین k = 0, 1, 2, ..., nهقبدیز ای ثزای  تػبدفي دٍ جولِ

P{x(t) =k}= }  ًدقيقبK   ٍِرٍدی در فبغل[0,t]   داضتِ ثبضينP{  
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یك   [t,0]است. ثٌبثزایي تؼذاد ٍرٍدی ّب در فبغلِ  tثبهيبًگيي  پَاسَىتَسیغ   (pmf)ػجبرت فَق 

 است. پَاسَىهتغيز تػبدفي 

 دارین:  [t,0]ػذم ٍرٍد در فبغلِ  ، K=0ثزای حبلت 

)0(}0)({   tetxP t 

بغلِ سهبًي ثيي دٍ ٍرٍدی هتَالي تؼزیف كٌين, احتوبل فَق را ثِ فزم دیگزی هي تَاى را ف Tاگز 

 ًَضت:

)0(}{   tetTP t 

 .تَسیغ ًوبیي دارد Tهطبّذُ هي ضَد كِ 
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تؼذاد ٍرٍدی ّب در  -2فزآیٌذ پَراسَى یك فزایٌذ تَلذ خبلع است   -1سِ تؼزیف ثيبى ضذُ یؼٌي 

t پَاسَىتَسیغ   tفبغلِ 
n

e
ni

t
ntxP  

)(
فَاغل سهبًي دٍ ٍرٍدی هتَالي  -3ٍ   دارًذ })({

 ًوبیي است قبثل تجذیل ثِ یكذیگزًذ. 

 هؼبدل اًذ:  2ٍ  1: خبغيت 1قضيِ 

 

 }P (t, t+dt)ٍرٍدی در فبغلِ  {= dtفزؼ كٌيذ ٍرٍدی ّب در فَاغل سهبًي هختلف هستقل ٍ 

 را در ًظز ثگيزیذ: ، t ، )(tGثبضذ. تبثغ هَلذ هتغيز تػبدفي تؼذاد ٍرٍدی ّب در عي سهبى  

dist.poisson   )(
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 ضَد: ثِ یك فزآیٌذ تَلذ خبلع هي جزهٌ پَاسَى: در فزآیٌذ, تَسیغ 2قضيِ
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 قجلاً گفتِ ضذُ است. 3ِ ث 2رسيذى اس اثجبت 

ExpX)(قجلاً دیذین كِ )در هؼزفي تبثغ ًوبیي( اگز : 1ِ ث 3رسيذى اس اثجبت   در ، ثبضذ

dtOdt)()ٍقَع ٍرٍدی( ثزاثز  dtآى غَرت احتوبل پبیبى در فبغلِ  .است 

 ِ چٌذ تؼزیف دیگز ًيبس دارین.اسَى ثَِ پساهب قجل اس تؼزیف رسوي پزٍ 

ًوبیٌگز تؼذاد   X(t)ِ ٍرٍدی گَیٌذ اگز سب پزٍیرا ضوبرضي   {x(t): t>0}پزٍسِ احتوبلي  تعريف:

 .ثبضذ. )ثزای هثبل ٍرٍد قغؼبت خبم ثِ سيستن تَليذی(  tكل ٍقبیغ رٍی دادُ تب سهبى 

  

یص هستقل گَیٌذ اگز هتغيزّبی را پزٍسِ ضوبرش دارای افشا {x(t): t>0}پزٍسِ ضوبرضي  تعريف:

 تػبدف ًوبیٌگز تؼذاد ٍقبیغ رٍی دادُ در فَاغل هجشا ٍ هستقل اس ّن ثبضٌذ.

را دارای افشایص ّبی پبیذار گَیٌذ اگز تؼذاد ٍرٍدی ّب در  {x(t): t>0}تؼزیف: پزٍسِ ضوبرضي 

 ٍرُ سهبًي ثبضذ.د  tًطبى دادُ هي ضَد هستقل اس   x(t+h)-X(t)كِ ثب هقذار   [t, t+h]فبغلِ 

 گَیٌذ اگز: پَاسَىرا پزٍسِ   {x(t): t>0}تؼزیف: یك پزٍسِ ضوبرضي 

X (01=0)  

 پزٍسِ افشایص ّبی هستقل داضتِ ثبضذ.

 پزٍسِ افشاش ّبی پبیذار داضتِ ثبضذ.

ثِ سوت غفز  hثِ سوت غفز هيل كٌذ اگز  hاحتوبل دٍ یب تؼذاد ثيطتزی ٍرٍدی در فبغلِ سهبًي 

 كٌين. تؼزیف فَق را ثذٍى اثجبت جشئيبت ثيبى هي ای ثب یي پزٍسِخَاظ ا ثزٍد.



 تئَری غف ّفتنجلسِ 

 

 

1جمعپريسهپًاسًن 1.1

 

...,,12اگز در كبرگبّي ٍرٍدی ّبی هختلف ثب ًزخ ّبی  n  ِاس پزٍسِ ّبی پَاسَى هختلف داضت

َى ثب ًزخي هؼبدل جوغ كل تك تك ًزخ ثبضين. ٍرٍدی كل ثِ كبرگبُ )ضكل سیز( اس پزٍسِ پَاس

 ّبی ٍرٍدی پيزٍی هي كٌذ.

2تفكيكيكپريسهپًاسًن 1.2
 

ضًَذ ٍ اس تَسیغ پَاسَى ثب ًزخ  هبضيي است ٍارد هي nفزؼ كٌيذ قغؼبت ثِ كبرگبّي كِ دارای  

 كٌٌذ. ثغَر تػبدفي یك قغؼِ ثِ یكي اس  پيزٍی هيn احتوبل تخػيع  .ثذیب هبضيي تخػيع هي

اس تَسیغ  nPPP .....,, 21.....1ثب خبغيت   21  nPPP .پيزٍی هي كٌذ 
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پيزٍی  iPام اس تَسیغ پَاسَى ثب ًزخ  iهي تَاى ًطبى داد كِ جزیبى ٍرٍدی حبغل ثزای ّز هبضيي 

 كٌذ. هي

سبػت /ػذد اس   5 , 10كٌيذ ٍرٍد قغؼبت ثِ كبرگبّي اس دٍ هٌجغ جذاگبًِ ثب ًزخ ّبی : فزؼ 9هثبل 

ػذد   15ثٌبثزایي ًزخ كلي ٍرٍد اس پزٍسِ پَاسَى ثب ًزخ  .پزٍسِ پَاسَى پيزٍی هي كٌذ )ضكل سیز(

 در سبػت پيزٍی خَاّذ ًوَد.

 

 

 

 

 

 

ثٌبثزایي فبغلِ ثيي دٍ ٍرٍدی هتَالي 
15

دقيقِ است. اگز سيستن دارای سِ هبضيي  4سبػت یب  1

تخػيع یبثٌذ در آى غَرت سِ  3Mٍ هبثقي ثِ  2Mثِ  % 1M ٍ40قغؼبت ثِ   40%ثبضذ كِ 

هيبًگيي سهبى ثيي دٍ  1M  ٍ2Mجزیبى قغؼبت پزٍسِ هستقل اس ّن خَاّين داضت كِ ثزای 

 دقيقِ است. 3M  ,21دقيقِ ٍ ثزای  11ٍرٍدی هتَالي 

ثَدُ ثبضذ, ٍرٍدی ّب ثغَر یكٌَاخت  X(t)=nاگز هقذار ٍرٍدی ّب   (t,0)در عَل فبغلِ سهبًي  -3

را اس تَسیغ  nآیٌذ تػبدفي پَاسَى كبفي است ثِ ػجبرت دیگز ثزای تَليذ یك فز تَسیغ ضذُ اًذ.

poisson)(پَاسَى  t  تَليذ كزدُ ٍ هَقؼيت ّز ٍرٍدی را در عَل(0,t)   ثغَر هستقل اس دیگز ثب

 تَسیغ یكٌَاخت ثذست آٍردین.

1M 

2M 

nM 

  

 

 

 1هٌجغ

 h/10 2هٌجغ 

 پزاسَى

5/h 

 پزاسَى

Superposition 

 

 

 

 

 

 

15/h 
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3/h 
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َریكِ یك ٍرٍدی ثب یك اًتخبة تػبدفي اًجبم دّين ثِ ع اگز اس فزآیٌذ پَاسًَي ثب ًزخ  -4

 است. Pهستقل اس دیگزاى اًتخبة ضذُ ثبضذ, فزآیٌذ حبغل ًيش فزآیٌذ پَاسَى ثب ًزخ   Pاحتوبل 

5- (process  Arrivals  see  Time Averages): PASTA   در ّز  پَاسَى: هطتزیبى یك فزآیٌذ

ن سيستن را ثِ غَرتي كِ در ٌّگبم ٍرٍد دیذُ لحظِ سهبًي دلخَاُ كِ ثغَر تػبدفي در ًظز ثگيزی

 .اًذ خَاٌّذ دیذ )غزف ًظز اس تغيز ٍ تحَلاتي كِ در ایي فبغلِ رٍی دادُ ثبضذ(

ًبم   ROP(Random  obeserver  property) ًقص كليذی در تئَری غف دارد ٍ PASTAخبغيت 

 گذاری هي ضَد.

ّب ًيش اس فزآیٌذ  گيزد. ٍرٍدی قزار هي  Ej سيستوي را در ًظز ثگيزیذ كِ در حبلات هختلف 

 كٌٌذ. در حبلت پبیذار ثِ اسا ّز حبلتي دٍ احتوبل هختلف دارین: پيزٍی هي پَاسَى ثب ًزخ 

احتوبل  :احتوبل حبلتيكِ كِ اس دیذ یك هطبّذُ گز خبرج اس سيستن تخػيع دادُ هي ضَد -1

 jلحظِ تػبدفي ( = )در یك  Ejآًكِ سيستن در حبلت 

احتوبل آًكِ  :احتوبل حبلتيكِ اس دیذ یك هطتزی ٍارد ضذُ ثِ سيستن تخػيع دادُ هي ضَد -2

 j*ثبضذ =  jEسيستن درست قجل اس ٍرٍدهطتزی )تػبدفي( در حبلت

در حبلت كلي  jj  ست.ا 

 یك سزٍیس دٌّذُ( –خَد را در ًظز ثگيزیذ )یك هطتزی   PCهثبل: 

رایبًِ ضوب ّزگبُ ثخَاّيذ ثب آى كبر كٌيذ آساد است چَى
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سهبى ّبی هختلف هستقل سیزا ٍرٍدی ّب در  .ى ًوي ثبضذَتَجِ داضتِ ثبضيذ كِ پزٍسِ ٍرٍدی پَاس

ثزای هذت سهبى  ،یؼٌي یك ٍرٍدی داضتِ این ،ایذ را ضزٍع كزدُ PCًوي ثبضٌذ)ٌّگبهيكِ كبر خَد ثب 

اهب در حبلت فزآیٌذ پَاسَى  .احتوبل ٍرٍد هطتزی دیگزی ٍجَد ًذارد( jj  .است 

1نواهمگهًفرآيىدپًاس 1.3

كِ تبثؼي غيزاحتوبلي اس سهبى است داضتِ ثبضين فزآیٌذ پَاسَى ًبّوگي    ,)(tاگز ثِ جبی 

 dt(t)ثزاثز   (t, t+dt)در ایي غَرت احتوبل ٍرٍد یك هطتزی در فبغلِ سهبًي كَتبُ  خَاّين داضت.

+O (dt) .رجِ احتوبل ٍرٍد ثيطتز اس یك هطتزی اس د استO(dt)  .است 

 ثزاثز است ثب: (t, t+dt)هتَسظ ٍرٍد در عَل 







0

)()(} |),{(.)],([
n

dtOdttndtttPndtttxE  

 :(t,0)هتَسظ ٍرٍد در عَل 

  
t t t

duuduuuxEduuuxEtxE
0 0 0

)()],([)],([)],0([  

 ّوبًٌذ حبلت ّوگي دارین:







t

duuZ
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tt
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eZG

tZZG
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1 Inhomogeneous Poisson Process 

1PC 
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 اگز 
t

duutxEta
0

)()]([)(   ,تؼزیف ضَد))(()( tPoissontX  ،گي را ثِ خَاظ حبلت ّو

 حبلت ًبّوگي تؼوين هي دّين:

1- Superposition 1)(: ثب r  ٍ)(2 t  فزآیٌذ پَاسزى)()()( 21 ttt   .خَاّين داضت 

))()(1(),()( ثب احتوبلات t)(اگز فزآیٌذ  -2 1221 tPtPtPtP   ,دٍ ثِ دٍ فزایٌذ تقسين ضَد

1)()(فزآیٌذ هستقل ًبّوگي پَاسَى ttP   ٍ)()(2 ttP  .خَاّين داضت 

ٍرٍدی ثغَر   nتَسیغ  ،ّوگي پَاسَىًباس فزآیٌذ   (t,0)ٍرٍدی در فبغلِ   X(t)=nثب داضتي  -3

 اس تَسیغ چگبلي  (t,0)هستقل در فبغلِ 


t

duu

t

0
)(

)(



 .پيزٍی هي كٌذ 

  P(t), ثب احتوبل t)(اگز اًتخبة تػبدفي یك ٍرٍدی اس یك فزآیٌذ پَاسَى ًبّوگي ثب پبراهتز  -4

 است.   P(t) (t) هستقل  اس دیگزاى غَرت پذیزد, فزآیٌذ حبغل ًيش پَاسَى

فرآيىدپًاسًن 1.4

ثبضذكِ ثِ فزآیٌذ ضوبرضي  ثب فضبی حبلت گسستِ هيیك پزٍسِ احتوبلي سهبى پيَستِ  فزآیٌذ پَاسَى،

 رٍد. سبسی جزیبى ٍرٍدی ثِ كبر هي ًيش هؼزٍف است ٍ ثزای هذل

ًوبیبًگز تؼذاد كل ٍقابیغ رٍی دادُ   X(t)اگز  {X(t ); t=>0}در فزآیٌذ احتوبلي تؼزیف فزآیٌذ ضوبرضي:

 .د ضذُ ثِ یك سيستن تَليذ()هثلا تؼذاد قغؼبت ٍار ًبهٌذ را ضوبرضي هي ثبضذ، آى tتب سهبى 

 

 

0 t 

X(t) 
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خيلي ثشرگ ثبضذ،آًگبُ ایي فازؼ كاِ در فبغالِ     nتقسين ضَد ٍ  t/nسیزفبغلِ  nثِ  tاگز فبغلِ سهبًي 

t/n ،قبثل قجَل است. تٌْب یك ٍرٍدی داضتِ ثبضين 

ثبضاذ،احتوبل ٍرٍد   λثزاثاز ثاب   است.اگز ایي تٌبست ثبثت ٍ  t/nاحتوبل ٍرٍد یك قغؼِ هتٌبست ثب عَل 

 .λt/n -1است ٍ ػذد ٍرٍدی ثزاثز ثب  λt/nدقيقب یك قغؼِ ثزاثز ثب 

یاك   (t,0) را هي تَاى آسهبیص ثزًَلي تؼزیاف كازد،در عاَل    t/nثب تَجِ ثِ ایٌكِ ٍرٍد قغؼِ در فبغلِ 

)یؼٌي  رسين هي ثِ سوت ثيٌْبیت هيل كٌذ،ثِ تَسیغ پَاسَى nتَسیغ دٍجولِ ای خَاّين داضت كِ اگز 

X(t) كٌذ( اس تَسیغ پَاسَى پيزٍی هي 

!

)(
})({

K

te
KtXP

Kt 

   ; K= 0, 1, 2 … 

tetXP  }0)({   ;  t>0 

 فبغلِ هب ثيي دٍ ٍرٍد هتَالي ًيش دارای تَسیغ ًوبیي است:

tetTP  }{   ;    t>0 



2

 1 

 M/M/1ستم یس

 است: M/M/1/∞/FIFOهذل  ي هذل،یسادُ تز

           ٍ tetb  )(   

 :n>=1تزای  

    tOtr  Δ  ٍ     tOtt    

 * Pn(t +Δt)= Pr{ تاضذEn در  t+Δt Δtًثاضذ}.Pn(t)={  ستن در سهاىیس Pn(t) {Δt + {  در ؼَل یسیسزٍ ٍ یٍرٍدّیچ       

س در فاصلِیك سزٍیٍ  یٍرٍد یك } + Pn+1(t).{ یٍ تذٍى ٍرٍد Δt س در فاصلِیك سزٍی } + 

 Pn-1 (t).{ سیتذٍى سزٍٍ   Δt در یٍرٍدك ی  } + O(Δt){ نیداضتِ تاض یس ٍ ٍرٍدیك سزٍیص اس یكِ ت یحالات }   

                  

═► Pn(t +Δt) = Pn(t).[1- λΔt - μΔt] + Pn+1(t).[µ(Δt)+1- λΔt)] + Pn-1(t)[1- μΔt +λΔt] 

+ O(Δt) 

 

* P0(t+Δt) = P0(t){Δt در یچ ٍرٍدیّ  } +      P1(t){Δt س دریك سزٍیٍ اًجام  یتذٍى ٍرٍد } + O(Δt)        

═► P0(t + Δt) = P0(t).(1- λΔt) + P1(t).(μΔt+1- λΔt) + O(Δt)  ;   n=0 

 

 :  طزٍیا پیل یفزاًسید-فزاًسیهؼادلات د

dPn(t)/dt = -(λ + μ).Pn(t) + μPn+1(t) + λPn-1(t)   ,  dP0(t)/dt = -λP0(t) + λP1(t) 

 

 تاضذ : یه limit dPn(t)/dt = 0كٌذ(  یل هیت هیٌْایتِ سوت ت tكِ  یٌّگاه یؼٌیذار)یدر حالت پا

Pn+1 = (λ/μ + 1)Pn – (λ/μ)Pn-1    ,  

 P1 = (λ/μ)P0    

                          





0

1
n

nP ن :یٍ دار     

 ن:یاتین هؼادلات فَق را تیتَاًست یاگزام اًتمال حالات ّن هیك دیاس ؼز

 

 

 

 

 

tet  )(

0 1 2 n n+1
  

λ λ λ λ 

μ μ μ μ 
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n = 0    :  λP0 = μP1 

n = 1    : (λ + μ)P1 = λP0 + μP2. 

: 

n = n    : (λ + μ)Pn = λPn-1 + μPn+1
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 Global Balanceروش 

تلَاى   یش هل یل ً A={0,1,2,…,n-1}كلل حلالات    یتزان،یجذاگاًِ ًَضتِ ا  یّز حالت یرا كِ تزا یهؼادلات تؼادل

 هؼادل ّن ّستٌذ. Aهجوَػِ  یٍ خزٍج یاى ٍرٍدیگز،جزیجذاگاًِ ًَضت.تِ ػثارت د

λPn-1 = μPn   ای   Pn = ρPn-1    ═════► Pn = ρnP0 

  ٍ اس
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 ییسات كارایمقا

L،LL،ز هتَسػ یالف:هحاسثِ هماد qq

' 

1- N = ستنیتؼذاد افزاد س یز تصادفیهتغ  
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■ ρ = λ/μ  →  L = λ/(μ-λ)    ,  L = ρ + ρ2/(1-ρ) = سیاى در سزٍیهطتز اى در اًتظاریهطتز +   

 

2- Nq = تؼذاد افزاد در صف یز تصادفیهتغ  
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 س،صادق است.یٍ سزٍ یؼات ٍرٍدیصف تك كاًالِ صزف ًظز اس ًَع تَس یستوْایس یتواه یرٍاتػ فَق تزا

 

3  )  qL'ًًثَدُ است. یكِ صف خالیهتَسػ ؼَل صف در سها 

n-1 n

λ 

μ 
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nnqqq PnpnNNEL  

'nP یتوال ضزؼغ احیتَس n ًثَدُ است. یستن تِ ضزغ آًكِ صف خالیًفزدرس 
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 است(  FIFOؼات سهاى اًتظار )تا فزض آًكِ ًظن صفیب( تَس

 1 )qT( زز اس حالت سهاى اًتظار صفیَستِ تِ غیز پیسهاى اًتظار در صف )هتغ یز تصادفیهتغ 

)(tWq سهاى اًتظار در صف ؛ یغ جوؼیتَس   100 0PTP)(W qq 

 

 س آًْا تواًذ:یذ هٌتظز سزٍیستن هطاّذُ كٌذ تایًفز را در س nتِ هحط ٍرٍد  یاگز هطتز

)(WP qn 0    ستن یدر ٍرٍد تِ س  t  سزٍیسل یسهاى تكو 





1n

rq P)t(W 

  n ًفز را هطاّذُ كٌذ   

 

 ن :یام است دار nارلٌگ  یز تصادفیهتغ nتا تَجِ تِ آًكِ جوغ 
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n ستن یًفز در س 
 ستن یًفز در س
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)(

)t(WdtTEW qqq
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2)T  ستنیسهاى اًتظار در س یز تصادفی=هتغ 

=W   ستن یسهاى اًتظار در سهتَسػ، qT ٍسیسهاى سزT= 

)(t ستن یسهاى اًتظار در س یتاتغ چگال 
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 : مثال

ضًَذ  یًفز در ساػت ٍارد ه 5ٌذ پَاسَى تا ًزخ یطگاُ تز ؼثك فزآیك آرایاى یپٌج ضٌثِ هطتز یرٍسّا

 .(ییغ ًوایاًجاهذ)تَس یمِ تِ ؼَل هیدل 11ّز اصلاح .تؽَر هتَسػ 

(a اى هٌتظز چمذر است؟یاى ٍهتَسػ هطتزیهتَسػ تؼذاد هطتز 
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 :اى در اًتظار تاضذ هتَسػ افزاد در اًتؽار استیاگز ٍالؼاً هطتز
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1
6' Lنفر q 

(b ضًَذ؟ یستن هیس سیارد سزٍاى تذٍى اًتظار ٍیچٌذ درصذ هطتز 

  كار است  یطگز تیاٍلات آرا 1/6 یتؼثارت
6

1

6

5
110  P      

                             

(c  یتِ هحط ٍرٍد صٌذل یاى ٍجَد داضتِ تاضذ ، احتوال آًكِ هطتزیهطتز یهحل اًتظار تزا 4اگز 

 ذا ًكٌذ چمذر است؟ یپ یخال
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     سز پا است یطتزك هیدرصذ اس سهاى   40  402.0
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qWWهْن:  كي یًذارًذ ٍ ل یتِ ًظن صف تستگ ,   tWtW q, دارد. ی( تستگ ْاؼات آًی)تَس 

 تل:ی)فرمول(قانون ل

اس هجَْلات  یكیاگز  
qq WWLL  ز تذست آٍرد یس یتَاى اس فزهَلْایِ را هین تمیرا داضتِ تاض,,,
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ز را داضتِ تاضٌذ صادق اسلت  یػ سیستن صف تك كاًالِ كِ ضزایّز س یتل هؼزٍف ّستٌذ ٍ تزایل  یفزهَلْا كِ یِ 

: 

 گزدد. یٌذُ خالیدر آ 1ستن تا احتوال ی( س1

 تِ حال اٍل تزگزدد. ی ي ٍرٍدیس تا اٍلیٍ سزٍ یسن ٍرٍدیضذ هكاً یستن خالی(ّزٍلت س2

3 )L رسذ هحذٍد تاضذ )دٍرُ هطغَل( یه یكاریستن تِ تیكِ س یي دٍرُ ایدر اٍل 

 در در دٍرُ هطغَل هحذٍد است. یهتَال یي دٍ ٍرٍدیي سهاى هاتیاًگیي سهاى اًتظار ٍ هیاًگی(ه4

  یافزهَلْ   411 00 
 PPLL q س اًثاضلتِ  یز سلزٍ یتك كاًالِ غ یتوام صفْا یتزا

صادق است ٍ فزهَل   یا


LWq   5   1 یهذلْا یتٌْا تزا// MM  . صادق است 

 اد :تَاى ًطاى دیش هیرا اثثات كزد ٍ ً 2ٍ3ٍ5تَاى رٍاتػ یه یتؽَر حس
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//1یذیستن تَلیهثال( دٍ س  MM لؽؼلِ در سلاػت ٍ در    11ذ یل سلتن ًلزخ تَل  یي سیذ . در اٍلل یزیرا درًظز تگ

سلتن  یدرهلاُ ٍ س  یپَل احذٍ 111ستن اٍل یس یٌِ ًگْذاریلؽؼِ در ساػت است ّش 21ذ یستن ًزخ تَلیي سیدٍه

ك سلاػت  یل ك لؽؼلِ در  ی یػذد در ساػت است . ًگْذار 8ًزخ ٍرٍد لؽؼات  . اُ استدر ه یپَل احذٍ 181 یدٍه

 یستن التصلاد یساػت كارگاُ هطغَل تكار تاضذ كذام س 211ٌِ درتز خَاّذ داضت اگز در ّزهاُ یّش یپَل احذك ٍی
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 تز خَاّذ تَد یستن اٍل التصادیػذد در ساػت ضَد س 2اگز ًزخ ٍرٍد لؽؼات 

 

كي تٌْا یذ كِ لؽؼات خام تِ تؼذاد لاسم در آى ٍجَد دارد ٍ لیزیز را در ًظز تگیس یذیستن تَلیهثال( س N چز سكیف  

زش یت پذیش تٌْا ظزفیهَجَد است اًثار كارگاُ ً N -1  تؼلذ اس    چز (.سكیات ًصة ضذُ در فچز را دارد )لؽؼسكیف

 .زدیلللگیچز هلللَرد اسلللتفادُ هجلللذد للللزار ه  سلللكیچز تلللاس ضلللذُ ٍ ف سلللكیات لؽؼلللِ اس فیلللاتولللام ػول

 

 سزٍیس دٍهحل صف تا ظزفیت هحذ

 فیكسچز آساد ضذُ

 لؽؼات تكویل

 ضذُ 
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چز، ًزخ ٍرٍد لؽؼلات  سكیف یٍ تذٍى سهاى سَار كزدى ٍ تاس كزدى لؽؼِ اس رٍ  /1سیتا فزض هتَسػ سهاى سزٍ

 ستن خَاّذ تَد:یز(در سیشاى اًتظار )تاخیتل هیستن است تا لاًَى لیلؽؼِ در س N خَاّذ تَد . چَى ّوَارُ  شیً
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ي یاًگیل ٌذ پَرسَى هیكتاتخاًِ ؼثك فزا یذ . اػعایزیك كتاتذار دارد را درًظز تگیكِ فمػ  یػوَه یهثال(كتاتخاًِ ا

كٌلذ   یذگیك ػعلَ رسل  یل  یي كتاتذار تلِ تماظلا  یكطذ تا ایكِ ؼَل ه یطًَذ . هذت سهاًیفز در ساػت ٍارد هً 11

 مِ است .یدل 5ي یاًگیتا ه یتصادف یزیهتغ

aكار است؟یي كتاتذار تی(در چٌذ درصذ اٍلات ا 

bكٌذ چمذر است ؟ یذگیآًْا رس یًفز هٌتظز تاضٌذ تا كتاتذار تِ تماظا 3ٌكِ ی(احتوال ا 

c) كٌذ؟ یذگیاٍ رس یواًذ تا كتاتذار تِ تماظایچِ هذت هٌتظز ه یك هطتزیتِ ؼَر هتَسػ 

dاصلآ هٌتظز ًواًذ چمذر است؟ یك هطتزیٌكِ ی(احتوال ا 

e ك ساػت هٌتظز تواًذ چمذر است؟ی(احتوال آًكِ حذالل 

fفز تاضذ چمذر است ؟ً 5ص اس یًذ تا ًَتت تِ آًْا تزسذ تكتاتخاًِ كِ هٌتظز یِ تؼذاد اػعا(احتوال آًك 
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ایٌذ زف 0;)( ttN  تطكیل یكCTMC ٍ هزگ است تا  هی دّذ كِ حالت خاظ فزایٌذ تَلذλk ,µk   
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 تا جایگذاری هتَالی    
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ضزغ ٍجَد هؼادلات حالت پایذار تمارب سزی 
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 است. 
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i توام  ایتِ اسiتا ایي فزض تِ هؼادلات لثلی هیزسین. تزای . تاضذ ّا هی

ًوایص لذرت  هؼادلات تِ دست آهذُ ، فزض كٌیذ  
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تِ ضَددر ایي حالت سزی هَرد ًظز ها  تثذیل هی
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تِ اسای تواهی همادیز هحذٍد   دارین:  /
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 تَدى است. تٌْا ضزغ 

یك تَسیغ پَاسَى تا پاراهتز  Pnراتؽِ  است.  /

 

 هذلْای تیطتزی اس صف تساسین. تذیي ؼزیك هیتَاى

 



 ّای هاسکَفی سیستناداهِ   ًْنجلسِ 

 1 

//1دس اداهِ سیستن  MM ،يٌذ آشف 0;)( ttN  تشکیل يک سا دس ًظش تگیشيذ. ايي فشآيٌذ

CTMC يٌذ تَلذ ٍ هشگ تاآدّذ کِ حالت خاص فش هی kk  تِ  هعادلات پیششٍ ٍ پسشٍ. است ,

 يش است:صصَست 
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  خَاّین داشت: ذاسدس حالت پاي
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 تَاى ًَشت: تٌاتشايي هی
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     خَاّین داشت: هتَالی ّای تا جايگزاسیّوچٌیي 
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  :ششط ٍجَد هعادلات حالت پايذاس تقاسب سشی تزکش
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 ّای هاسکَفی سیستناداهِ   ًْنجلسِ 
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//1دس هذل MM، توام  ایتِ اصi ًشخ ٍسٍد ٍ خشٍج تِ تشتیة ّا  
i  ٍ 

i تا . تاشذهی

سسین. تشای ًوايش قذست هعادلات تِ دست آهذُ، فشض کٌیذ ايي فشض تِ هعادلات قثلی هی
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  :تِدس ايي حالت سشی هَسد ًظش ها  تزکش 













1 !n

n

n





 .شَدتثذيل هی 

 

تِ اصای تواهی هقاديش هحذٍد اص طشفی 
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  ششط تزکش: تٌْا ساتطٍِ  تَدى است nP  يک تَصيع پَاسَى تا پاساهتش


  .تذيي است

 ّای تیشتشی اص صف تساصين. ذله تَاى طشيق هی

 

 

 



 ّای هاسکَفی سیستناداهِ   ًْنجلسِ 
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KMM( 1هاي داراي بريدگي ظرفيت سيستم محدود باشد )صف. 5 /1// 

. تا ظشفیت سیستن هحذٍد تاشذ يا صف داسای تشيذگی تاشذسٍد کِ  کاس هی ايي سیستن صهاًی تِ

ٍسٍد تِ سیستن ًفش هجاص تِ  Kحذاکثش تعذاد يعٌی ًقطِ تشيذگی است ) K تَجِ تِ شکل صيش،

 .ّستٌذ(

 

 . کِ دس ريل ًشاى دادُ شذُ است حالت ٍجَد داسد 1nتٌاتشايي 
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1) ًفش دس سیستن ّستٌذ 1k تا ٍقتی kn)عادلات حالت ، ه/1// MM   صااد  اسات. دس

knحالت   کِ يک ًفش ٍاسد شَد، صفش است. احتوال ايي 
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 دس اداهِ خَاّین داشت:
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Finite System Capacity Queues with Truncation  
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 ّای هاسکَفی سیستناداهِ   ًْنجلسِ 
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0PP: کِ اص هذل قثلی هی داًین
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  1)تشای kn) اص ساتطِ ، تٌاتشاييkP  ُهشاّذ
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  تِ اصایkn  تِ عثاستی داسين:ًیض صاد  است ، 
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 ّای فَ  داسين: تا ًَجِ تِ فشهَل
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KMM مقياسات کارايي در حالت. 6 /1// 

 شَد: تشای هحاسثِ طَل صف دس ايي حالت اص فشهَل ريل استفادُ هی
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 کاًالِ صاد  است. ّای تک تشای توام صف 

 



 ّای هاسکَفی سیستناداهِ   ًْنجلسِ 
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 2اًاذ  تشای هحاسثِ هیاًگیي صهاى اًتظاس تايذ هیاًگیي ًشخ هشاتشياًی کاِ عواا ٍاسد سیساتن شاذُ     

()() .تٌاتشايي داسين: سا تذست آٍسين  

)1( kP   

 کٌذ. صذ  هیًیض ط کِ تشاساس فشهَل لیتل تذست آٍسدين تا دس ايي حالت تواهی سٍات
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ي کٌٌذ. دس ايا  : فشض کٌیذ هشتشياى ٍقتی صٌذلی خالی ًثاشذ، سیستن سا تشک هیمثال آرايشگاه

حالت هیاًگیي اًذاصُ سیستن، هیاًگیي طَل صف ٍ هتَسط صهاى اًتظااس تاشای ساشٍي  ٍ هتَساط     

 شًَذ سا هحاسثِ کٌیذ: دستِ اص هشتشياًی کِ ٍاسد آسايشگاُ هی صهاى صشف شذُ دس سیستن تشای آى
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WLاص  Wتشای هحاسثِ  .استفادُ هی شَد 

)1( kP   
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Effective Arrival Rate 



 ّای هاسکَفی سیستناداهِ   ًْنجلسِ 
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 Pk  دس ساعت 

438.0
5.4

97.1






L
W       دقیقِ 3/66

 

 ًفاش  4اٍل تاياذ احتواال   ، سًٍذ طَس هتَسط چٌذ ًفش اص هشتشياى اص دست هیِ اگش تخَاّین تذاًین ت

دسات آٍسيان. باشب اياي احتواال دس      ِ سا ٌّگاام ٍسٍد تا   (ًفاش دس سیساتن   5ياا  )دس صف  هشتشی

شًَذ. دّذ کِ ٍاسد آسايشگاُ پش هی هتَسط هشتشياًی سا هی 

55)1.0(5.0هشتشی دس ساعت )ًفش دس ساعت(  P 

 ساعت اص دست هی سٍد. 6هشتشی دس ّش  1تٌاتشايي 

 

NMMهشکض هاشیي کاسی تَسط  ساصی يک : تا هذلمثال تاَاى   ( های  ٍ)پاساهتشّاای   //1/

ّضيٌِ عولیاتی شذى سیستن  Cکٌذ هحاسثِ کشد. اگش  ًشخ سشٍيسی کِ حذاکثش سَد سا ايجاد هی

 سَد حاصل اص ّش قطعِ تاشذ، داسين: qٍ تاشذ تا ًشخ 

 

 = ًشخ تَلیذ هشکض هاشیي کاسی
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 (سَد حاصل اص تَلیذ دس ٍاحذ صهاى )ٍاحذ صهاى )(

 

  :گیشی اص ساتطِ  تا هشتقتزکشP  ًِسثت تآيذ. ، هقذاس تْیٌِ تذست هی 



 ّبی هبسکَفی سیستناداهِ   دّن جلسِ

 1 

  1سرييس يابستٍ بٍ حبلت. 1

ثِ تؼذاد افشاد دس سیستن )حبلت سیستن( ثستگی  دّی هیبًگیي سشٍیسدّی،  دس ایي ًَع سشٍیس

تب  ثِ ػٌَاى هثبل گیشین داسای دٍ هیبًگیي ًشخ )کٌذ ٍ سشیغ( است. هذلی کِ دس ًظش هی داسد.

 سیستن ایي ًمكِپس اص  ٍ ٌذک ثب ًشخ کٌذ کبس هی ، سیستنًفش دس سیستن ٍجَد داسًذ  Kکِ  ٍلتی

 (. =سَىپَاتَصیغ ًشخ ٍسٍدی ثشاسبس ) ضَد ثِ ًشخ سشیؼص هٌتمل هی
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  :فشهَل تزکش


1 qWW  صیشا  .غبدق ًیستدس ایي حبلت ًِمكِ اًتمبل حبلت  ثستگی ث

تَاى ًَضت:  هی qLیتل ٍ فشهَللثشاسبس فشهَل  ثٌبثشایي سیستن داسد


P
WW q




1. 

 ّوچٌیي داسین:

P


1


  هتَسف ًشخ سشٍیس 

                                                 
1

State-Dependent service 
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ذ. دّ سشٍیس هی FIFO اط ضستطَی اتَهجیل دس سٍص ضٌجِ هطتشیبى سا ثشاسبسسیك گب مثبل:

دلیمِ ٍ دس سشػت  04کٌذ دس سشػت پبییي ثِ قَس هتَسف  هبضیي ضستطَ دس دٍ سشػت کبس هی

گیشد دٍثبسُ  کِ اًتمبل سشػت غَست هی دلیمِ ٍلت لاصم است. ثِ هحؽ ایي 04ثبلا ثِ قَس هتَسف 

ّبی  پَاسَى ثب هتَسف صهبى هبثیي ٍسٍدی یٌذآفش ضَد. هطتشیبى ثش قجك فشؼ هی یتَصیغ ًوبی

 ًظش هذیشاى گبساط است: ضًَذ. دٍ سیبست صیش هذ دلیمِ ٍاسد هی 04الی هتَ

اًتمبل ثِ سشػت ثبلا اگش ّش تؼذاد هطتشی دس حبل اًتظبس ٍجَد داضتِ ثبضذ )دٍ ًفش یب ثیطتش دس  (1)

 .سیستن ثبضٌذ(

اًتمبل ثِ سشػت ثبلا تٌْب هَلؼی کِ ثیطتش اص یك هطتشی دس حبل اًتظبس ثبضٌذ )سِ ًفش ثیطتش  (0)

تَاى سشػت سا تغییش داد )حتی اگش دس حبل کبس ثبضذ( ثدس ّش لحظِ  . اگشسیستن ثبضٌذ( دس

 هتَسف صهبى اًتظبس دس تحت دٍ سیبست چِ همذاس است؟

 حل(

8996.213.0
3/21

)3/4(3/2

3/41

)3/4(1
3

72
30/1

4.2

4.2
)3/1(

])3/2(2)[3/4)(3/2(

)3/1(

)]3/4(2)3/4(1[3/4
2.0

2.05/1
)3/2(1

)3/4)(3/2(

3/41

)3/4(1
2

1
3

2

20/1

30/1

3

4

40/1

30/1

1
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 ،دلیمِ( 11دّذ ) تغییش صیبدی دس صهبى اًتظبس ًوی  K=3ضَد اًتمبل ثِ سشػت ثبلاتش دس  هطبّذُ هی

تَهبى ّضیٌِ ٍ  5کِ سشػت ثبلاتش ّضیٌِ ثیطتشی داسد. اگش ّش سبػت کبس دس سشػت پبئیي  دس حبلی

 خَاّذ ثَد:  Kتَهبى ّضیٌِ داضتِ ثبضذ , اسصش اًتظبسی ّضیٌِ ثب اًتمبل سشػت دس  8دس سشػت ثبلا 
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72.5])3/4(3/41)(13.0(1
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//1سيستم . 2 MM 2بب قرارداد جىبي سبخت 

دّی ثشای ثخطی اص هطتشیبى سا ثِ ثیشٍى اص  یٌذ سشٍیسآ، فشضَد کبسی صیبد هی ت ٍلتی ثبساغل

کٌٌذ. استفبدُ اص لشاسدادّبی جٌجی سبخت ٍ لجَل ًکشدى تؼذادی اص هطتشیبى ثِ  سیستن هٌتمل هی

( غیشُهیضاى ثبس کبسی )هذت صهبًی کِ یك لكؼِ اص سیستن ػجَس هی کٌذ ٍ یب تؼذاد لكؼبت ٍ 

 ی داسد.ثستگ

ضًَذ. ًشخ ٍسٍد  هبضیي هی ٍاسد یك سیستن تَلیذی تك 0ٍ  1فشؼ کٌیذ دٍ ًَع لكؼِ مثبل: 

پَاسَى است. هتَسف صهبى سشٍیس ّش کذام اص لكؼبت ثش اسبس تَصیغ ٍ  لكؼبت 


است  1

ّوَاسُ  1ثبضذ. لكؼبت ًَع  1ى است کِ یك لكؼِ ٍسٍدی اص ًَع احتوبل آ )تَصیغ ًوبیی(. 

ضًَذ ٍ لیکي ثستِ ثِ تؼذاد کل لكؼبت سیستن، لكؼبت ًَع دٍم هوکي است سد ضًَذ.  پزیشفتِ هی

پزیشین. لكؼبت پزیشفتِ  یب ثیطتش ضَد، لكؼبت ًَع دٍم سا ًوی Nاگش تؼذاد کل لكؼبت سیستن 

 ضًَذ. هی پشداصش FIFOشتیت ضذُ ثِ ت

ثبضذ ٍ چَى  هبسکَفی است. حبلت سیستن کل لكؼبت داخل سیستن هی فشآیٌذسیستن فَق یك 

تَصیغ  kPاگشّوچٌیي  ّش دٍ ًَع لكؼِ یکسبى است، ًَع کلاس هْن ًخَاّذ ثَد. فشآیٌذصهبى 

دلِ تؼبدل کلی ثشای هجوَػِ لكؼِ دس سیستن ثبضٌذ(، هؼب kام ثبضذ ) kتؼبدل حبلت 

حبلات k...,,1,0  :خَاّذ ثَد 

NkPP kk   01  

                                                 
2

Sub Contracting 
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NkPP kk  1  

ثب تؼشیف 



  :خَاّین داضت 

NkPP k

k  00  

0)( 0  kPP kN

kN   

کشدى احتوبلات  سبصی ثب کوك هؼبدلِ ًشهبل





0
1

k kP :داسین 
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  :ّبی تَلیذی، تشیي هؼیبسّبی کبسایی ایي ًَع سیستن یکی اص هْنتزکشrejP  یب دسغذی اص لكؼبت

)(ضًَذ.  ًَع دٍم است کِ ٍاسد سیستن ًوی 1SE ٍ)( 2SE کبسّبی دٍ  لبهتهبى اص ًیض هیبًگیي

  ثبضٌذ. ًَع لكؼِ هی

 :خَاّین داضت PASTAثب استفبدُ اص لبًَى 
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  :ى ثب هیبًگیي صهب 0تَجِ داضتِ ثبضیذ کِ هیبًگیي صهبى البهت یك کبس دلخَاُ اص ًَع تزکش

 کٌذ؛ دٍهی هیبًگیي ضشقی است کِ ٍاسد سیستن ضذُ است فشق هی 0البهت یك کبس ًَع 

()accepted( |2SE) : 

)accepted()1(0)( |22 SEPPSE rejrej   

خَاّذ ثَد  1k ٍگشدد، داسای تَصیغ اسلٌگ ثب پبساهتشّبی ّوچٌیي کبسی کِ ٍاسد سیستن هی

 هطتشی دس سیستن ثَدُ ثبضٌذ. kش دس ٌّگبم ٍسٍد اگ

 

  ِاگش سیستوی داضتِ ثبضین کِ چٌبًچِ تؼذاد کبسّبی سیستن اص  :1ًکتN سشػت ، ثیطتش گشدد

))1ثِ هبضیي اص  اگش تؼذاد کبسّبی سیستن اص ّوچٌیي ٍ  ،افضایص یبثذN  ،کوتش ثبضذ

 هبسکَف حبغل ضجیِ لشاسداد جٌجی است. فشآیٌذثشگشدد،   ثِ

  ِدس هثبل فَق ًشخ اًتمبل اص حبلت :0ًکتi ثِ خَدi ثستگی داسد. ًشخ ٍسٍد ثِ حبلتi  ثِ اصاء

Ni  ثشاثش است ٍ اگشNi  ثبضذ، ایي ًشخ   است. هذل حبغل یك حبلت خبظ اص

ثِ  iٍ سفتي اص حبلت  1i ،iثِ  iهشگ است کِ دس آى ًشخ سفتي اص حبلت  -تَلذ فشآیٌذ

1i،i  ثِ غَست ریل است. هی تَاى هطبّذُ کشد کِ ثشای ایي سیستن احتوبلات تؼبدل

 خَاٌّذ ثَد:

0

0








i

j

j

i
i




  

10 فشهَل ثبلاکِ دس   ٍ ًیض داسین: است 

1
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//1سيستم . 3 MM بىدي بيه کبرَب بب ايلًيت 

 فشآیٌذثش اسبس  1 ٍ 2ثب ًشخْبی ثِ تشتیت کبسّب ٍجَد داسًذ کِ اص 0 ٍ 1فشؼ کٌیذ دٍ ًَع 

ی ثب هیبًگیيّوِ لكؼبت ًوبی فشآیٌذضًَذ. تَصیغ صهبى  پَاسَى ٍاسد یك سیستن هی


است ٍ  1

 ثِ غَست ریل ثبضذ: امiکٌین کِ ًشخ اضتغبل ًبضی اص کبس ًَع  فشؼ هی

      





i

i   ;121    

لت سا دس ًظش ثبضٌذ. دٍ حب داسای تمذم هی 0ًسجت ثِ ًَع  1کبسّبی ًَع کٌین  ّوچٌیي فشؼ هی

 هی گیشین:

 

  3: تمذم ثب ثشیذگی ٍ اص سشگیشی هجذد کبس لكغ ضذ1ُحبلت.   

ثبضین ٍ کبسی اص ًَع  0دّی ثِ کبس ًَع  داسد، یؼٌی اگش دس حبل سشٍیس 0تمذم هكلك ثش کبس  1کبس 

هٌتظش  ، کبس دٍمٍجَد داسد 1کبس ًَع  کِ اص  هیاٍاسد ضَد، ثلافبغلِ کبس ًَع دٍم لكغ ضذُ ٍ هبد 1

ای کِ کبس ًَع دٍم لكغ ضذُ ثَد هجذداً اص سش گشفتِ  ًجَد اص ًمكِ 1هبًذ. ّشگبُ دیگش کبس ًَع  هی

 ضَد: هی

iLتؼذاد لكؼبت ًَع =iام 

iSًَع 4= صهبى البهتi ام 

 داسین:  ،ٍجَد ًذاسد 0، ًَع 1 چَى ثشای لكؼِ ًَع

1

1
1

1
)(






LE   ٍ

1

1

1

1

)(





SE  

  :ّب ًذاسد )چَى ثذٍى حبفظِ  ضذى آىپشداصش کل تؼذاد کبسّبی سیستن ثستگی ثِ تشتیت تزکش

 ضًَذ: پطت سش ّن اجشا هی 0ٍ  1است(، دس ًتیجِ فشؼ هی کٌین کبسّبی ًَع 

                                                 
3

Preemptive-Resume 
4

Throughput Time 
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 LELE  

 جبیگضیٌی داسین: ثب

)1)(1(1)(1
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211

2

1

1

21

21
2






















LE  

 

 ٍ ثب لبًَى لیتل داسین:

)1)(1(
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2112
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2.01اقلاػبت صیش اص یك سیستن غف دس دست است:  مثبل:   ،6.02   ٍ1دس ایي  .  اگش

 داسین:خش ػول کٌین أثذٍى تمذم ٍ ت سیستن

5
8.01

1
)( 


sE  

 :خَاّین داضتداضتِ ثبضذ  0تمذم هكلك ًسجت ثِ کبس ًَع  1اگش کبس ًَع 

25.6
)8.01)(2.01(

1
)(,25.1

2.01

1
)( 21 





 SESE  

 

  سیبست ثذٍى ثشیذگی2حبلت :. 

کِ دس غَست هطبّذُ یك کبس  یؼٌی ایي ،داضتِ ثبضذ 0ثش کبس  ثشتشی تمشیجبً هكلك 1اگش کبس ًَع 

 کٌذ تب آى ثِ اتوبم ثشسذ، خَاّین داضت:دس سشٍیس غجش  0ًَع 






111
)()( 211  LESE       (1)      
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هشثَـ ثِ صهبى سشٍیس لكؼِ ًَع دٍم است کِ دس حبلت سشٍیس تَسف  ساثكِ فَق هؤلفِ سَم دس

دٍم  دسغذی اص اٍلبت است کِ سیستن ثِ سشٍیس لكؼِ ًَع 2ضَد. یك هطتشی ًَع اٍل دیذُ هی

 حبل ثب کوك لبًَى لیتل داسین:  (.PASTAیبثذ )هكبثك  اختػبظ هی

)()( 111 SELE          (0)     

 ( داسین:1( دس )0)ساثكِ  ثب لشاس دادى

1

12
1

1

2

1

1

)1(
)(,

1

1

)(
























 

 LESE  

ساثكِ  ثب کوك
21

21
21

1
)()(








 LELE  :خَاّین داضت 

)1)(1(

))1(1(
)(

211

2211
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LE  

 ى لیتل داسین:ثب لبًَدس اداهِ 

)1)(1(

))1(1(
)(

211

211
2








SE  

 

2.01اگش داضتِ ثبضین:  مثبل:  ،6.02   ٍ1ِتَاى ًَضت دس ایي حبلت هی .  دس ًتیج: 

6
)8.01)(2.01(

)8.01(2.01
)( 2 




SE,2

2.01

6.01
)( 1 




SE 

 

//1يک سيستم . 4 MM 5تًليد براي اوببر  

تشی داسین ٍ لیکي  صهبى تحَیل کَتبُ Make-to-Orderًسجت ثِ  Make-to-Stockّبی  دس سیستن

1ًشخ تمبؾب است ) ًشخ تَلیذ ٍ   ّضیٌِ اًجبس ثیطتشی خَاّین داضت.



 ثش اسبس . )

کٌین. فشؼ ثشآى  ًشسیذُ است، تَلیذ هی  Sکِ سكح هَجَدی ّب ثِ هبداهی  base-stockسیبست 

                                                 
5

Production-to-Stock 
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هیي أخیش تأضَد )یؼٌی ثب ت قَس کبهل ػمت افتبدُ هیِ است دس هَالغ کوجَد هَجَدی، سفبسضبت ث

 دٍ ًَع ّضیٌِ داسین: ضَد(. هی

h  ٍ ّضیٌِ ًگْذاسی ٍاحذ کبلا دس ٍاحذ صهبىb  کبلا دس ٍاحذ صهبى  ٍاحذ یك ّضیٌِ ػمت افتبدى

ّستین کِ حذالل ّضیٌِ هیبًگیي دس ٍاحذ صهبى سا ایجبد کٌذ. حبلت سیستن    Sدًجبل یك ِ است. ث

ضَد. ثٌبثشایي هجوَػِ  ثب تؼذاد اللام هَجَدی هٌْبی تؼذاد سفبسضبت ػمت افتبدُ هطخع هی

ثِ غَست ریل  خَاٌّذ ثَد. دیبگشام جشیبى سیستن {… ,S, S-1, …, 1, 0, -1} هوکي حبلات

                                                                                        خَاّذ ثَد:       

                                                                                                          

   




1 0 -1





             

S S-1





 

                               

nP  سا احتوبل تؼبدل لشاس گشفتي سِستن دس حبلتn .ثب تَجِ ثِ تطبثِ سیستن فَق ثب  هی ًبهین

1// MM :ثلافبغلِ داسین 

  ,2,1,;)1(   SSSnP nS

n   

ثذست تَاًین  هیٍ سفبسضبت ػمت افتبدُ سا  احتوبلات تَصیغ تؼذاد لكؼبت دس اًجبسثب کوك ایي 

 آٍسین:   هی

  S

n

nPIP  






0

)0(                                                                                   

SnPnIP nS

n ...,,2,1;)1()(                                                       

1

0

1)0( 



  S
S

n

nPBP   

  ...,,...,2,1;)1()( SnPnBP nS

n  

  

 خَاٌّذ ثَد:ثِ غَست صیش دس ًتیجِ همبدیش هیبًگیي 
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,)1(
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)( SSIE 

















1
)(

1S

BE                                                         

 است ثب:هیبًگیي ّضیٌِ دس ٍاحذ صهبى ثشاثش ّوچٌیي ٍ 

 bBEhIECE  )()()(                                                    

  :0 ثب ضشٍع اصتزکشS  ٍ1S ٍ  ُهمذاس تَاى حذالل هیغیش)(CE دست آٍسد ِ سا ث

 هحذة است(. CE)(صیشا)

 ًفؿبی حبلت سیستن هحذٍد  ،کتِ: اگش فشٍش اص دست سفتِ ثِ جبی فشٍش هؼَلِ داضتِ ثبضین

 ضَد. هی } {S, S-1, …, 0  ثِ

 

 (s, S)َبي مًجًدي بب سيبست  مدل. 5

ًیض سٍی خَاّذ داد. دس ایي هَالغ  Kاغلت اگش هحػَل جذیذی تَلیذ ضَد یك ّضیٌِ آهبدُ سبصی 

ّبی کَچك ٍ ّضیٌِ صیبد داسد( ثلکِ اص  سسذ )چَى اًجبضتِ ًوی هؼمَل ثِ ًظش base-stockسیبست 

ٍاحذ سسیذ  sثِ ایي هؼٌی کِ اگش تؼذاد اللام هَجَدی اًجبس ثِ صیش  .ضَد استفبدُ هی (s, S)سیبست 

ثبضذ  s=S-1یبثذ. تَجِ داضتِ ثبضیذ اگش  ثشسذ اداهِ هی Sکِ ثِ سكح   تَلیذ آى ضشٍع ٍ تب صهبًی

 ثِ سیبست لجل خَاّذ ثَد.هطب (s, S)سیبست 

ثبضذ. اهب   ػمت افتبدُ هیسفبسضبت ّبی سیستن تؼذاد اللام هَجَدی هٌْبی تؼذاد  حبلتثبس دیگش 

 nاگش  کوتش ضذُ است یب خیش، تب ثتَاى تَلیذ سا آغبص کشد. sثبیذ هطخع کٌین آیب تؼذاداللام اص 

 nگَئین ٍ اگش  nذ، سیستن سا دس حبلت لكؼِ دس اًجبس ٍجَد داضتِ ثبضذ ٍ هبضیي دس حبل تَلیذ ثبض

کل حبلات هوکي  گَئین. n*لكؼِ دس اًجبس ثبضذ ٍ دستگبُ دس حبل کبس ًجبضذ سیستن سا دس حبلت 

 :  ثَدخَاّذ ثِ غَست صیش سیستن 

})1(...,,{...},1,0,1...,,2,1{ **  SSSS   
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 ًَضت: غَست صیشِ تَاى هؼبدلات تؼبدل سا ث ضکل هی اص سٍی
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  :تزکشD دس اداهِ آیذ.  کشدى احتوبلات ثذست هی سبصی ثبثت است ٍ اص هؼبدلِ ًشهبلیك همذاس

                      داسین:
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 ثبضذ. سا ثذّذ، سبدُ ًوی E(C) همذاس کِ حذالل (s, S) دس ایي حبلت یبفتي

 

 َبي َمراٌ بب شکست مبشيه آلات  صف. 6

 .فشؼ ثش آى است کِ سشٍیس دٌّذگبى ّویطِ لبدس ثِ کبس ّستٌذ ،دس حبلت کلاسیك تئَسی غف

ٍ ثْتش است هؼیبسّبی کبسایی تحت ثَدُ ّب اهشی ػبدی  یشات دستگبُوٍلیکي دس هحیف تَلیذی تؼ

//1 دس ایي ثخص یك سیستن. ایي ضشایف ثذست آیٌذ MM  ٌّذُ دس کِ سشٍیس د ایيفشؼ  ثب سا

  .گیشین دس ًظش هی هؼشؼ ضکست ٍ خشاثی است

 

*s 

*1s 
 

  

  

 

 

*2s *1s 

1s 1s 2s 

s 1s 2s 
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 ٍفرمًلٍ کردن مسئل: 

 .ضًَذ سشٍیس هی ٍاسد ٍ ثب ًشخ  فشؼ کٌیذ یك هشکض سبخت ٍجَد داسد کِ هَاد خبم ثب ًشخ 

صهبى تؼویش ًیض ًوبیی  .دس هؼشؼ خشاثی لشاس داسد fدستگبُ تَلیذی ثش اسبس تَصیغ ًوبیی ثب ًشخ

ّبی تؼویش  ّبی ضکست ٍ صهبى صهبى ،ّبی هبثیي ٍسٍد سشٍیس صهبى .ضَد فشؼ هی rثب پبساهتش

 فشؾیبت صیش دس ًظش گشفتِ ضذُ است: .ثبضٌذ ّوگی هستمل اص ّن هی

 .دّذ ی سٍی ًویٌّگبهیکِ هبضیي تحت تؼویش است  ّیچگًَِ ضکست .1

دّذ ثِ هحؽ ٍلَع  آلات چِ دس ٌّگبم ثیکبسی ٍ چِ دس ٌّگبم سشٍیس سٍی هی ضکست هبضیي .0

دّی ثِ لكؼِ ثِ دٍ غَست صیش پس اص تؼویش دستگبُ اداهِ  ضکست دستگبُ هتَلف ٍ سشٍیس

 خَاّذ یبفت:

 Resume) RRS  (Pre-emptive: ِیبثذ ای کِ سشٍیس لكغ ضذُ ثَد اداهِ هی اص ّوبى ًمك. 

 RRT (Pre-emptive repeat): گشدد سشٍیس اص اثتذا ثش سٍی لكؼِ جذیذی آغبص هی.   

 

 آوبليز حبلت پبيدار: 

فشؼ کٌیذ پشٍسِ احتوبلی  دّذ. سٍی هی PRSفشؼ ثش آى است کِ حبلت دس ضشایف ثبلا، 

 0:)(),( ttYtX کِ دسآى  گش حبلت سیستن ثبضذ ًوبیبى)(tX دٌّذُ ٍ حبلت سشٍیس)(tY 

)(1ثبضٌذ.  tتؼذاد هطتشیبى داخل سیستن دس لحظِ tX حبلت آهبدُ سشٍیس دادى  گش ًوبیبى

ٍ0)( tX کِ سیستن دس حبلت  بل آىاحتو گش حبلت تحت تؼویش ثَدى دستگبُ است. ًوبیبى

1,0i  ٍ...,2,1,0j سا ثب  ثبضذ),( ji  ت سیستن سا ضکل صیش دیبگشام حبلا دّین. هیًطبى

 دّذ: ًطبى هی
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 هؼبدلات تؼبدل سیستن ػجبستٌذ اص:
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              ثػَست: ZGi)(ثب تؼشیف تَاثغ هَلذ 
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 ثٌذین: جوغ هی jؾشة ٍثشسٍی jZدٍ قشف سٍاثف تؼبدل سا دس
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 داسین: 1,0i سبصی ثشای پس اص سبدُ

 

 







)0,1()1()()()1()1(

0)()()1(

01

10

zzrzGzGfzzzz

zfGzGrz




  































rzrfzz

f
ZG

rzrfzz

zr
ZG

)()1)((

)0,1(
)(

)()1)((

)0,1()]1([
)(

0

1

  

  



 
..... 11 

11 

11 1K

 1K

 

 

f

 

r
 


 



 


 

f

 


 



 

r
 



 


 f r

11 



 ّبی هبسکَفی سیستناداهِ   دّن جلسِ

 14 

)1()1(1اص ساثكِ )0,1(ثشای هحبسجِ دس اداهِ  10 GG  کٌین: استفبدُ هی 
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)()()(ثٌبثشایي تبثغ هَلذ 
10
 GGG  ثشاسبس  ٍ  ٍf   ٍr  ٍ لبثل هحبسجِ است

 تَاى حسبة ًوَد: همبدیش هتَسف سا هی
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 آیذ: ثذست هی تلیل همذاس صهبى اًتظبس )هیبًگیي( دس سیستن ًیض اص لبًَى
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 ثشاسبس ایي هؼبدلات ضشایف پبیذاس ثَدى سیستن لبثل التجبس است:
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 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 1 

1 .CMM   1هاي موازي هستند هايي كه داراي كانال صف //

ٚ  ٔٛاخٟیٓ ٔشي -پشٚسٝ تِٛذتا  دٞي، ٖ سشٚیسدٕٛ٘ایي ت ٚ ٞا ٚسٚدی تٛصیغ تٝ ػّت پٛاسٖٛ تٛدٖ 

n ٚتٕاْ ٔمادیش ٕٔىٗ وٝ  
n

اص فشَٔٛ تٛا٘یٓ  ٔيِزا ٚ ضٛد  سا ضأُ ٔي 
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ٔیاٍ٘یٗ ٘شخ تشای ٔحاسثٝ  .ٕ٘اییٓسا ٘یض ٔطخع  iِٚیىٗ لثُ اص آٖ تایذ  .استفادٜ وٙیٓ

 دس ایٗ سیستٓ داسیٓ: دٞي سشٚیس

  اٌش تیص اصc وٙٙذٜ  ا٘ذ ٚ ٞش سشٚیس تٕاْ سشٚیس دٞٙذٌاٖ ٔطغَٛ ،ٔطتشی دس سیستٓ تاضذ

 است. cتٙاتشایٗ ٔیاٍ٘یٗ ٘شخ خشٚخي  . وٙذ واس ٔي تا ٘شخ 

  اٌش تؼذاد افشاد سیستٓ اصc  وٕتش تاضذ(cn ) ، دس ایٗ غٛست تٟٙاn   تا اصc وٙٙذٜ  سشٚیس

 است. nا٘ذ ٚ ٔیاٍ٘یٗ ٘شخ  ٔطغَٛ
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  حاِت داسیٓ:دٚ ٘یض  Pnٔحاسثٝ تٙاتشایٗ تشای 
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 داسیٓ: 0Pٔحاسثٝ ٕٞچٙیٗ تشای 
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 دس ادأٝ خٛاٞیٓ داضت:

                                                 
1

Queues with Parallel channels 



 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 2 
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یا ) 1ضشط تماسب دس  ٘ظش ٌشفتٗ تا دس ٟ٘ایت  C)  یداس:ٓ 
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 كارايي  هاي محاسبه مقياس. 2

 ذ:یآ ئست ذت Lیٓ وٝ سادٜ تش اص آٚس ئسا تذست  Lqذا اتت
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 :دٚ ساٜ داسیٓ Lتشای یافتٗ 
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 :خٛاٞیٓ داضت تش تشاساس فشَٔٛ ِیتُ ا سٚش سادٜت ٚ 

                  WL   
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 wW q 



 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 3 
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 است )اِٚیٗ ٚسٚدی اِٚیٗ ٘فش ٚسٚدی تٝ سشٚیس )٘ٝ خشٚج( است(  FIFOسیستٓ غف ٘ظٓ ٔدذداً
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 صٔاٖ ا٘تظاس داسیٓ: تشای ٔؼیاسدس ضٕٗ 
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p تؼذاد افشاد سیستٓ وٕتش یا ٔساٚی[ = C-1 ٘فش تاضذ]Pr = 0)0(  TpW qrq 

t=0     pتشای                                                         
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)0(wP qn   ٚسٚدی[n  ٓٔطاٞذٜ وٙذ٘فش سا دس سیستt  صٔاٖ تىٕیُ سشٚیس n-c+1   ]٘فش
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rq ptW )(  

)(٘فش   nاص  cn   c   ٚ ٘فش دس سشٚیس ٞستٙذn-c ٚتایذ ٔٙتظش اتٕاْ سشٚیس  َ٘فش دس غف اn-c 

 آیذ( تذست ٔي  n-c+1 ٛعًٙ ِ٘٘فش خّٛی خٛد ٚ یه ٘فش دس حاَ سشٚیس تاضذ. )تشاساس اس
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 تشای تٕاْ ٔؼادلات  ریُ ساتغٝزوش: تM/M/C :ٔؼتثش است 
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عٛس ٔتٛسظ ٝ وٙٙذ. یه آصٔایص چطٓ ت دس یه وّیٙیه چطٓ پضضىي سٝ ٔتخػع واس ٔي مثال:

ضٛ٘ذ )تش عثك پشٚسة  ٘فش دس ساػت ٚاسد ٔي 6عٛس ٔیاٍ٘یٗ ٝ وطذ. تیٕاساٖ ت دلیمٝ عَٛ ٔي 02

وطٙذ؟ ٔتٛسظ صٔا٘ي وٝ یه تیٕاس دس وّیٙیه غشف  ٛسظ چٙذ ٘فش ا٘تظاس ٔيعٛس ٔتٝ پٛاسٖٛ(. ت



 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 4 

وٝ یه  )احتٕاَ ایٗ وٙذ چمذس است؟ ٔتٛسظ دسغذ صٔا٘ي وٝ ٞشیه اص دوتشٞا تیىاس ٞستٙذ ٔي

 وٝ حذالُ یه دوتش تیىاس تاضذ چمذس است؟ دوتش تیىاس تاضذ( چمذس است؟ احتٕاَ ایٗ

 :حل

3c    6   2 ساػت / ٘فش 3 = دلیم02ٝ/ ٘فش1   ساػت/٘فش 



r   

1
3

2


c

r

c


 

  
 
  


























.min28
27

13
9

8

9

1

23!3

23

!2

2
21

1
32

0

hrW

L
P

q

 

 

 :داسیٓ تا فشؼ ا٘تخاب تػادفي دوتشٞا دس ٍٞٙأي وٝ تیص اص یه دوتش تیىاس است

 

Pr { تیىاس تاضذ وٙٙذٜ سشٚیس } =
3

1

3

1

3

2

3

3
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PPP  

 

 

تٙاتشایٗ احتٕاَ تیىاسی
3

خٛد، تیٕاسی تشای  اٚلاتیه سْٛ اص دس  ،یا تٝ ػثاستي یه دوتش . است 1

تشای احتٕاَ فٛق ػثاست وّي  ٔؼایٙٝ ٘ذاسد.



 11

c
 M/M/Cٚخٛد داسد وٝ تشای ٔذِٟای  

 غادق است.

  :دٞٙذٜ تیىاس تاضذ  وٝ حذالُ یه سشٚیس احتٕاَ ایٗتزوش1  ٝ٘ثٛدٜ تّى




1

0

c

n

nP  .است 

تشای ٔثاَ فٛق داسیٓ: 
9

5
210  PPP ٖحذالُ یىي اص دوتشٞا  ،یؼٙي ٔتداٚص اص ٘یٕي اص صٔا

دسحاِیىٝ ٞش دوتش خاغي  .تیىاس است
3

 اٚلات تیىاس است. 1

ص سٝ دوتش ٚلتي یه ٘فش دس ا دٚ دوتش

 سیستٓ است تیىاس٘ذ.

احتٕاَ تیىاسی اٌش وسي دس 

 سیستٓ ٘ثاضذ.



 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 5 

λ/2 

λ/2 

μ 

μ 

تا  M/M/1سیستٓ غف ٔدضا ٚ یىساٖ دٚ  aسا دس٘ظش تٍیشیذ. دسضىُ (a) ,(b) ,( c) سٝ ضىُ مثال:

 ٚ پاسأتشٞای
2

 .ٓداسی 

 

 

 

  

 

 : دٚ غف ٔدضا (a)ضىُ 

 

 M/M/1دس یه سیستٓ  2٘شخ سشٚیس ٚ  خ ٚسٚد ٘ش تایىي ضذٜ  یدٚ خشیاٖ ٔدضا bدس ضىُ 

 خٛاٞیٓ داضت: 

 

 : غف ٔطتشن تا یه سشٚیس دٞٙذٜ (b)ضىُ 

 

، تٙاتشایٗ وٙیذ ٔطاٞذٜ ٔيسا دٞٙذٜ داسای دٚ دستٍاٜ  یه غف ٔطتشن تا یه سشٚیس cدس ضىُ  

 ٞستٙذ. M/M/2  ،λ  ٚμسیستٓ  ایٗ خٛاٞیٓ داضت. پاسأتشٞای M/M/2تٓ یه سیس

 

 

λ/2 

λ/2 

+ 
λ 2μ 



 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 6 

 

 : غف ٔطتشن تا دٚ سشٚیس دٞٙذٜ (c)ضىُ 

 

است. ٞذف آٖ  2μٚ ٘شخ ٔؤثش سشٚیس  λتٛخٝ داضتٝ تاضیذ وٝ دس ٞش سٝ سیستٓ ٘شخ ٔؤثش ٚسٚد 

 سٝ سیستٓ داسیٓ: ایٗ ذ سا داس٘ذ. تشایحذالُ صٔاٖ تِٛی سیستٓ تذا٘یٓ وذاْ وٝ است
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   است، تٙاتشایٗ:   λ <2 μضشط پایذاسی سیستٓ 
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تٛٔاٖ، ٞش ساػت اتلاف ٚلت  002دٞٙذٜ  ٚ ٞش ساػت ٚلت سشٚیس 15  ٚ10اٌش  مثال:

ای تٝ سیستٓ  دٞٙذٜ ٞضیٙٝ تٛٔاٖ ٞضیٙٝ دستش داضتٝ تاضذ ٚ افضایص سشٚیس 062ٔطتشی دس غف 

 سا تؼییٗ وٙیذ.  M/M/mدٞٙذٌاٖ دس یه ٔذَ  سشٚیس یٝ تؼذاد تٟیٙ ،تحٕیُ ٘ىٙذ

 :حل

qLL  دٞٙذٌاٖ ٔطغَٛ تٝ واس ٔیاٍ٘یٗ سشٚیس 

λ/2 

λ/2 

λ 
+ 

μ 

μ 



 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 7 

qLLm  دٞٙذٌاٖ تیىاس ٔیاٍ٘یٗ سشٚیس 
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 M / M / C / Kهايي كه داراي كانال موازي و بريدگي هستند.      صف. 3

 تٝ غٛست ریُ است:  ٘شخ ٚسٚد ٚ خشٚج تٝ ایٗ سیستٓ
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  كارايي هاي مقايس. 4
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ٚد ٔؤثش٘شخ ٚس =  kP 1  



L
WWq   

 

ایستٍاٜ تاصسسي فٙي اتٛٔثیّي سا دس٘ظش تٍیشیذ وٝ داسای سٝ ٔحٛعة تاصسسي است. ٞش  :مثال

ٔا٘ٙذ وٝ  ٘حٛی ٔٙتظش ٔي  ٞا تٝ تٛا٘ذ تٟٙا یه اتٛٔثیُ سا دس خٛد خای دٞذ. اتٛٔثیُ ٔحٛعٝ ٔي

ضٛد. ٔحُ  ٔثیّي وٝ دس خّٛی غف تٛدٜ ٚاسد سشٚیس ٔيضٛد اتٛ ٚلتي یه سشٚیس خاِي ٔي

 دٞذ. اتٛٔثیُ سا دس خٛد خای ٔي 4ا٘تظاس حذاوثش 

 

دس اٚج ضّٛغي ٔیاٍ٘یٗ ٚسٚد یه ٚسٚدی دس 

تاضذ. صٔاٖ سشٚیس ٕ٘ایي تا  ٞش دلیمٝ ٔي

تاضذ. ٔتٛسظ تؼذاد  دلیمٝ ٔي 6ٔیاٍ٘یٗ 

اتٛٔثیُ دس سیستٓ، ٔتٛسظ صٔاٖ ا٘تظاس دس 

ٔتٛسظ تؼذاد اتٛٔثیُ دس ساػت وٝ  اٜ،ٍایست

 آٚسیذ. ٙذ ٚاسد ایستٍاٜ ضٛ٘ذ سا تذست٘تٛا تٝ ػّت وٕثٛد خا ٕ٘ي

 :حل

7k , 1 6 ,  دلیمٝ/٘فش
1



  1   دلیمٝ دلیمٝ/٘فش6   

6

1
 دلیمٝ/٘فش      6r  
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P
PPk            3.12W  دلیمٝ  

kP ُٞا تٝ سیستٓ احتٕاَ ٚاسد ٘طذٖ اتٛٔثی 

kP تٛا٘ٙذ ٚاسد سیستٓ ضٛ٘ذ. ٔتٛسظ تؼذاد افشادیىٝ دس دلیمٝ ٕ٘ي 

kP60اتٛٔثیُ/ساػت 30.4تٛا٘ٙذ ٚاسد سیستٓ ضٛ٘ذ=  ٔتٛسظ تؼذاد افشادیىٝ دس ساػت ٕ٘ي 

 

دس یه واسٌاٜ تِٛیذی تٝ ػّت ٔحذٚدیت فضای ا٘ثاس حذاوثش تؼذاد ٔطتشیاٖ پزیشفتٝ ضذٜ  مثال:

تاضذ. ٔذت صٔاٖ  ٞا ٔي ٔحذٚد است. ٞذف تؼییٗ تؼذاد تٟیٙٝ ظشفیت سیستٓ ٚ تؼذاد ٔاضیٗ

ٔطتشی  06دلیمٝ ٚ ٚسٚد ٔطتشیاٖ پٛاسٖٛ تا ٔیاٍ٘یٗ ٞش ساػت  01ٔیاٍ٘یٗ سشٚیس ٕ٘ایي تا 

تٛٔاٖ  022تٛٔاٖ، ٞضیٙٝ تیىاسی سشٚیس دٞٙذٜ  02تاضذ. ٞضیٙٝ افضایص یه ظشفیت تیطتش  ٔي

اص  ،تٛٔاٖ است. خساست ٘اضي اص 022دس ساػت ٚ ٞضیٙٝ اداسٜ آٖ دس یه ساػت )ٞضیٙٝ ػّٕیاتي( 

تٛٔاٖ ٚ خساست ٘اضي اص تاخیش دس واس ٔطتشی تٝ اصای ٞش ٔطتشی  022دست سفتٗ یه ٔطتشی 

 تٛٔاٖ است. )چٝ دس غف ٚ چٝ دس حاَ سشٚیس( 012

 حل:

 تٙاتشایٗ داسیٓ: تاضذ. ٔي M/M/m/kٔذَ 

qLLٔیاٍ٘یٗ سشٚیس دٞٙذٌاٖ ٔطغَٛ =    
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 TC ٘شخ ٚسٚد 022 +ٞضیٙٝ افضایص یه سشٚیس دٞٙذٜ + ٞضیٙٝ تیىاسی سشٚیس دٞٙذٜ + ٞضیٙٝ ػّٕیاتي(

٘شخ ٔشاخؼٝ ٔطتشی تٝ سیستٓ( + ٞضیٙٝ اتلاف ٚلت ٔطتشی دس غف + ٞضیٙٝ اتلاف ٚلت  –ٔطتشی تٝ سیستٓ 

 ٔطتشی دس سیستٓ
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2 3 4 5 ……. 11 12 

M  

2 2558 2409      

3 - 2042      

4 - -      

5 - -      

6 - -    815 816 

7 - -      

8 - -      

 

  M/M/C/Cفرمول ارلنگ  . 5

 .اخاصٜ تطىیُ غف ٔٛسد تشسسي لشاس ٌشفتػذْ ٚ  K=C سیستٕي تاتٛسظ اسًِٙ  0101دس ساَ 

فشَٔٛ فمذاٖ اسًِٙ:  
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 فٛق، دس فشَٔٛ n=c تا لشاس دادٖ
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 آیذ.  تٝ اِٚیٗ فشَٔٛ اسًِٙ تٝ دست ٔي ٔؼشٚف 

 Pcآٚس آٖ دس ایٗ است وٝ  ِٚي ٘تیدٝ ضٍفت .ٞای تّفٗ واستشد داسد لشَٔٛ فٛق دس عشاحي سیستٓ

 . M/D/C/Cغادق است حتي تشای  M/G/C/Cتشای تٕاْ 

 

Doeh  َای اص ٔٙحٙي ٞا سا تشایٔدٕٛػ 0162دس سا ٝ Pc  .تذست آٚسد 
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٘فش دس سیستٓ است ٚ  cغٛست احتٕاَ ٚخٛد  ،ضشب وٙیٓ ceاٌش غٛست ٚ ٔخشج ساتغٝ سا دس 

تذست ٔخػٛظ ص خذاَٚ ٘فش دس سیستٓ تاضٙذ. ایٗ احتٕالات سا ٔي تٛاٖ ا cٔخشج احتٕاَ ایٙىٝ تا 

 سا ٔطخع وشد. Pcآٚسد ٚ 

 

دس ٞش  يتّفٙتٕاس  0/44تٝ یه ایستٍاٜ ساٜ آٞٗ تٝ عٛس ٔتٛسظ ٔغاتك پشٚسٝ پٛاسٖٛ  :مثال

تاس دس ٞش ساػت  ساػت غٛست ٔي ٌیشد. ٔسِٛٚیٗ ٔي خٛاٞٙذ وٝ ػلأت اضغاَ تٝ عٛس ٔتٛسظ یه

 ٝ تؼذاد خظ تّفٗ ٔٙاسة خٛاٞذ تٛد؟چ ،ساػت تاضذ 020/2پیص آیذ. اٌش ٔتٛسظ صٔاٖ سشٚیس 
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  :حل

 ٞا ٔطغَٛ تاضٙذ. دٞذ وٝ تٕاْ وا٘اَ است چٖٛ ػلأت اضغاَ ٚلتي سٚی ٔي M/G/C/Cٔذَ 

7.8
)103.0(

3.84

103.01

3.84

1
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ساعت

ساعت
تلفن

 

وا٘اَ داضتٝ تاضیٓ(.  cاست )اٌش  Pcاحتٕاَ اص دست دادٖ ٔطتشی یا پش تٛدٖ وا٘اِٟا ی تّفٗ 

ٔطتشی دس یه ساػت است  0/0تشی دس دٚ ساػت یا سیاست ٔذیشیت اص دست دادٖ یه ٔط

 تٙاتشایٗ:

0059.0
)3.84(2

1
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1

2/1
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 ،ٝ تاضیٓتداضسا   1/4اٌش ٔٙحٙيٚسا داسیٓ  Pcسا تٝ دست آٚسد. چٖٛ  cحاَ اص ٔٙحٙي ٞا ٔي تٛاٖ 

c  وٙیٓ. دس دستشس ٘یست اص ایٙتشپِٛیطٗ استفادٜ ٔي  1/4تٝ دست ٔي آیذ. حاَ وٝ ٔٙحٙي 

 

عشاحي یه پاسویًٙ، ٞذف اغّي تؼییٗ فضای آٖ است. اٌش ظشفیت آٖ تىٕیُ ضٛد  دس :مثال

سٚد.  دس ساػت است اص تیٗ ٔي تٛٔاٖ 1سٚ٘ذ ٚ سٛد حاغّٝ وٝ  ٞا تٝ پاسویًٙ دیٍشی ٔي اتٛٔثیُ

ضٛ٘ذ ٚ ٔذت صٔاٖ تٛلف  سد ٔيادستٍاٜ ٚ 42یٙذ پٛاسٖٛ تا ٔیاٍ٘یٗ ٞش ساػت آٞا عثك فش اتٛٔثیُ

تٛٔاٖ دس ٚاحذ صٔاٖ  0ٍیٗ ٘یٓ ساػت است. ٞضیٙٝ ایداد فضای یه اتٛٔثیُ تشاتش ٕ٘ایي تا ٔیا٘

 است.

 :حل

داسیٓ تا:  M/M/m/mٔذَ  
ساعت

ماشين

ساعت

ماشين
2,40   

200m2m))-40(1-5(402mTC(m) m    
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m Pm TC(m) 

25 0.05 60.1 

26 0.037 59.43 

27 0.026 59.36 

28 0.018 59.75 

 

m=27 

 

 M/M/است  ويس نامحدودهايي كه براي سر صف. 6

 .ٔٛلؼیت سّف سشٚیس ٕ٘ٛ٘ٝ چٙیٗ حاِتي است
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یؼٙي 
0P  ٗتاتغ تٛصیغ پٛآسٖٛ تا ٔیاٍ٘ی .وٝ  ٔذِيتشای ٞش داسدM/G/ ٖوٝ  تاضذ تٝ ضشط آ

Pn ضذ )٘ٝ تاتغ صٔاٖ سشٚیس( غادق است.تٟٙا تٝ ٔیاٍ٘یٗ صٔاٖ سشٚیس تستٍي داضتٝ تا 







0

0

n
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  :تٛصیغ صٔاٖ ا٘تظاستزوش W(t)  ٗتٛصیغ ٕ٘ایي تا ٔیاٍ٘ی


 تاضذ. ٔي 1
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عٛس ٔتٛسظ چٙذ ٘فش دس یه ساػت خاظ یه ٝ خٛاٞذ تذا٘ذ ت ٖ ٔيٞای تّٛیضیٛ یىي اص وا٘اَ مثال:

ٔتٛسظ غذ ٞضاس ٘فش دس عٛس ٝ تدٞذ وٝ  ٞای ٌزضتٝ ٘طاٖ ٔي تیٙٙذ. تشسسي تش٘أٝ خاظ سا ٔي

تٛاٖ تا تٛصیغ پٛآسٖٛ  وٙٙذ وٝ تخٛتي ٔي تّٛیضیٖٛ خٛد سا سٚضٗ ٔي ،ساس ساػت خاظ ،ساػت

وٙذ.  تػادفي یىي سا ا٘تخاب ٔيعٛس ٝ تتّٛیضیٖٛ ٞش تیٙٙذٜ  ٞا سا ٘طاٖ داد. اص تیٗ پٙح وا٘اَ آٖ

 وٙٙذ ٚ تمشیثاً تٛصیغ ٕ٘ایي است. دلیمٝ تّٛیضیٖٛ سا تٕاضا ٔي 12ٔتٛسظ عٛس ٝ تٕٞچٙیٗ 

 :حل

 سا داضتٝ تاضیٓ. تایذ  Lتشای یافتٗ  

20000ٔیاٍ٘یٗ ٘شخ ٚسٚدی   
5

100000
            30000

5.11

20000




  ٘فش 

دلیمٝ   12  = ٔیاٍ٘یٗ صٔاٖ سشٚیس ساػت  1/0 =              L= =  W   ٘فش  02222   ساػت 1/0

 

    2هايي كه داراي منبع محدود هستند صف. 7

صیشا پشٚسٝ  ،آیٙذ ٘أحذٚد است دس ٔٛاسد لثُ فشؼ وشدٜ تٛدیٓ وٝ خٕؼیتي وٝ تشای سشٚیس ٔي

ا٘ذاصٜ فضای آٖ ٘أحذٚد است. اٌش خٕؼیت تماضاوٙٙذٜ ٔحذٚد تاضذ چٝ اتفالي سٖٛ داضتیٓ وٝ اپٛ

است وٝ  ٞا  واستشد ایٗ ٔذَ دس تؼٕیش ٚ ٍٟ٘ذاسی ٔاضیٗ ٘فش تاضٙذ. یه Mافتذ؟ ٔثلاً  ٔي

 آلات ٔطتشیاٖ. دٞٙذٌاٖ، تؼٕیشوٙٙذٌاٖ ٞستٙذ ٚ ٔاضیٗ سشٚیس

ٔتغییش ٕ٘ایي ٞستٙذ ٚ  1ٔیاٍ٘یٗ ٞای سشٚیس تا  دٞٙذٜ داسیٓ. صٔاٖ سشٚیس Cفشؼ وٙیذ 

 پشٚسٝ ٚسٚدی تٝ ضشیح صیش است: 

 .t+O(t)ٚاسد ضٛد  t+tوٝ تا صٔاٖ  ای دس سیستٓ ٘ثاضذ احتٕاَ ایٗ تماضاوٙٙذٜ tاٌش دس صٔاٖ 

 1وٙذ ٕ٘ایي تا ٔیاٍ٘یٗ  وٙٙذٜ دس خاسج اص سیستٓ غشف ٔي وٝ یه ٚاحذ تماضا است یؼٙي صٔا٘ي

 است.

n ٓتؼذاد ٔاضیٟٙا دس سیست = 

                                                 
2

Finite Source Queues 
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M ٜخٕؼیت تماضا وٙٙذ = 
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ٔیاٍ٘یٗ ٘فش ٚخٛد داسد وٝ ٞش یه داسای  M-nدس خاسج اص سیستٓ  ٙذ،٘فش تاض nاٌش دس یه سیستٓ 

تاضذ وٝ پس اص خٕغ صدٖ سٚی  ٔي (M-n)است. پس ٔیاٍ٘یٗ ٘شخ ٚسٚد تٝ سیستٓ  ٚسٚدی خ ٘ش

 آیذ: دست ٔيٝ ت (')، ٔتٛسظ ٘شخ ٚسٚد ٔٛثش تٝ سیستٓ  Pn دٞي آٖ تا تٕاْ حالات ٚ ٚصٖ

   LMLMnPPMPnM
M

n

M

n

n

M

n

nn   
 


0 00

 

 



 ٛاصیٞای ٔ ٞای غف تا وا٘اَ سیستٓ  خّسٝ یاصدٞٓ

 17 

٘فش دس  M-L ٚ ٘فش دس سیستٓ ٞستٙذ Lٞٓ لاتُ التثاس تٛد. صیشا تغٛس ٔتٛسظ  تٝ عٛس حسيوٝ 

 :س٘ذدا تاضٙذ ٚ ٞش وذاْ ٘شخ  خاسج سیستٓ ٔي

 

 LM

LL
W

LM

LL
W

WL

qq

q





















 

  :ساتغٝ تزوش1 qWW  ٝفشَٔٛ ِیتُ ٕٞٛاسٜ سٚش دیٍشی تشای ٔحاسث ٚ  تذست

 دٞٙذ: ٔي

  qLL    

 وٙذ ٔؼتثش است. فشَٔٛ ِیتُ تشای آٟ٘ا غذق ٔيایٗ فشَٔٛ تشای تٕأي ٔذِٟایي وٝ   

 

ٞذف تؼییٗ تؼذاد تٟیٙٝ تؼٕیشواساٖ است. ٔذت  ،ٔاضیٗ است 02: دس یه واسخا٘ٝ وٝ داسای مثال

وٙذ  ساػت ٚ ٔذت صٔا٘ي وٝ ٔاضیٗ واس ٔي 0صٔاٖ تؼٕیش ٞش ٔاضیٗ داسای تٛصیغ ٕ٘ایي تا ٔیاٍ٘یٗ 

ساػت است. خساست لغغ تِٛیذ  042ٕ٘ایي تا ٔیاٍ٘یٗ  )لثُ اص ایٙىٝ خشاب ضٛد( ٘یض داسای تٛصیغ

 تٛٔاٖ فشؼ وٙیذ. 022تٛٔاٖ  ٚ حمٛق ٞش ساػت واس تؼٕیشواس سا  0222ٞش ٔاضیٗ ساػتي 

 :حل

 

  lmmC

CC

M

1000300

1000

2401,30130

21





 
  

 

C(m) L P0 M 

7862 6.92 0.04 3 

4589 3.37 0.168 4 

3472 1.97 0.3 5 

3144 1.34 0.4 6 

3107
* 

1.067 0.48 7 
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3201 0.8 0.54 8 

 

 M/M/mپروسه خروجي صف . 9

دٞذ  اثثات ٌشدیذٜ است وٝ ٘طاٖ ٔي Burkeتٛسظ  M/M/mٞای   یه ٘تیدٝ ٟٔٓ تشای سیستٓ

 فشآیٙذ خشٚج ٔطتشیاٖ اص سیستٓ یه فشآیٙذ پٛسسٖٛ دس ضشایظ پایذاس است.

 ، داسیٓ:t، ٔمذاس ٔطتشیاٖ سیستٓ دس صٔاٖ N(t)تشای 

)()()( tntntN DA  

 دس آٖ وٝ   0:)(,0:)(  ttnttn AD ٝٞای ٚسٚد ٚ خشٚج غف ٞستٙذ. ٚ ٘یض داسیٓ: پشٚس 

  ...,2,1,0)( 1  kTktNP k 

وٙیٓ. یه خشٚخي سیستٓ سا  سا تشاتش صٔاٖ ٔاتیٗ دٚ خشٚخي ٔمذاسی سیستٓ تؼشیف ٔي Xٔتغیش 

mkش ٌا(. 2,1,0k,.)ٔطتشی دس سیستٓ ٞٙٛص ٚخٛد ٘ذاسد kوٙذ  ٚلتي تشن ٔي   ٖتاضذ، دس آ

meغٛست صٔاٖ لاصْ تشای خشٚخي تؼذی    است. اٌشmk 1  ٖتاضذ ایٗ صٔاme   است ٚ اٌش

0k  ٖسشٚیس آٖ است:  تاضذ، ایٗ صٔاٖ خٕغ صٔاٖ ٚسٚدی تؼذی تا صٔا 

   eepEPE )()(  

j  تا احتٕاَ
mj

mPEX 




 )( 

kmkkPE تا احتٕاَ  )1,...,2,1()(  

  تا احتٕاَ )()( PEPE  

 تا استفادٜ اص لاٖ٘ٛ احتٕاَ وُ داسیٓ:

   

)(

)()()()( 0

1

1





PE

PEPEkPEmPEX k

m

k
j

mj










 

)(~ t  ٚX ٞا ٞای ٔاتیٗ خشٚخي صٔاٖ ٚ ٘یض ٔستمُ اص ٞٓ ٞستٙذ iid  ٗٞستٙذ تٙاتشایx ٞای یه

 دٞٙذ. سا ٔي دس حاِت پایذاس تطىیُ فشآیٙذ پشٚسٖٛ تا ٘شخ  M/M/mسیستٓ  



//1ّای صف  ػیؼتن  دٍاصدّنخلؼِ  GM  ٍ1// MG  ٍ1//GG 

 1 

 M/G/1صف . سیستم 1

. (M: Memory less) ّؼتٌذ فشآیٌذ ٍسٍدی پَآػَى تا چگالي )ًشخ(   داسای ّا دس ایي ػیؼتن ٍسٍدی

تَصیغ صهاى ػشٍیغ دّي كلي تا هیاًگیي دسای ّای ایي ػیؼتن  خشٍخي


1
S ( ّؼتٌذG: 

General ػشٍیغ تک كاًالِ تا (. تٌاتشایي ایي ػیؼتن یکS  (1 )داسد. دس حالت پایذاس 

N(t) دٌّذ. احتوال اًتمال دس ٍاحذ صهاى تشای  تؼذاد افشاد ػیؼتن تـكیل یک فشآیٌذ هاسكَفي ًوي

سفتي تِ حالت  1 nN  اص حالت nN  ػپشی كشدُ  تِ هذت صهاًي كِ هـتشی دس حال ػشٍیغ

همادیش هیاًگیي عَل صف، صهاى اًتظاس ٍ  آیذ. تذػت ًوي N(t)تؼتگي داسد ٍ ایي اعلاػات اص هتغییش 

 .(P-Kآیٌذ )فشهَل  الاهت تِ ساحتي تذػت هي ىًیض صها

 

  P-K (Pollaczek - Khinchin)فرمول میانگین  . 2

 .ًگیي صهاى اًتظاس یک هـتشی اػت كٌین كِ هیا ؿشٍع هي qWتا یافتي همذاس 

][][][][ REsENEWE qq  

 

 

 

R كٌٌذُ تیكاس  اًذُ اص ػشٍیغ هـتشی دس حال ػشٍیغ اػت. اگش ػشٍیغصهاى تالیودٌّذُ  ًـاى

صادق اػت  لتلیفشآیٌذ پَاػَى ٍ ًیض لاًَى  PASTAخاصیت  دس ایٌدااػت.  0Rتاؿذ، 

 خَاّین داؿت: تٌاتشایي

  

p

RE
WE q




1

][
][                              ][][ qq WEWE  

 

 همذاس تالیواًذُ اص ػشٍیغ

 هیاًگیي صهاى ػشٍیغ * هیاًگیي عَل صف  یغهـتشی دس حال ػشٍ 

 هیاًگیي صهاى هَسد ًیاص ػشٍیغ هـتشیاى صف

 

 

 تا خایگزاسی ساتغِ فَق
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 كٌین. ًیض تِ عشیك گشافیكي ػول هي RE][تشای یافتي همذاس 

][RE tnّا                              تؼذاد هثلث     
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 داسین: wتشای یافتي صهاى 
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2كِ دس آى 

2

][

][

sE

sV
Cv   ٍ اػتvC  ضشیة تغییشات هتغیش تصادفيS  .اػت 

2222 ][)1(][][][ sECsEsvsE V  

 آیذ: هتَػظ افشاد دس صف ٍ ػیؼتن ًیض تذػت هي تؼذادَى لیتل تا تكاسگیشی لاً

Sn S2 S1 

 ًوَداس تغییشت صهاى تالیواًذُ ػشٍیغ ًؼثت تِ صهاى 

t 

R(t) 

 تیكاسی ػشٍیغ
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دس یک ضشیة  M/M/1ّا تا  ؿَد فشهَل هـاّذُ هي
2

1 2

VC ًذ ٍ تٌْا تِ هیاًگیي ٍ ستفاٍت دا

 ٍاسیاًغ تَصیغ ًیاص داسین. 

 

 ذ:سا حؼاب ًوائی W,Lهمادیش  M/M/1  ٍM/D/1: دس صف مثال
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 M/G/1يافتن توزيع طول صف در . 3

})(,CTMC}0داؿتي  تؼشیف: تا ttx 2,1,0,..{.فشآیٌذ گؼؼتِ  یک;{ nxn  لاتل تؼشیف

حالت ػیؼتن  nxتاؿذ. صهاًي تغییش حالات آى هي غدس هماع CTMCاػت كِ ًوایٌگش حالات 

CTMC تؼذ اص n گَیٌذ.  1تغییش اػت. تِ ایي فشآیٌذ صًدیشُ هاسكَف هحاعي 

پزیش هثثت  اگش تشگـت ٍ داسای احتوالات حالات پایذاس هٌحصش تِ فشد اػت صًدیشُ هاسكَف هحاعي

 ًیض داسای ایي خَاف خَاّذ تَد. CTMCٍ كاّؾ ًاپزیش تاؿذ 

 

 

                                                 
1
  Embedded Markov chain (EMC) 
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 روش زنجیره ماركوف محاطي. 4

هاًذ )افشاد داخل ػیؼتن دس هماعغ صهاًي  یک خشٍخي تالي هي تا دس ًظش گشفتي صفي كِ پـت ػش

تشای ایي ػیؼتن ػلاین  یک صًدیشُ هاسكَفي هحاعي خَاّین داؿت.، خشٍج هـتشی اص ػیؼتن(

 ریل لاتل تؼشیف ّؼتٌذ:

 *

N)عَل صف دسػت لثل اص ٍسٍد یک هـتشی )اص دیذ یک هـتشی ٍسٍدی =، 

 *

N)عَل صف دسػت لثل اص خشٍج یک هـتشی )اص دیذ یک هـتشی خشٍخي =، 

 Nُعَل صف دس یک لحظِ دلخَا =. 

NNداًین كِ  اػَى هيَفشآیٌذّای پ PASTAتا تَخِ تِ خاصیت  ~*

 ، ِتشای ّش ػیؼتوي ك ٍ

**: داسین ٍسٍدی ٍ خشٍخي تكي داسًذ ~  NN ( خاصیتlevel Crossing) . :ِدس ًتیدNN ~*

 

هحاػثِ كافي اػت تَصیغ لحظات صهاًي خشٍخي هـتشیاى سا  Nتٌاتشایي تشای یافتي تَصیغ اػت. 

*دس اداهِ خْت اختصاس  .ًوایین

N  سا تاN كٌین: دّین ٍ ًیض تؼشیف هي ًـاى هي 

 kN عَل صف تؼذ اص خشٍج =k اهیي هـتشی،  

 kV تؼذاد هـتشیاى خذیذی كِ دس عي صهاى ػشٍیغ هـتشی =k ُاًذ. ام ٍاسد ؿذ 

 

 ػاصد. هشگ هي -ش اص تَلذغییک صًدیشُ هاسكَف  tN فشآیٌذ صهاى گؼؼتِ :قضیه

،kN: تا داؿتياثبات
1kN تَاى تش اػاع آى ٍ هتغیش تصادفي  سا هي

1kV   كِ هؼتمل اصkN  ٍ

 تاسیخچِ آى اػت تیاى كشد:

)(
0;

1;1

1

1

1

1 





 












 KK

KK

KKK

K VN
NV

NVN

N  

س صف اػت ٍاسد ام كِ د k+1، هـتشی  kتاؿذ، دسػت دس لحظة خشٍج هـتشی  1KNاگش 

گشدد. دس عَل ػشٍیغ  یكي اص عَل صف كن هي ام k+1گشدد. تؼذ اص خشٍج هـتشی  ػشٍیغ هي

 اًذ. هـتشی ًیض ٍاسد صف ؿذُ Vk+0 ام k+1هـتشی 
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گزاسد. پغ اص ٍسٍد هـتشی  صف خالي دس پـت خَد تالي هي ام k+1تاؿذ، هـتشی  0KNاگش

k+1 ْا اص ٌیاتذ. تٌاتشایي صف ت یؾ ٍ پغ اص خشٍج آى ًیض یكي كاّؾ هيعَل صف یكي افضا ام

ّای  چَى صهاى اًذ تـكیل خَاّذ ؿذ. ٍاسد ؿذُ ام k+1هـتشیاًي كِ دس عَل ػشٍیغ هـتشی 

ّا ًیض اص یكذیگش هؼتمل تَدُ ٍ  Vkاػَى اػت، ٍَ فشآیٌذ ٍسٍدی پ  ػشٍیغ هؼتمل اص ّن تَدُ

( ٍ همادیش لثلي آى KN)یؼٌي  ام k+1ل اص خشٍج هـتشی اص فشآیٌذ عَل صف لث Vk+0تؼلاٍُ 

دس ًتیدِ ٍیظگي احتوالي  هؼتمل اػت.
1kN  ِتKN .تؼگي داسد ًِ تِ همادیش لثلي آى 

 تعريف: 








 

0,)0(

1,1
)1(ˆ

kk

kk

kk
NN

NN
NN  

11دس ًتیدِ 
ˆ


 kkk VNN گیشًذ ٍلیكي  ّای فشآیٌذ سٍ تِ خلَ همادیش دلخَاُ هي گام یؼٌي

ٍ  KNدس حالت تؼادل هتغیشّای  ای ّؼتٌذ. ّای سٍ تِ ػمل یک هشحلِ  گام
1kN  ٍُتَصیغ  غیش

kkیكؼاى داسًذ )ٍ ًیض  NV VNNتِ صَست( تٌاتشایي ساتغِ فَق سا ,ˆ  . تِ دلیل ًَیؼین هي ˆ

 هؼتمل ّؼتٌذ داسین:   V  ٍN̂ كِ ایي

)()()( ˆ zGzGzG VNN   

),()(حال تایذ تَاتغ  ˆ zGzG
NV  هحاػثِ ًوایینسا: 
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X دًثال یافتي تَصیغ تؼذاد ِ ًوایٌگش یک فاصلِ صهاًي دس ًظش تگیشیذ. ت ُسا یک هتغیش تصادفي دلخَا

))(تِ ٍیظُ (ّؼتین  x( دس عي صهاى ، اص یک فشآیٌذ پَاػَى )تا چگالي Kٍسٍدی،  zGk.  
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 : داسین كِ فاصلِ صهاًي هَسد ًظش ها صهاى ػشٍیغ یک هـتشی اػت حال تا تَخِ تِ ایي

))1((*)( zSzGV   

 

 Collective Marks با روش zGk)(تفسیر. 5

)(zGk  احتوال آى اػت كِ ّیچ كذام اصk ٍِسٍدی دس عي فاصل X  ػلاهت ًخَسًذ چٌاًچِ ّش

فشآیٌذ ػلاهت صدى  ٍ هؼتمل اص دیگشی ؿاًغ ػلاهت خَسدى داؿتِ تاؿذ. z-1ٍسٍدی تا احتوال 

گیشد تـكیل یک  ّا( یک اًتخاب صَست هي عَس تصادفي اص یک فشآیٌذ پَاػَى )ٍسٍدیِ كِ دس آى ت

))1فشآیٌذ پَاػَى تا چگالي  z دّذ. هي 

 

  تفؼیش تثذیل لاپلاع تا سٍؽCollective Marks :)(* sX ِاحتوال آى اػت كِ دس فاصل

 ٍسٍدی ًذاؿتِ تاؿین: s اص فشآیٌذ پَاػَى تا چگالي Xصهاًي 

 

|[{}ّیچ ٍسٍدی دس فاصلِ{ pX   ِػذم ٍسٍدی دس فاصلx {[][)(* pEeEsX s   

 

))1اگش چگالي فشآیٌذ ػلاهت صًي  z  1((تاؿذ، احتوال ػلاهت ًخَسدى((* zX  .اػت 

 ًتایح داسین:دس ایي همغغ تا كٌاس ّن لشاس دادى تٌاتشایي 
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 داسین: M/M/1دس صف  :مثال

....))()(1)(1(
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 دّذ.  دػت هيِ سا ت M/M/1 كِ تَصیغ صف

 

 M/G/1يافتن توزيع زمان اقامت در سیستم صف . 6

 تَاى ًَؿت: تش اػاع اصَل اػتفادُ ؿذُ دس یافتي تَصیغ عَل صف هي

))1((*)( zWtGN   

*W  .تثذیل لاپلاع صهاى الاهت دس ػیؼتن اػت 

 ي آى دس اسصیاتگیشی اص ساتغِ فَق ٍ  ًكتِ: تا هـتكt=1  :داسین 

][*][)1( wEWNEGN    

 داسین:، تٌاتشایي ِ هَسد اًتظاس اص لاًَى لیتل اػتكِ ّواى ًتید

 ))1((*
))1((*

)1)(1(
))1((* 


 zS

zzS

zp
zW 




  

z تا تؼشیف  ٍ ش آصاد اػتیک هتغی)1( zS   خَاّین داؿت


s
z 1. 

 ػثاستؼت اص: تشای صهاى الاهت P-Kفشهَل تثذیل 

 )(*
)(*

)1(
)(* sS

sSS

sp
SW

 


  

 داسین: M/M/1: دس صف مثال
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  یافتي تَصیغ صهاى اًتظاس دس صف(wq) : 

 صهاى ػشٍیغ + صهاى اًتظاس  w=wq+s=   داسین:  يكلحالت دس 

*)(*).(*)(: داسین تاؿٌذ هؼتمل اص ّن هي wq , Sچَى  sSsWsW q ِشهَل تثذیل ف دس ًتیدp-k  

 :تِ صَست ریل خَاّذ تَد تشای صهاى اًتظاس دس صف

)(*

)1(
)(*][

sSs

sp
sWsEp q







  

سا تِ ؿكل هؼادل  اتتذا ػثاست ػوت ساػت ت:تَاى ًَؿ سا تِ ؿكل دیگشی ًیض هيػثاست فَق 

 ًَیؼین:  دیگشی هي

][

)(*1
1

1
)(*

SsE

sS
p

p
sW q 




  

كِ یک هـتشی دس ػشٍیغ  تِ ؿشط آى (R)كِ صهاى تالیواًذُ اص ػشٍیغ  تَاى ًـاى داد ٍ ًیض هي

 تاؿذ داسای تاتغ چگالي صیش اػت: 

][

)(*1
)(*

][

)(1
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SsE

sS
sR

sE

tF
tf s
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 : تَدخَاّذ تِ صَست صیش دس ًتیدِ ساتغِ خذیذ 
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sRp

spR
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)(*
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تِ ػثاست دیگش صهاى اًتظاس هـتشیاى تش اػاع همذاس كاس تالیواًذُ  )صهاى اًتظاس هداصی( تیاى ؿذُ 

 اػت.
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كٌٌذ  ّای ها تیي دٍ ٍسٍد هتَالي اص تَصیغ یكؼاى ٍ هؼتمل اص ّن پیشٍی هي دس ایي ػیؼتن صهاى

دٍ ٍسٍد دّین ٍ هیاًگیي صهاى تیي  ًـاى هي B(t)كِ تا 


 ّای ّای ػشٍیغ ًیض تَصیغ اػت. صهاى 1

هؼتمل اص ّن ًوایي تا هیاًگیي صهاى ػشٍیغ 


ؿَد.  تؼشیف هي 1ٍسی  اػت. فاكتَس تْشُ 1

سا خَاب هٌحصش تِ  1xّای تیي ٍسٍد هـتشیاى تاؿذ،  تثذیل لاپلاع تَصیغ صهاى  B* (s)اگش 

*))1((فشد هؼادلِ  nBx      تَاى ًـاى داد كِ هي. كٌین هيتؼشیف: 

  









 ,.....2,1)1(

01
}{

1 kxx

k
KNp

k


 

 :داسین دس ًتیدِ

 
)1(

1
,

1 n
W

x
L









  

دس حالت پایذاس ًیض تشاتش  W هتغیشتاتغ تَصیغ تدوؼي 








 )0(1

)0(0
)(

)1( te

t
tF

tn .اػت 

 

سا دس ًظش تگیشیذ كِ تشای آى داسین  M/M/1: ػیؼتن مثال







s
sB ّؼتین كِ  xدًثال ِ ت .)(

دس ساتغِ صیش صذق كٌذ 








)1(
))1((*

x
xBX . :ِ1)((0دس ًتید(  xx 

 لاتل لثَل خَاّذ تَد. x=غیش هوكي ٍ  x=1دٍ خَاب هوكي  صا .اػت
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پیشٍی   2-اسلٌگاص تَصیغ  ٍسٍدّای ها تیي  سا دس ًظش تگیشیذ كِ صهاى E2/M/1: ػیؼتن لمثا

 داسین:، دس ایي ػیؼتن كٌٌذ هي

)2)((

2
)(*

2








ss
sB  

 داسین: xاص ساتغِ 

  
)2)((

2 2








nn

X  

xتِ هؼادلِ دسخِ ػَم دس اداهِ حل 
3
-5x

2
+6x-2=0 ّای  سػین. ایي هؼادلِ داسای سیـِ هي

1,22,22  xxx  ِ22اػت. ٍاضح اػت كx ایي  سیـِ لاتل لثَل تٌْا

 هؼیاسّای كاسایي ػیؼتن لاتل هحاػثِ اػت.  آىٍ تش اػاع  هؼادلِ تَدُ

 

 : ػیؼتن صف صیش سا دس ًظش تگیشیذ. مثال

 

ٍ تِ صَست هحصَل ًْایي اص ػیؼتن خاسج  ُػَاس كشد لغؼِ سا تش ّن m، ایؼتگاُ كاسی هًَتاط

ؿًَذ. دس  آیٌذ ٍ دس پـت ایؼتگاُ هًَتاط خوغ هي لغؼِ اص هشكض هاؿیي كاسی هي mكٌذ. ایي  هي

لغؼِ خام كِ ّویـِ دس دػتشع ّؼتٌذ اػتفادُ  mهاؿیي ٍخَد داسد كِ اص  mهشكض هاؿیي كاسی 

كٌذ. صهاى هًَتاط  هي


هاؿیي كاس خَد سا تِ پایاى تثشًذ  mكِ توام  ای ٍ ًوایي اػت. دس لحظِ  1

صهاى ؿشٍع  لغؼِ تؼذی سا ّن mؿًَذ ٍ هشكض هاؿیي كاسی ػولیات  ّوگي تِ هحل اًتظاس حول هي

Fork Join 

Mm 

M1 

Assembly 



//1ّای صف  ػیؼتن  دٍاصدّنخلؼِ  GM  ٍ1// MG  ٍ1//GG 

 11 

12ّای  ّا ًوایي هؼتمل اص ّن تا ًشخ ِ هاؿیيػكٌذ. صهاى پشٍ هي ,....., m صهاى تذٍى  اػت. ّن

غ چیي ٍ دس تاك ّا صٍدتش كاس خَد سا توام كٌٌذ تا خظ اگش تؼضي اص آى يهاؿیي حت mكاس  ؿشٍع

Fork-join  ّای ها تیي ٍسٍد لغؼات تِ  ًـاى دادُ ؿذُ اػت. ٍاضح اػت كِ تا ایي فشض صهاى

1max)(ایؼتگاُ هًَتاط هتغیش تصادفي  ipEmi   اػت. تٌاتشایي یک صفG/M/1 

 خَاّین داؿت.
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ًتایح تؼیاس كوي تشای ایي ػیؼتن ٍخَد داسد. تٌْا حذّایي تش سٍی همادیش هتَػظ دس حالت پایذاس 

 یافت ؿذُ اػت.
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ts , ta ّای ها تیي دٍ ٍسٍدی ٍ صهاى ػشٍیغ تَدُ  صهاى  ٍVs , Va ّا  ًیض ٍاسیاًغ ایي صهاى

تاؿٌذ. دس ایي ساتغِ   هي
][

][

a

s

tE

tE
p  .اػت 
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