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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................سسته رياضيات گآموزش 

 

  نظريه ي گراف : اولفصل 

  مقدمه �

  .يممي كندو مثال زير را به عنوان مقدمه ارائه مربوط به آن ، قبل از ورود به نظريه ي گراف و ارائه ي تعاريف و مفاهيم 

يـك شـبكه ي     زيـر    مطابق شـكل     ،ي آن  زير مجموعه كارشناسي هاي    سازماني براي انجام تبادل اطلاعات داخلي        )1مثال

  .يل داده استكامپيوتري تشك

  

  

  

  

  .ل زير نمودار مربوط به مسابقات داخلي و بين تيمي صورت گرفته بين چند تيم ورزشي را نشان مي دهد شك)2مثال

  

  

  

  

  

  

در مورد اول گراف غير جهت دار ولي در مورد دوم گراف جهت دار               . ها را نشان مي دهند     گرافنمودار هاي فوق دو نمونه از       

 .و هر پاره خط يا منحني كه دو رأس را به هم متصل مـي كنـد را يـال مـي نامنـد          ) گره(ه را رأس    در هر گراف هر نقط    .است

  .قطع كنند ممكن است دو يال يكديگر را در يك نقطه كه رأس نباشد، نطور كه از نمودار ها ي فوق پيدا است،اهم

هر گراف را مي تـوان بـا يـك           دهند و    توجه داشته باشيد كه مجموعه ي رأس ها و مجموعه ي يال ها گراف را تشكيل مي                

  .نمودار موسوم به نمودار گراف نمايش داد

  

  

a 
b 

f 

e 

c 

d 

7v 

6v 

5v 
3v 

4v 

1v 

2v 2e 

6e 
1e 

3e 

4e 

5e 
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................ابر عامريج:تهيه كننده

   

  :تذكر

هت دار از يك رأس به      ج هر يال مي تواند به صورت خط راست يا منحني باشد كه از يك رأس به رأس ديگر و در گراف                       :1

  .ناميده مي شوديا طوقه يالي كه يك رأس را به خود آن رأس وصل مي كند، حلقه . خود آن رأس وصل شود

  . دو رأس كه بوسيله ي يك يال به هم متصل شده باشند را دو رأس مجاور مي گويند:2

و هر يال را با دو رأس آن يعنـي        ) 1v و 2v و 3vو(... يا   ) a و b و cو(...  هر رأس را با يك حرف كوچك لاتين مانند         :3

  .ي كنندنامگذاري م)  1e و2e و3eو... (يا ) ab و bc وacو... (

  .  در گراف جهت دار دو يال كه ابتدا و انتهاي يكسان داشته باشند، را يال هاي موازي گويند:4

  . بديهي است كه گراف غير جهت دار نمي تواند طوقه يا يال هاي موازي داشته باشد:5

  . مي نامند1 در هر گراف رأسي كه شامل هيچ يالي نباشد را رأس منفرد :6

گرافي كه حداقل يك يال داشـته باشـد را          .چنين گرافي را گراف تهي مي نامند       .اف هيچ يال نداشته باشد     ممكن است گر    :7

  .گراف غير تهي گويند

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                 
  . رأس منفرد را رأس منزوي يا ايزوله نيز مي نامند- 1

7v 

6v 

5v 
3v 

4v 

1v 

2v 2e 

6e 
1e 

3e 

4e 

5e 

 2گراف مثال 

 

 يال هاي موازي

 

 رأس منفرد

1 

 يال

 

 رأس

 رأس

a 
b 

f 

e 

c 

d 

 1گراف مثال 

 يال
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................سسته رياضيات گآموزش 

 

  

  

  گراف غير جهت دار �

بطوري كه يالها رأس هاي مجزا را بـه هـم    يك مجموعه ي متناهي و نا تهي از رأس ها و يك مجموعه از يال ها               :تعريف

),(بـه عبـارت ديگـر     .كه به آن يك گراف غير جهت دار مي گويند    ساختاري را به وجود مي آورند     متصل كنند،    EVG = 

 و مجموعه اي شامل زير مجموعه هاي دو عـضوي از عناصـر        Vساختاري مركب از يك مجموعه ي متناهي و نا تهي مانند          

V مانندEعناصر . مي باشدV را رئوس و اعضاي Eرا يال هاي گراف مي نامند  .  

  

},,,{ اگر :مثال dcbaV }},,{},,{},{{ و = dbdcbaE ),( آنگاه   = EVG  گرافي اسـت كـه چهـار رأس و          =

  .ين گراف داراي نمودار به شكل زير استا. سه يال دارد

يالي كه اين دو رأس را به هم . گراف غير جهت دار باشنددو رأس از يك    a و bاگر

},{متصل مي كند را به صورت        ba   يا به اختصار ab  و گاهي ie     نامگـذاري مـي 

  .كنند

***  

  گراف جهت دار �

),( گراف جهت دار     :تعريف EVG  و مجموعـه اي  V ساختاري است مركب از يك مجموعـه ي متنـاهي و نـا تهـي               =

  .ي باشد مE مانند Vشامل زوج هاي مرتبي از اعضاي 

  .در گراف جهت دار يالها به صورت پاره خط جهت دار يا پيكان مي باشند

},,,,{اگــر  : مثــال edcbaV )},,(),,(),,(),,(),,(),{( و= bcdcabeacadaE ),( آنگــاه = EVG = 

اين گراف داراي نمودار به شكل زيـر  . گرافي است كه پنج رأس و شش يال دارد      

  .است

  

  

a b 

d 

c 

a 

c e 

b 

d 
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................ابر عامريج:تهيه كننده

  .ار دو يال مجزا با مجموعه ي يكسان از نقاط پاياني را موازي مي نامنددر يك گراف جهت د

  

را حلقـه يـا   ) ابتدا و انتهاي آن بر هم منطبق باشـند ( در يك گراف جهت دار يالي كه يك رأس را به خود آن رأس وصل كند        

  .طوقه مي نامند

  

  

  

***  

  چند مفهوم معرفي  �

  .شده باشند را دو رأس مجاور مي گوينددو رأس كه بوسيله ي يك يال به هم متصل : 1

  .رأسي كه شامل هيچ يالي نباشد را رأس منفرد مي گويند: 2

چنين گرافي را گراف تهي مي نامند و گرافي كه حداقل يك يال داشـته باشـد را         .ممكن است گراف شامل هيچ يالي نباشد      : 3

  .گراف غير تهي مي گويند

  . انتهاي يكسان داشته باشند را يالها ي موازي گوينددر گراف جهت دار دو يال كه ابتدا و: 4

  .بنابر تعريف گراف غير جهت دار چنين گراف هايي نمي توانند،حلقه يا يالهاي موازي داشته باشند: 5

  

},,,,{ اگر:تمرين edcbaV },,,,,{ و= decdbcaeacabE   : در اين صورت=

  .نمودار گراف را رسم كنيد: الف

  . را مشخص كنيدa مجاور رأس رأس هاي: ب

  :حل

  b و c وe:  عبارتند ازaرأس هاي مجاور 

  

  

a 

d 

c b 

 يال هاي موازي

 حلقه

a 

b 

c 

d 

e 
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................سسته رياضيات گآموزش 

 

***  

  

  

  گراف هاي مساوي �

),( دو گراف    :تعريف 111 EVG ),( و   = 222 EVG 21 را مساوي گوينـد، هرگـاه      = VV 21 و = EE  ماننـد دو    =

  گراف زير

  

  

  

  

***  

  گراف ساده �

  .است كه هيچ حلقه يا يالهاي موازي نداشته باشد)جهت دار يا غير جهت دار( گراف ساده گرافي :تعريف

  . تمام گراف هاي غير جهت دار ساده هستند:نتيجه

  

  

  

  

  

***  

  گراف چندگانه �

  . اگر گراف جهت دار شامل يالهاي موازي يا شامل حلقه باشد، به آن گراف چندگانه مي گويند:تعريف

  . هر گراف كه ساده نباشد،چندگانه است:نتيجه

d 

a 

c 

e 

b 

d c 

e a b 

a 

b 

a 

d c 

e 

b 
d 

c 

a 

d b 

c 
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................ابر عامريج:تهيه كننده

  

  

  .منظور گراف ساده است مگر اينكه خلاف آن گفته شود .از اينجا به بعد هر جا كلمه ي گراف آورده شود :توجه

***  

  تعداد گراف هاي سادهنحوه ي تعيين  �

  .در ابتدا چند تذكر جهت ورود به بحث مطرح مي گردد

 نقطه ي متمايز غير واقع بر يك خط راست حداكثر          n بديهي است كه با    :1تذكر
2

1

2

)( −
=






 nnn
 پاره خـط مـي تـوان        

  .رسم كرد

  . بر يك راستا چند پاره خط مي توان ايجاد كرد نقطه ي متمايز غير واقع5 با :تمرين

10:          حل
2

155

2

5
=

−
=






 )(
     

 عضوي داراي حداكثر n بديهي است كه هر مجموعه ي:2تذكر
2

1

2

)( −
=






 nnn
  . زير مجموعه ي دو عضوي است

  

},,,,,{ مجموعه ي دو عضوي تعداد كل زير مجموعه هاي:تمرين fedcbaV   . را بدست آوريد=

15:          حل
2

166

2

6
=

−
=






 )(
     

  

  . رأس حداكثر چند يال مي تواند داشته باشد7 يك گراف غير جهت دار با :تمرين

21:           حل
2

177

2

7
=

−
=






 )(
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................سسته رياضيات گآموزش 

 

2توان تشكيل داد برابر رأس مي n كه با 2 تعداد گراف هاي ساده:نكته

1

2

)( −nn

  . مي باشد

حال چون مجموعـه ي يالهـا متـشكل از زيـر            . رأس مي باشد   n عضو باشد، پس داراي    n داراي   Vاگر مجموعه ي    : اثبات

 Vدر نتيجه حداكثر تعداد يالها با تعداد زير مجموعه هـاي دو عـضوي               . است Vمجموعه هاي دو عضوي از اعضاي متمايز        

يعني  
2

1

2

)( −
=






 nnn
و ...  رأس ممكن است صفر يا يك يا دو يا سه و nاز طرفي در گراف هاي مختلف با .  برابر است

يا  








2

n
 رأس با تعداد زيـر مجموعـه هـاي يـك مجموعـه       nبنابراين تعداد گراف هاي مختلف با       .  يال داشته باشيم   









2

n
 

2عضوي يعني با 

1
2 22

)( −









=

nnn

  . برابر  است

},,{ اگر:تمرين cbaV د، را بدست آوريد ن تشكيل مي شوVده كه با رأس هاي مجموعه يتعداد كل گراف هاي سا.  =

  .و سپس آنها را رسم كنيد

  :حل

8222 32

13 3

2

1

====

−− )()(nn

    تعداد گراف هاي ساده

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                 

 رأس برابرn تعداد گراف هاي جهت دار با . 2
2

2nهمچنين تعداد گراف هاي جهت دار بدون طوقه برابر.  مي باشندnn −2
 . مي باشد2

a 

b 

c a 

b 

c 

a 

b 

c a 

b 

c 

a 

b 

c a 

b 

c 

a 

b 

c a 

b 

c 

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 8 of 182



   فصل اول....................................................... .................................................................... ................ابر عامريج:تهيه كننده

  

  

  

  

  

  

},,,,{ اگر :تمرين edcbaV  رأس هـاي آنهـا      Vوعـه ي  تعداد گراف هاي ساده را بدست آوريد كـه اعـضاي مجم           .  =

  .باشند

  :حل

1024222 102

15 5

2

1

====

−− )()(nn

    تعداد گراف هاي ساده

  . با توجه به تمرين فوق، بيشترين تعداد يال هاي ممكن گراف ساده را بيابيد:تمرين

  :حل

10
2

15 5

2

1
=

−
=

−
=

)()(nn
   رأس5ترين تعداد يال هاي گراف ساده با   بيش

},,,,{ اگر :تمرين edcbaV  حساب كنيد كه چند گراف ساده ي مختلف با سه رأس مي توان رسم كرد كه رئـوس                    .=

  .  انتخاب شده باشندVآن از مجموعه ي

1 (8                  2(32                   3(80                       4(64  

  :حل

10
23

5

3

5
=

×
=








!!

!
  تعداد زير مجموعه هاي سه عضوي 

8222 32

13 3

2

1

====

−− )()(nn

   رأس3  تعداد گراف هاي ساده با 

80810لذا طبق اصل ضرب تعداد كل گراف هاي مطلوب برابر    . مي شود×=

 رأس مجموعـه    n رأس از  rداد گراف هـاي سـاده كـه بـا         در اين صورت تع   . عضو باشد  n داراي V اگر مجموعه ي   :نكته  

  برابراست با. ، تشكيل مي شوندVي
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2

1

2 

)( −

×







=

rr

r

n
  .د ايجاد مي شونn رأس ازr تعداد گراف هاي ساده كه با

***  

  مرتبه و اندازه ي گراف �

),( اگر:تعريف EVG  يا Gp)( مي نامند و آنرا با Gرا مرتبه ي) Vتعداد اعضاي (G يك گراف باشد، تعداد رئوس=

  . باشد∋Npواضح است كه در هر گراف بايد. نمايش مي دهندpبه اختصار 

),( اگر:تعريف EVG  يا Gq)( مي نامند و آنرا با Gياندازه را ) Eتعداد اعضاي (G يك گراف باشد، تعداد يالهاي=

  . باشد∋Wqواضح است كه در هر گراف بايد. نمايش مي دهند qبه اختصار

  .  مي باشد8  و اندازه ي آن 6براي مثال مرتبه گراف زير 

  

  

  

  :، همواره داريم3 اندازه ي آن باشندq مرتبه وp اگرG در هر گراف ساده مانند:نكته









≤≤

2
0

p
q  

  ؟ باشد، حساب كنيد اين گراف حداقل چند رأس دارد43 اگر اندازه ي يك گراف ساده برابر :تمرين

1(9                  2(10                3(11                 4(12  

  :حل

10186
2

1
430

2
0 =→−≤→

−
≤≤→








≤≤ ppp

ppp
q )(

)(
  

توجه كنيد كه اين جواب با توجه به گزينه ها بدست آمد ولي مي توان با حل نامعادله ي درجه ي دوم به كمك تعيين علامت 

  .نيز آنرا حل كرد

                                                 

p:  در گراف چندگانه داريم - 3
p

q +≤≤ 







2

20 

d c 

e a b 

f 
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................ابر عامريج:تهيه كننده

 Gحـساب كنيـد كـه     .باشد گرافي ساده و غير تهي باشد كه تعداد يالهاي آن دو برابر تعداد رأس هايش مي                  G اگر :تمرين

  حداقل چند رأس دارد؟

1(4                   2(3                     3(5                4(7  

  :حل

51414
2

1
2

2
20

2
0

0
≥→−≤ →−≤→

−
≤→









≤≤→








≤≤

>
ppppp

pp
p

p
p

p
q

p
)(

)(
  

***  

  درجه ي رأس  �

 را به صورت G در گراف vدرجه ي رأس .  كه از هر رأس مي گذرند، را درجه ي آن رأس مي نامند   ي تعداد يالهاي  :تعريف

)deg(vواضح است كه براي هر رأس .  نمايش مي دهندvداريم :Wv ∈)deg(  

  . طبق تعريف بديهي است كه درجه ي هر رأس منفرد برابر صفر است:نتيجه

  . در گراف زير درجات رئوس را تعيين و سپس به صورت يك دنباله ي غير صعودي بنويسيد:تمرين 

  :حل 

  

  

  

2=)deg(g2 و=)deg( f1 و=)deg(e1 و=)deg(d0 و=)deg(c3 و=)deg(b1و=)deg(a  

    دنباله ي درجات رئوس3 و 2 و 2 و 1 و 1 و 1 و 0

   :تذكر

  . مي شود درجه ي رأس متناظر آن دو بار شمارش در يك گراف جهت دار اگر يك يال به صورت حلقه باشد،: 1

  . استp−1درجه ي هر رأس، حداكثرpدر يك گراف ساده از مرتبه ي : 2

   باشد؟ چرا؟5 و 4 و 2 و1 و0 آيا گرافي وجود دارد كه دنباله ي درجات رئوس آن :تمرين

a 

b 

c 
g 

d 
e 

f 
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................سسته رياضيات گآموزش 

 

در حـالي كـه درجـه ي هـر رأس بايـد             ،  درجه ي يك رأس برابر مرتبـه ي گـراف مـي شـود             خير، زيرا در اين صورت      : حل  

  . باشدp−1حداكثر

***  

  درجه ي گراف �

  . آن تعريف مي كننديا مجموع درجه ي همه ي رأس ها با درجه ي يك گراف ر:تعريف

∑
=

=++++=
p

i
ip vvvvvD

1
)deg()deg(...)deg()deg()deg(   درجه ي كل گراف 321

***  

  

   رأس زوج–رأس فرد  �

همچنين يك رأس را زوج مي نامند، هرگـاه      .  در يك گراف يك رأس را فرد مي نامند، هرگاه درجه ي آن فرد باشد               :تعريف

  .درجه ي آن زوج باشد

   را در نظر گرفته و سپس مقابل گراف هاي :تمرين

  . بدست آوريدادرجه ي هر رأس و درجه ي كل گراف ر) الف

  .رأس هاي زوج و فرد را مشخص كنيد)ب

  .درجه ي رأس ها را به صورت دنباله ي غير صعودي بنويسيد) ج

  .ف را با تعداد يالهاي آن مقايسه كنيدادرجه ي كل گر)د

  :حل

  

   درجات رأ س ها:1گراف

1=)deg( f2 و=)deg(e2 و=)deg(d2 و=)deg(c3 و=)deg(b 0 و=)deg(a  

5=q6                          اندازه ي گراف=pمرتبه گراف   

10122230 =+++++=Dدرجه ي كل گراف   

b 

a 

c 

d e 

f 

 1گراف 

 2گراف 

a 

b 

c 

d 
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................ابر عامريج:تهيه كننده

fو b : رئوس فرد  

eو dو cو a : رئوس زوج  

  دنباله ي غير صعودي درجات : 3و2و2و2و1و0

  . يالهاي آن استدرجه ي كل گراف دو برابر تعداد

   درجات رأ س ها:2 فارگ

5=)deg(d1 و=)deg(c 1 و=)deg(b 1 و=)deg(a  

4=pمرتبه گراف   

4=qاندازه ي گراف   

85111 =+++=Dدرجه ي كل گراف   

dو cو bو a : رئوس فرد  

  .گراف رأس زوج ندارد

  دنباله ي غير صعودي درجات : 5و1و1و1

  .درجه ي كل گراف دو برابر تعداد يالهاي آن است

  

:                                          يعني.است) تعداد يالها(دو برابر اندازه ي گراف) مجموع درجات رئوس( در هر گراف درجه ي كل گراف :قضيه

qD 2=  

},,,...,{فرض كنيم : اثبات 321 pvvvvV أس چون هر يال دقيقـاً از دو ر       . باشد qبا اندازه ي  Gمجموعه رئوس گراف  =

  :در نتيجه. شمرده مي شودرآن مي گذرد،لذا در محاسبه ي مجموع درجات رئوس، هر يال دو با

qvvvvvD
p

i
ip 2

1
==++++= ∑

=

)deg()deg(...)deg()deg()deg( 321  

  . هميشه زوج استD درجه ي كل گراف يعني :1نتيجه

  . تعداد رأس هاي فرد هر گراف، زوج است:2نتيجه

),(رافاگر مجموع درجات رئوس فرد در گ       :اثبات EVG نـشان دهـيم،    B و مجموع درجات رئوس زوج را بـا          A را با    =

  . خواهيم داشت
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................سسته رياضيات گآموزش 

 

BAvD
p

i
i +== ∑

=1
)deg(  

چون از مجموع تعدادي عدد زوج (  نيز زوج است Bاز طرفي عدد    .زوج است  D مجموع درجات رئوس يعني    1 نتيجه ي    ربناب

BDAدر نتيجه   .) بدست مي آيد   لذا اين  .  مجموع تعدادي عدد فرد مي باشد      A  نيز يك عدد زوج مي باشد و چون           =−

  .هميشه زوج استتعداد بايد زوج باشد، پس تعداد رئوس با درجه ي فرد، 

  باشد؟ چرا؟ 5و  4 و 3 و 3 و 1 و1 و0آيا گرافي وجود دارد كه دنباله ي درجات رئوس آن  :نتمري

  .بايد زوج باشدتعداد رئوس درجه ي فرد در حالي ،  رأس درجه ي فرد دارد5اين گراف خير، زيرا : حل 

  

  ل كدام است؟ باشد، بيشترين تعداد يا5 رأس كه درجه ي هر رأس آن حداكثر 35 در يك گراف با :تمرين

1 (70              2(78              3(87              4(88  

},,,...,{ اگر:حل 35321 vvvvV   :در اين صورت . باشد مجموعه ي رئوس اين گراف =

8787/5
2

355
3552355

5...

5

.......

5

5

5

35

1

= →≤→
×

≤→×≤→×≤→

≤++++→














≤

≤

≤

≤

∈

=
∑

qqqqD

vvvv

v

v

v

v

Wq

i

)deg()deg()deg()deg(

)deg(

)deg(

)deg(

)deg(

35321

35

3

2

1

  

 . مي باشد3 يا 2  فقط كه درجه ي هر رأس آنودطوري در نظر گرفته ش 11 و اندازه ي 8 گرافي از مرتبه ي G اگر:تمرين

   دارد؟3 و چند رأس از درجه ي 2تعيين كنيد اين گراف چند رأس از درجه ي 

  : دارد، پس3 از درجه ي y و2 رأس از درجه ي xگيريم كه اين گراف :حل

pyx    تعداد كل رئوس+=

qyxD 232    مجموع درجات رئوس=+=





==→
=+

=+





→
=+

=+
6        2

8

2232232
yx

yx

yx

pyx

qyx
,  

***  
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................ابر عامريج:تهيه كننده

  ماكسيمم و مي نيمم درجه ي رأس ها �

ا به اختصار  ي ∆G)( مي نامند و آن را با        G را ماكسيمم درجه ي      G عدد در بين درجات رئوس گراف        ن بزرگتري :تعريف

  . نمايش مي دهند∆با 

 يا به اختصار Gδ)( مي نامند و آن را با G را مي نيمم درجه ي G كوچكترين عدد در بين درجات رئوس گراف :تعريف

δند نمايش مي ده.  

  . در گراف زير ماكسيمم و مي نيمم درجه ي رأس ها را مشخص كنيد:تمرين

  :حل

1,            4 ====∆ )deg()deg( ae δ  

  

  

≥≥∆ رابطه ي q و اندازه ي p ثابت كنيد در هر گراف از مرتبه ي :تمرين
p

q2
δبرقرار است .  

},,...,{گيريم كه : حل pvvvV   : پس=21

∆≤≤ →∆≤≤→∆≤≤→

∆≤≤→














∆≤≤

∆≤≤

∆≤≤

∆≤≤

≠÷

===
∑∑∑

p

q
pqppDp

v

v

v

v

v

p

p

i

p

i
i

p

i

p

2
2

.......

0

111

δδδ

δ

δ

δ

δ

δ

)deg(

)deg(

)deg(

)deg(

)deg(

3

2

1

  

3np  و q=5 و δ=1 و ∆=3:  گراف داشته باشيم   ك اگر در ي   :رينمت ري را مي توانـد      چه مقدا  nتعيين كنيد كه  =

)(داشته باشد؟ Nn∈      

1  (5             2  (3                3 (2                   4 (7  

  : حل

d 

b 

e 

f 

a 

c 
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................سسته رياضيات گآموزش 

 

3     23/31/1

3

10

9

10
103

3

10
1

10

3

3

1
3

3

52
1

2

== →≤≤→

≤≤→≤≤→≤≤→≤
×

≤→∆≤≤

∈
nnn

nn
n

np

q

Nn
,

δ
  

درحالي كـه مينـيمم درجـات    . زيرا با قبول اين مقدار رأس با درجه ي صفر خواهيم داشت .  غير قابل قبول است    n=3مقدار

  .يك مي باشد

 بـا  سـپس . بحـث كنيـد   در مورد مرتبه ي ايـن گـراف   δ=2  و∆=4 داريم 6 با اندازه ي     G در گراف ساده ي    :رينتم

  . نمودار گراف مورد نظر را رسم كنيد،pبررسي حالت هاي مختلف

  :حل

631
62

1
2

6
1 ≤≤→≤≤→≤≤→≤

×
≤→∆≤≤ p

p

ppp

q
4

62
2

2
δ  

 مشاهده مي كنـيم كـه       p=3وp=4وp=5وp=6با بررسي حالت هاي مختلف براي     

  .  قابل قبول استp=5فقط حالت

***  
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

  نظريه ي گراف : اولفصل 

  گراف منتظم �

   يك گراف را منتظم گويند، هرگاه:تعريف

  .درجه ي هر رأس آن برابر يك عدد صحيح و نا منفي باشد) الف

  .تمام رأس هاي آن درجه ي مساوي داشته باشند) ب

  . منتظم گويند−r باشد، آن گراف را rاگر در يك گراف منتظم درجه ي هر رأس 

  

  

  

  

  

  

***  

  گراف كامل �

  . باشدp−1 هر رأس آن ي را يك گراف كامل مي گوييم، هرگاه درجهp يك گراف از مرتبه ي:تعريف

 رسـم شـده   5 تـا  1در نمودار هاي زير گراف هاي كامل از مرتبه ي  .ش مي دهند نمايpKرا با pگراف كامل از مرتبه ي  

  .است

  

  

  

  

  

*** 

  منتظم-2گراف 

a 

b 

c d 

f 

e 

  منتظم-2گراف 

a 

b 

c d 

e 

  منتظم-4گراف 

a 

b 

c d 

e 

a 

1K 

a 

b 

2K 

a 

b c 

3K 

a 

b c 

d 

4K 

a 

b 

c 
d 

e 

5K 

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 17 of 182



  فصل اول...................................................... ..................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده
 

 

  گراف تهي �

 pK را بـا  pگراف تهي از مرتبـه ي     .  را تهي مي گوييم، هرگاه هيچ يالي نداشته باشد         p يك گراف از مرتبه ي     :تعريف

  :مانند گراف زير. نمايش مي دهند

  

  :چند نكته

برابر p منتظم از مرتبه ي −rتعداد يال هاي هر گراف : 1
2

pr
  :زيرا.  است

  

            prq
prD

qD
=→





=

=
2

2
 

  .) هر دو با هم فرد نيستندrوpپس در گراف منتظم  ( . زوج استprيعني در گراف منتظم 

)( يك گرافpهر گراف كامل از مرتبه ي: 2 1−− pمنتظم است و در نتيجه در هر گراف كامل از مرتبه ي pاريم د :  

 

2

1)( −
=

pp
q   1    و−= pr 

  . منتظم است ولي كامل نيست-2مانند گراف زير كه  .ممكن است گرافي منتظم باشد ولي كامل نباشد: 3

 . منتظم است-0 يك گراف pهر گراف تهي از مرتبه ي : 4

 . استr=∆=δ منتظم همواره −rدر هر گراف : 5

 . باشد،آن گراف منتظم استδ=∆ گراف اگر در يك: 6

 . مجاورند، يعني بين هر دو رأس آن يك يال وجود داردمه در هر گراف كامل تمام رئوس با: 7

≥−1 منتظم همواره −rدر هر گراف : 8 prاست . 

  .  را رسم كنيد6K گراف كامل :تمرين

  :حل

  

  

a 

b c 

3K 
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

  . باشند6 منتظم بوده و از مرتبه ي -2 گراف هايي رسم كنيد كه :تمرين

  

  

  

  

  

  

  

 واحـد بيـشتر   13 به تعداد p−2تبه ياز تعداد يالهاي گراف كامل از مرp كامل از مرتبه ي گراف تعداد يال هاي     :تمرين

  .را پيدا كنيدpمقدار. است

  :   حل

  pتعداد يالهاي گراف كامل از مرتبه ي  = p−2تعداد يالهاي گراف كامل از مرتبه ي  + 13

8324266513
2

32

2

1 22 =→=→++−=−→+
−−

=
−

⇒ pppppp
pppp ))(()(

  

852اگر . داده شده استq با اندازه يp منتظم از مرتبه ي-3گرافي  :ينتمر −= pqمقادير.  باشدpو qرا بيابيد .  

  :حل





==→=−→
=

−=
6       4385

32

852
qppp

pq

pq
,  

  امل است؟ چرا؟ آيا گراف تمرين قبل ك:تمرين

  . است پس كامل مي باشد4ظم از مرتبه ي ت من-3چون اين گراف : حل

162:  داشته باشيم، منتظم-6  اگر در يك گراف:تمرين =− pq  مقاديرpو qرا بيابيد .  

  :حل





==→=−




→
=

=−
→

=

=−
48       161623

3

162

62

162
qppp

pq

pq

pq

pq
,  

1G 
3G 

2G 
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  فصل اول...................................................... ..................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده
 

  . وجود ندارد17 منتظم از مرتبه ي -5ه گرافي  ثابت كنيد ك:تمرين

  :پس.  مي باشدpگيريم كه چنين گرافي وجود دارد و مرتبه ي آن ) اثبات به روش برهان خلف: (حل

51722 ×=→= qprq  

517 85 زوج است ولي q2و اين ممكن نيست زيرا    . فرد است و نمي توانند برابر باشند×=

آيا امكان دارد، هركس . نفر ديگر نامه بفرستدسه نفر به سفر مي روند و قبل از سفر قرار مي گذارند، هركس به                پنج :تمرين  

   نفري نامه بفرستد كه از آنها نامه دريافت مي كند، چرا؟سهبه آن 

  در اين صورت. يمريگب را رأس و هر نامه را يال در نظر نفراگر هر : حل

3522 ×=→= qprq  

  .و چنين چيزي ممكن نيست

  . به گراف مقابل چند يال اضافه شود ، تا به گراف كامل تبديل شود:تمرين

  

 حال اگر قرار است اين گراف به        p=9 و   q=10: با توجه به گراف داريم    :  حل

36بايد .  تبديل شوديك گراف كامل 
2

89

2

1
=

×
=

− )(pp
.  يال داشته باشـيم 

  .  يال به اين گراف اضافه شود تا كامل شود36 -10 =26لذا به تعداد 

  

  .ي هر رأس آن را بيابيددرجه .  يال است55 يك گراف كامل داراي :تمرين

  :حل

101-111

111101
2

1
55

2

1

==→−=

=→=−→
−

=→
−

=

rpr

ppp
pppp

q )(
)()(

  

  

  

  

a 

b 

d 

c 

f 

e g 

k 

h 
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

  .حساب كنيد كه درجه ي چند رأس آن ماكسيمم است.  مي باشد27ازه ي آن  و اند8گراف برابر يك  مرتبه ي :تمرين

لـذا حـداكثر تعـداد يالهـاي آن     .  باشـد 8براي اينكه اين گراف داراي تعداد يالهاي بيشتري باشد، بايد كامل از مرتبـه ي          :حل

28برابر
2

78

2

1
=

×
=

− )(pp
 بوده و يك يال از آن       8Kامل است، لذا اين گراف ك     27چون اندازه ي گراف     .  خواهد شد  

 6 و دو رأس از درجـه ي  7داراي شش رأس از درجـه ي    داشته باشد،7 رأس از درجه 8پس به جاي اينكه . حذف شده است 

  .پس شش رأس آن درجه ي ماكزيمم دارند. مي باشد

  

  كدام است؟ rعدد. د دارد وجو9 منتظم از مرتبه ي −r يك گراف :تمرين

1(5               2 (6               3 (7                  4(10  

  : حل

rqprq 922 =→=  

≥−1از طرفي .  بايد زوج باشدrلذا  pr819  پس =−≤rدو درست است گزينه ي در نتيجه .  

∑ وδ=∆=6:  اگر در يك گراف داشته باشيم:تمرين
=

=
p

i
iv

1

42)deg( . مرتبه ي اين گراف را بيابيد.  

  r=6 منتظم است و −r مي باشد، اين گراف δ=∆چون : حل

7426622
422

1

2
=→= →= →==

==

=

=
∑ pppqqvD

qD
p

i

prq
i )deg(  

  .تعداد رأس هاي اين گراف را به دست آوريد.  يال دارد120يك گراف كامل  :تمرين

  : حل

16151612401
2

1

2
=→×=−→=−→

−
=→








= ppppp

ppp
q )()(

)(
120  

  در كدام گراف كامل، تعداد رأس ها، نصف تعداد يال ها است؟ :تمرين

1(4K              2( 5K               3 (6K              4( 10K  

  : حل
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  فصل اول...................................................... ..................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده
 

541
2

1

2

0
2

2 =→=− →
−

= →







=

≠
=→=

pp
pp

p
p

q
p

qp
q

p )(
2  

  ؟ دارد8اين گراف حداكثر چند رأس درجه ي .  يال دارد35يك گراف ساده  :تمرين

1(2              2( 7               3 (8              4( 5  

36برابر  9Kتعداد يال هاي گراف كامل      : حل
2

9
=







=q  دو رأس . حال اگر از اين گراف يـك يـال كـم كنـيم       .  مي باشد

  . خواهيم داشت8 و هفت رأس درجه 7درجه ي 

  مينيمم درجه ي رئوس چند است؟.  مي باشدq=40 وp=10در يك گراف  :تمرين

45برابر  10Kهاي گراف كامل    تعداد يال   : حل
2

10
=







=q  يـال حـذف    5حال اگر فقط از يك رأس اين گراف .  مي باشد 

459 به 9درجه ي آن رأس از . كنيم   .δ=4لذا .  تبديل مي شود−=

***  

  گراف دور و گراف چرخ �

  . نمايش مي دهندpC را گراف دور مي گويند و آن را با pمنتظم از مرتبه ي  -2 هر گراف :تعريف

  

  

  

***  

گـراف جديـد را   .  اگر يك رأس به گراف دور اضافه شود و اين رأس جديد به ساير رأس هاي گراف دور متصل شود       :تعريف

  . نمايش مي دهندpWا گراف چرخ مي گويند و آن را ب

  

  

  

  . باشد گراف چرخ مي. باشد3 و درجه ي بقيه ي رئوس برابر p−1كه درجه ي يك رأس آنp هر گراف از مرتبه ي :تذكر

3C 4C 
5C 

5W 6W 
4W 
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

  مكمل گراف �

),(دو گراف  111 EVG و ),( 222 EVG ند، هرگاهيورا مكمل گ:  

VVV :الف == EEE:                    ب  21 =21 U   

Φ=21: ج  EE I د                     :),( EVG   . كامل باشد=

 هرگاه از اجتماع آنها يك گراف ،مي نامندرا مكمل همديگر با رأس هاي يكسان و يال هاي متفاوت به عبارت ديگر دو گراف 

  .كامل حاصل شود

  . نمايش مي دهندGرا با Gمكمل گراف ،  يك گراف باشدGاگر 

  

  

  

  

  

  . مكمل گراف زير را رسم كنيد:تمرين

  

  

  

  : حل

  

  

  

  

  

  

a 

b c 

d 

 G گراف

a 

b c 

d 

 G گراف
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  فصل اول...................................................... ..................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده
 

  :نتيجه 

  أس يال وجود ندارد و برعكسر بين اين دو ،آن مكملدر گراف  يالي وجود داشته باشد، ،از يك گراف اگر بين دو رأس :1

  . اجتماع دو گراف مكمل همواره يك گراف كامل است:2

  .گراف كامل يك گراف تهي استهر گراف كامل و مكمل يك  گراف تهي، هر مكمل :3

  

  

  

  

  

q رأس ولي p داراي، يالq رأس و p مكمل يك گراف ساده با :4
p

−








2
  . يال است

  . چند يال داردGحساب كنيد مكمل آن يعني.  يال مي باشد20 داراي 8 از مرتبه ي G يك گراف ساده مانند:تمرين

  : ل ح

8202820
2

188
20

2

8

2
=−=−

−
=−








=−







 )(
q

p
  

  

***  

  

a 

b 

c a 

b 

c 
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 فصل اول............................... .................................................................................. .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

  نظريه ي گراف: فصل اول 

  مسير گراف �

  .را مسير مي نامندبكار مي رود، ) يا غير متفاوت(دنباله از يال كه براي ارتباط بين دو رأس متفاوت هر  در يك گراف :تعريف

 دنبالـه اي اسـت شـامل    G در گـراف  v بـه  uيك مسير از   باشند، G مانند ف دو رأس متفاوت از يك گرا      v و uاگر: توجه

1+m         رأس دو به دو متفاوت كه از u     آغاز و به v  أس متوالي اين دنبالـه در گـراف   بطوري كه هر دو ر. ختم مي شودG 

  .)مگر اينكه احتمالاً ابتدا و انتهاي آن يكسان باشند.(مجاور باشند

  زير در گراف acdbمسير : مانند. رأس ها استفاده مي كنيمتوجه داشته باشيد كه در نامگذاري مسير ها از 

  

  

  

  

طول آن مسير را   باشد،v مانند اگر دنباله اي فقط شامل يك رأس. را طول مسير مي نامند ) mعدد  (ر  هر مسي  تعداد يالهاي 

  .ويند مي گv بهv ازصفر

يك مسير بـه طـول   دو، يك مسير به طول به طول يك،     با توجه به گراف فوق يك مسير به طول صفر، يك مسير              :تمرين

  . يك مسير به طول پنج بنويسيد همچنين يك مسير به طول چهار و،سه 

  :حل

  

  

  

  

  

  .را بنويسيد b به a تمام مسير هاي از  مقابل در گراف:تمرين

  

a 

b 

c 

d 

e 

  dd  مسير به طول صفر
  be  1مسير به طول 
  cdb  2مسير به طول
  adbe  3مسير به طول
  acdbe  4مسير به طول

  .وجود ندارد  5طولمسير به 
 

b 

 
a 

e 

d 

c 
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده

  : حل

  

  

  

  

  وجود دارد؟ b به a از 3مسير به طول  در گراف مقابل چند :تمرين

1(5            2(4              3(3             4(2  

  

  اين مسير ها عبارتند از .  وجود دارد3 فقط سه مسير به طول b به aاز : حل

adcb و aecb  وacdb  

  :  برابر است با pK در گراف m به طول1تفاوتتعداد همه ي مسير هاي م :  نكته

)
!))((

!
(

12

1

+− mp

p
  

  . را بنويسيد3 به طول تفاوت مسير هاي م تعداد همه ي5Kدر گراف:  تمرين 

  :حل 

60
1

5

2

1

135

5

2

1

12

1
=×=

+−
=

+− !

!
)
!))((

!
()

!))((

!
(

mp

p
  

  : برابراست با pK در گراف 2تعداد مسير هاي متفاوت: نكته 

∑
−

=

+
+−

1

0 212

1 p

m

p

mp

p
)
!))((

!
(  

                                                 
 .بتدا و انتهاي آنها متفاوت باشد مسير هاي متفاوت به مسير هايي گويند كه يا طول آنها يا ا- 1

)](![: برابراست با pK تعداد مسير هاي متفاوت در گراف-  2 ep
p

p 2
2

−+ 







    

  . داريم4kبراي مثال در گراف 

345644256471226471224
2

42
2

4
=+=+=×+=−+=−+ 
















)(]/[]/[)]/(!)[(]!)[( ep

p
p  

 

  طول مسير  مسير  

  ab  1  مسير اول
  acdb  3  مسير دوم
  acedb  4  مسير سوم

  aedb  3  چهارم مسير
  aecdb  4  پنجم مسير

 

a 

e 

c 

d 

b 
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 فصل اول............................... .................................................................................. .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

   چند مسير متفاوت وجود دارد؟4راف كامل مرتبه ي گدر يك : تمرين 

 

3423222424124
2

1

2
0

4

1

4

2

4

3

4

2

1
2

3

4

2

1

2

4

14

4

2

1 3

0

3

0

=+=++++=

++++=+
−

=+
+−

∑∑
==

)(

)
!

!

!

!

!

!

!

!
()

!)(

!
()

!))((

!
(

mm mm  

***  

، برابراسـت   ) uu كه به شكلمسير هايي(ز مسير هاي به طول صفر   به غير ا   pKتعداد مسير هاي متفاوت در گراف     : نكته  

  :با 

∑
−

=

−
+−

1

0 212

1 p

m

p

mp

p
)
!))((

!
(  

  وجود دارد؟به طول هاي غير صفر  چند مسير متفاوت 4راف كامل مرتبه ي گدر يك : تمرين 

 

3023222424124
2

1

2
0

4

1

4

2

4

3

4

2

1
2

3

4

2

1

2

4

14

4

2

1 3

0

3

0

=−=−+++=

−+++=−
−

=−
+−

∑∑
==

)(

)
!

!

!

!

!

!

!

!
()

!)(

!
()

!))((

!
(

mm mm  

***  

  گراف همبند و گراف ناهمبند �

اگر يك گراف همبند    .  هرگاه بين هر دو رأس آن حداقل يك مسير وجود داشته باشد            ،را همبند مي ناميم    يك گراف    :تعريف

  .نباشد،آن را ناهمبند مي نامند

  .د ناهمبند مي باشن4و2 همبند و گراف هاي3و1در مثال هاي زير گراف هاي

  

  

  

  

  

  

 2گراف
 1گراف

 3گراف 4گراف
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   فصل اول....................................................... .................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده

  :نتيجه

  .اين گراف همبند است.  باشدp−1اگر درجه ي يكي از رأس ها ، pدر گراف ساده از مرتبه ي: 1

  .هر گراف كامل همبند است: 2

  .در يك گراف همبند با بيش از يك رأس درجه ي هر رأس حداقل يك مي باشد: 3

  .همبند استنا بيش از يك رأس هر گراف تهي با : 4

  

   منتظم همبند است؟ چرا؟−r آيا هر گراف :تمرين

  . منتظم است ولي همبند نيست-2گراف زير ، خير: حل

  

pq: داريمp منتظم از مرتبه ي-3 در يك گراف :تمرين 24 =+   

  . را بدست آوريدq وpمقدار) الف

  .يك گراف همبند و يك گراف ناهمبند با اين شرايط رسم كنيد) ب

  :حل

1242

834224224 2

=−=

=→=− →−=→=+
=

pq

ppppqpq
rpq

)(  

  

  

  

  

  

  . داده شده است،حداقل و حداكثر اندازه ي اين گراف را بيابيد20 يك گراف همبند از مرتبه ي :تمرين

  . هر گراف همبند داريمواضح است كه در: حل

19019
2

12020
120

2
1

1 ≤≤→
−

≤≤−→
−

≤≤− qq
pp

qp
)()(

  

 گراف همبند

 گراف نا همبند
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 فصل اول............................... .................................................................................. .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

),( گراف :تمرين EVG },,,,{ كه در آن = edcbaV },,,{ و = debcacabE   . داده شده است=

  . رسم كنيدانمودار اين گراف ر) الف

  .درجه ي همه ي رأس ها را به صورت دنباله ي غير صعودي بنويسيد) ب

  ا اين گراف همبند است؟چرا؟آي) ج

  :حل

   دنباله ي درجات 2و2و2و1و1

  . مسير وجود نداردd به aزيرا مثلاً از، گراف همبند نيست 

  :  نكته 

 ناهمبند باشد، آنگاه تعداد يال هاي آن حداكثر Gاگر گراف : 1






 −

2

1p
  .مي باشد

1 حداقل p از مرتبه يGاگر گراف : 2
2

1
+






 −p
  . يال داشته باشد، آنگاه اين گراف حتماً همبند است

  .ل هاي آن را به دست آوريدحداكثر تعداد يا.  داده شده است5 از مرتبه ي G  ناهمبند گراف:تمرين 

  : حل 

6
2

34
2

4

2

15

2

1
=

×
=







=






 −
=






 −p
  

  . را تعيين كنيد5 حداقل تعداد يال هاي گراف همبند از مرتبه ي :تمرين 

  : حل  

7161
2

34
1

2

4
1

2

15
1

2

1
=+=+

×
=+








=+







 −
=+







 −p
  

اگر در يك گراف  :توجه 
2

1−
≥
p

δآنگاه آن گراف همبند است.  باشد.  

  . را طوري بيابيد كه اين گراف همبند شودδ حداقل مقدار8به ي در يك گراف از مرت: تمرين 

  :حل

d 

e 
a 

b 

c 
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453
2

18

2

1
=→≥→

−
≥→

−
≥ δδδδ /
p

  

  : توجه 

  . همبند استGآنگاه مكمل آن يعني . گرافي ناهمبند باشدGاگر : 1

  .  همبند استGآنگاه مكمل آن يعني. ناهمبند باشد گرافيGاگر : 2

گراف مفـروض   ) بدون حذف رئوس انتهاي آن    (  يك يال را پل مي نامند، هرگاه با حذف آن يال           ، در يك گراف همبند    :توجه

   در گراف زير abمانند يال . ناهمبند شود

  

  

  .ند پل داردگراف مقابل چ: تمرين 

  

  

  

  . با حذف يكي از آنها گراف حاصل ناهمبند مي شودازير . 74vv و 53vv. اين گراف دو پل دارد: حل 

***  

  گراف اويلري �

 گراف هـاي  مانند. زوج باشدعدد طبيعي  هرگاه درجه ي تمام رأس هاي آن ،را اويلري مي گويندغير تهي يك گراف   : تعريف

  زير

  

  

  

  .ولي گراف زير اويلري نيست

  

  

a b c 

d e 

f 

3v 5v 6v 

4v 1v 

2v 

7v 

8v 9v 
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  :نتيجه

  .از كليه ي يالهاي گراف فقط يك بار گذشتمي توان روي تمام يالها حركت كرد بطوري كه در هر گراف اويلري : 1

  . اويلري باشد،آنگاه تمام رأس هاي آن درجه ي زوج دارندGاگر گراف : 2

  

  . گراف مربوط به پل كونيگسبرگ اويلري نيست،ف گراف اويلريطبق تعري: 3

  .عددي فرد باشد، اويلري استpكه در آن pKهر گراف كامل : 4

***  

  دور گراف �

طول مسير هر دور گراف     . در يك گراف هر مسير را كه رأس ابتدايي و انتهايي آن يكسان باشند را يك دور مي نامند                  : تعريف

  .را طول آن دور مي گويند

  دور هستندabca و acdea وabcdeaدر گراف مقابل مسير هاي  :مثلاً

توجه داشته باشيم كه در هر      .  مي باشند  3و4 و 5كه به ترتيب داراي طولي برابر     

  .و انتها نداريمدور رأس تكراري بجز ابتدا 

   :نتيجه

  . باشد3ي تواند كمتر از مطول هر دور ن -1

 . استm−1رأس داراي طولي برابر) m ) 4≥mهر دور از يك گراف متشكل از  -2

 

  : منتظم رسم كنيد كه-3 گرافي :تمرين

  .       نداشته باشد3دوري به طول )                   ب                      .    باشد3شامل دوري به طول ) الف

  : حل

  

  

  

a 

d 

c 

b 

a b 

f 

e 

c 

d 

 fdef وabca: 3 به طول يدور ها . ندارد3دور به طول 

a 

f 

d 

c 

e 

b 
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},,,,{  : در يك گراف داريم:تمرين edcbaV },,,,,,{و  = decdcebdaeacabE =  

  .اين گراف را رسم كنيد) الف

  .را بنويسيد در اين گراف 5 و يك دور به طول 4يك دور به طول ) ب

  .يالهايي را بنويسيد كه اگر به اين گراف اضافه شوند،گراف حاصل كامل مي شودنام ) ج

  : حل

  

  

  

10اگر قرار است اين گراف كامل شود، پس بايد          
2

45
2

1
=

×
=

− )(pp
 7ولي اكنون گراف داراي فقـط       .  يال داشته باشد   

3710يال است لذا به تعداد    bc وbe و ad: يالها عبارتند ازاين .بايد اضافه شود يال −=

  

راف دو رأس با درجه هـاي  گاگر در اين .  مي باشند 4و3و2و2و2و1در يك گراف همبند، درجه ي رأس ها به ترتيب           : تمرين

  .را بيابيد در اين گراف 3بزرگتر مجاور نباشند، تعداد دور هاي به طول 

 مجاور نيستند، پس نمودار اين گراف به شكل         4و3چون رئوس به درجه هاي      : حل

  . ندارد3بديهي است كه اين گراف دوري به طول . زير مي باشد

  

   بزرگترين دور در گراف زير از چند رأس متفاوت تشكيل شده است؟:تمرين

 رأس  5دور است، پـس داراي       بزرگترين   abcdeaدر اين گراف دور     : حل

  .مي باشد

  :نكته

  .گراف تهي مسير به طول يك يا بيشتر ندارد: 1

  .دور ندارد ) pK(هر گراف تهي : 2

  . باشد، نمي تواند دور داشته باشد3هر گراف كه تعداد رأس هاي آن كمتر از : 3

a 

e 

b 

d 

c 4به طول  دور:  abdea  
 abdcea:  5دور به طول 

a b c 

f 

e d 

c b 

e 

d 

f 

a g 
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  : برابر است با ،3با مرتبه ي بيشتر از pK در گراف mبه طول 3متفاوتتعداد همه ي دور هاي : 4

2
1 !)( −

×






 m

m

p
  

  :برابر است با ، 3با مرتبه ي بيشتر از  pK گراف  متفاوت درتعداد همه ي دور هاي : 5

∑
=

−
×






p

m

m

m

p

3 2

1 !)(
  

  . را تعيين كنيد4K در گراف 3به طول متفاوت اي  تعداد همه ي دور ه:تمرين 

  :حل 

414
2

13
3

4

2
1

=×=
−

×







=

−
×






 !)(!)(m

m

p
  

  . را تعيين كنيد6Kگراف متفاوت در  تعداد همه ي دور هاي :تمرين 

  :حل 

19760724520

2
16

6

6

2
15

5

6

2
14

4

6

2
13

3

6

2
1

3

=+++=

−
×







+

−
×







+

−
×







+

−
×







=

−
×







∑
=

!)(!)(!)(!)(!)(p

m

m

m

p

  

  

***  

  

  

  

  

  

                                                 
 .ا ابتدا و انتهاي آنها متفاوت باشديي گويند كه يا طول آنها يدور هاي متفاوت به دور ها - 3
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  هاميلتونيگراف  �

در .  مي نامند  هاميلتونيآن گراف را    . وجود داشته باشد   pدوري به طول     ) p)3≥pمرتبه ي   اگر در يك گراف از      : تعريف

  . مي نامندهاميلتوني را دور p دور به طول هاميلتونيهر گراف 

  . از تمام رئوس گراف مي گذرد دوري است كههاميلتونيدور : توجه

 به طول هاميلتوني ر يك دوabcda است و دور 4 از مرتبه هاميلتوني گراف مقابل يك گراف  :مثال

  . است4

  

آن دوري وجـود نـدارد كـه از همـه ي رأس هـا                 نيست، زيرا در   هاميلتوني گراف زير    :مثال

  .بگذرد

  . همبند استيلتونيهام نشان دهيد كه هر گراف :تمرين

 باشد، در اين صورت شامل دوري است كه از تمام رئوس مي گذرد، بنابراين درجه هر رأس آن حداقل هاميلتوني Gاگر گراف

  .يعني بين هر دو رأس آن مسير وجود دارد، پس همبند است دو است و تمام رئوس به هم متصلند،

   است؟چرا؟هاميلتونيد،  آيا هر گراف همبن:تمرين

   .  نيستهاميلتوني گراف زير همبند است ولي ،خير: حل

  

  .گرافي رسم كنيد كه اويلري باشد و هاميلتوني نباشد: تمرين 

  :حل 

  

  . است2ميلتني درجه ي هر رأس حداقل ا ثابت كنيد كه در گراف ه:تمرين 

 2لذا درجه ي آن رأس حداقل .  با دو رأس ديگر مجاور باشدميلتني همبند است، پس هر رأس بايد حداقلاچون گراف ه: حل 

  .مي باشد

، اگر داشته باشيم p≤3در يك گراف از مرتبه ي : توجه 
2

p
≥δآنگاه آن گراف هاميلتوني است .  

a b 

d c 

a 

b c 

e d 

a 

b c 

e d 

a 

b c 

e d 

f 
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)(! برابر pKتعداد دور هاي هاميلتوني در يك گراف كامل : نكته  1
2

1
−p  

   چند دور هاميلتوني وجود دارد؟4Kدر گراف كامل : تمرين 

  : حل 

33
2

1
14

2

1
1

2

1
=×=−=− !!)(!)(p  

دور هاي اين گـراف را بنويـسيد و نـشان           .  گراف مقابل را گراف پِتِرسِن مي نامند       :تمرين

  . نيستهاميلتونيدهيد كه اين گراف 

  :حل

       abcdgla : 6دور به طول             abcdea : 5 به طولدور

  gkbcdeffhl : 9دور به طول         bcdglhfkb :8دور به طول

  . نيستهاميلتوني ندارد، پس 10 است و چون اين گراف دوري به طول 10مرتبه اين گراف 

  . مي باشد15اندازه ي   و10اين گراف از مرتبه ي .  منتظم است-3 گراف پترسن گرافي همبند و :توجه

  

  ني است، چرا؟ولتيما آيا گراف زير ه:تمرين 

اين دور . چون دوري دارد كه از تمام رئوس مي گذرد. ني استوتليمااين گراف ه: حل

  .را با توجه با شماره ها مي توان تعيين كرد

  

  

  

  

  

  

  

a 

b e l k 

f 
h 

g 

c d 

1 

2 

3 

6 

7 

20 19 
9 

8 
12 

13 

18 

10 
17 

16

11 
15 

14 
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  ختدر �

  . نمايش مي دهندpT را با p هر درخت از مرتبه ي.هر گراف همبند كه شامل هيچ دوري نباشد را درخت مي نامند: تعريف

  . مي باشند5گراف هاي زير درخت از مرتبه : مثال

  

  

  .ولي گراف هاي زير درخت نيستند

  

  

  

  

  .اين درخت را رسم كنيد. رجات رئوس يك درخت به شكل زير استدنباله ي د :تمرين 

  3 و 3 و 3 و 2 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 

  :حل 

  

  

  

  

  . ثابت كنيد كه بين هر دو رأس  هر درخت دقيقاً يك مسير وجود دارد:تمرين

 چنين اگراين مسير يكتا است، زيرا . چون هر درخت يك گراف همبند است، لذا بين هر دو رأس آن يك مسير وجود دارد: حل

  .نباشد گراف داراي دور خواهد شد كه با تعريف درخت متناقض است

 در اين صورت همبند زيرا.  وجود داشته باشد، يك درخت استدقيقاً يك مسير متفاوت آن گرافي كه بين هر دو رأس  :توجه

  .بوده و دور نخواهد داشت

  

 .همبند نيست
 .دور دارد

3 

2 

1 

3 
3 

1 1 1 
1 
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  :نتيجه

 برابر pدر هر درخت از مرتبه ي) به طول حداقل يك(تعداد مسير هاي متفاوت : 1
2

1)( −pp
  . است

ير ها بـا تعـداد انتخابهـاي دو         چون بين هر دو رأس متمايز در هر درخت دقيقاً يك مسير وجود دارد،پس تعداد كل مس                : اثبات

 رأس برابر است و اين تعداد برابر pرأس از 
2

1
2

)( −
=






 ppp
  . مي باشد

در هر درخت برابر )  به طول حداقل صفر(تعداد كل مسير هاي متفاوت : 2
2

1)( +pp
  . است

  :پس تعداد كل مسير هاي مي شود. اقل صفر برابر تعداد رأس هاي درخت استتعداد مسير هاي متفاوت به طول حد: اثبات

2
1

2
21

2
21

2
1

2
)()()()( +

=
+−

=
+−

=+
−

=+






 ppppppp
p

pp
p

p
  

  . درستي نتايج فوق را در درخت زير بررسي كنيد:تمرين

  :حل

   aa وbbو cc وdd وee: مسير هاي به طول صفر

  ac وbc وcd وce: مسير هاي به طول يك

  ace وacdو acbو ecdو ecb وbcd:مسير هاي به طول دو

  سپس . را در نظر بگيريد10 يك درخت از مرتبه ي :تمرين

  .تعداد مسير هاي متفاوت به طول حداقل يك در اين درخت را بدست آوريد: الف

  .تعداد مسير هاي متفاوت به طول حداقل صفر در اين درخت را بدست آوريد: ب

  :حل

45:                                                                                 الف
2

110 10
2

1
=

−
=

− )()(pp
  

55:                                                                                   ب
2

110 10
2

1
=

+
=

+ )()(pp
  

  

  

a c e 

d 

b 
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  .بيش از يك رأس داشته باشد، حداقل دو رأس از درجه ي يك دارد ثابت كنيد كه هر درخت كه :تمرين

پس بزرگترين مسير آن يك ابتدا و انتها دارد كه ابتدا و انتهاي آن از درجه ي يك مـي    .واضح است كه درخت دور ندارد     : حل

  .به درخت هاي زير توجه كنيد. باشند

  

  

  

  

  . درجه ي همه ي رأس ها زوج باشد،ثابت كنيد كه اين گراف درخت نيستp≤2 اگر در يك گراف از مرتبه ي :تمرين

داشته باشد،ولي چـون تمـام رأس   حداقل دو رأس از درجه ي يك      بايد  بنا به تمرين قبل اگر اين گراف درخت باشد،پس          : حل

  .هاي آن زوج هستند،لذا اين گراف رأس درجه ي يك ندارد،پس اين گراف نبايد درخت باشد

=+1يال همواره  qرأس وp با در هر درخت:توجه qpبه درخت زير توجه كنيد.  است.  

  

  

  

  

   :نتيجه

  :زيرا. در هر درخت مجموع مرتبه و اندازه ي آن همواره عددي فرد است : 1

121 +=++=+ qqqqp )(  

  :زيرا . درخت عددي زوج استدرجه ي كل هر  : 2

)( 122
1

−= →=
−=

pDqD
pq  

  مجموع مرتبه و اندازه ي آن كدام است؟ . يك گراف همبند فاقد دور است:تمرين

1(12                  2(15                 3(18                   4(20  

8=q 9  و=p 
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جه به تمرين قبل مجمـوع مرتبـه و انـدازه ي آن             اين گراف همبند و فاقد دور است پس يك درخت مي باشد و لذا با تو               : حل

  . درست است2عددي فرد مي باشد و گزينه ي 

***  

 رأس از 5 رأس از درجـه ي يـك و   7ايـن گـراف داراي   .  در يك گراف بين هر دو رأس دقيقاً يك مسير وجود دارد          :تمرين

  ؟را به دست آوريد kعدد.  باشد3رأس از درجه ي  k و2درجه ي 

  :پس.اين گراف يك درخت است: حل

  درجه ي كل گراف 

2
317

231072325172
k

qqkqkqD
+

=→=++→=++→= )()()(  

  تعداد كل رئوس

kpkp +=→++= 1257  

  :با توجه به اينكه اين گراف يك درخت است پس

523172241
2

317
121 =→++=+→+

+
=+→+= kkk

k
kqp  

  .نمودار درخت تمرين قبل را رسم كنيد: تمرين 

  :حل 

  

  

  

  

***  

  . دنباله ي غير صعودي زير دنباله ي درجات رأس هاي يك درخت است:تمرين

,1... ,  ,1 2,  3,  3,  3,  3  

  .تعداد رئوس درجه ي يك در اين درخت را پيدا كنيد: الف

3 

3 
3 3 

3 

2 2 

2 

2 

1 

1 

1 

1 1 

2 

1 1 
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  .نمودار اين درخت را رسم كنيد: ب

  :پس . رأس از درجه ي يك داردkگيريم كه اين درخت: حل

{
k

,1... ,  1, 2,  3,  3,  3,  3  

  درجه ي كل گراف : حل

2
14

21421342
k

qqkqkqD
+

=→=+→=++→= )()()( 12  

kpتعداد كل رئوس                                                                                                += 5  

61:      پس.با توجه به اينكه اين گراف يك درخت است
2

14
51 =→+

+
=+→+= k

k
kqp  

  

  

 ندارد و ماكسيمم درجه ي رئوس آن 4 دارد و رأس از درجه ي 3 رأس از درجه ي 3 و 5از درجه ي  رأس 2 درختي   :تمرين

   دارد؟1 و چند رأس از درجه ي 2 باشد،حساب كنيد كه اين درخت چند رأس از درجه ي 25اگر مرتبه ي اين درخت .  است5

  : رأس درجه ي يك دارد، پس مي توان نوشتn و 2 رأس درجه ي mگيريم كه اين درخت : حل

  5 رأس درجه ي 2

  3 رأس درجه ي 3

  4 رأس درجه ي 0

m 2 رأس درجه ي  

n1س درجه ي أ ر  

  :بر اين اساس داريم

241251 =→+=→+= qqqp  

  ه ي كل گراف درج

292242124033522 =+→=++++→= nmnmqD )()()()()()(  

  تعداد كل رئوس
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20525032 25
=+→++= →++++=

=
nmnmnmp

p  

  :در نهايت مي توان نوشت

11       9
20

292
==→





=+

=+
∴ nm

nm

nm
,  

***  

  .درخت مربوط به تمرين قبل را رسم كنيد: تمرين 

***  

  . رأس درجه يك داردkين درخت  حداقلثابت كنيد كه ا.  باشدkاگر در يك درخت، ماگزيمم درجات: تمرين 

.  باشد، حركتي را شروع كنيمkحال اگر از رأسي كه درجه ي آن.  باشدk ماگزيمم درجاتTفرض كنيد كه در درخت: حل 

 فاقد دور است، رأسي كه از آن خارج شده ايم نمي توان Tچون درخت. ن مي توان خارج شدآ يال متصل به kاز هر كدام از 

 رأس از درجـه ي      kدر نتيجه حـداقل   .  به يك رأس از درجه يك مي رسيم         كه خارج شويم،   يعني از هر مسير   . برگشتبه آن   

  .رخت وجود دارديك در اين د

  .به درخت هاي زير توجه كنيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  رأس درجه ي يك5

5 

1 1 
1 

1 
1 

  رأس درجه ي يك9

5 

2 
1 

2 

1 

2 

1 
1 

1 

1 1 1 1 4 

 س درجه ي يكأر 5حداقل
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  . را رسم كنيد5 از مرتبه ي 4 تمام درخت هاي متفاوت:تمرين 

  

  : حل 

  

  

  

  .را رسم كنيد  6از مرتبه ي  5 تمام درخت هاي متفاوت:تمرين 

  : حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

                                                 
وده يا مجاور بودن رئوس دنباله ي غير صعودي درجات رئوس آنها متفاوت بيا كه به درخت هايي گويند pاز مرتبه ي درخت هاي متفاوت .  4

   .متفاوت باشد

5
)(          : برابر است با 6 و5 تعداد درخت هاي متفاوت از مرتبه ي .   4

4
2 −+
−

p
p  

  :   برابر6براي مثال تعداد همه ي درخت هاي متفاوت از مرتبه ي 

62446
46

24
4

2 =+=−+
−

=−+
−

)()( p
p  

 

 2و2و2و2و1و1

 3و2و2و1و1و1

 4و2و1و1و1و1

 3و2و2و1و1و1

 5و1و1و1و1و1

 3و3و1و1و1و1

 2و2و2و1و1
 4و1و1و1و1 3و2و1و1و1
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  گرافنظريه ي : فصل اول 

  ماتريس مجاورت يك گراف �

pp مربعي از مرتبه ي    ماتريسي،   ماتريس مجاورت يك گراف جهت دار      :تعريف درايه هاي آن تعداد يالهاي از      است كه    ×

  . را نشان مي دهندb به رأس aرأس

},,,,{ اگر:تمرين edcbaV )},,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),{(و = ccabeddcecdbeacabaE =   

),(گراف ماتريس مجاورت  EVG   . را بنويسيد=

  :ابتدا نمودار اين گراف را رسم مي كنيم: حل

  

  

  

  .لذا ماتريس مجاورت اين گراف به صورت زير خواهد شد

5500000

10000

11100

01001

10110

×






















=

edcba

e

d

c

b

a

A  

***  

  ماتريس مجاورت يك گراف ساده �

),(اگر  : تعريف EVG ppijaGAمربعي   باشد، در اين صورت ماتريس       p يك گراف ساده از مرتبه ي        = ×=  را  )(][

  : به شرط اينكه،د  مي نامنGماتريس مجاورت گراف 





∈/

∈
=

Evv

Evv
a

ji

ji
ij 0

1
  

  

  

a b 

c 

e d 
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  . مقابل را بدست آوريد ماتريس مجاورت گراف:تمرين

  :حل

5500000

00100

01010

00101

00010

×






















=

edcba

e

d

c

b

a

A  

  . را بنويسيد4 منتظم از مرتبه ي -2 ماتريس مجاورت گراف :تمرين

  :حل

440101

1010

0101

1010

×


















=

dcba

d

c

b

a

A  

  

  . را رسم كنيد4Kماتريس مجاورت گراف : تمرين 

    :حل

440111

1011

1101

1110

×


















=

dcba

d

c

b

a

A  

  

                                                    . يك گراف رسم كنيدمقابل يس  متناظر با ماتر:تمرين



















=

0100

1011

0100

0100

A  

  

a 

c 

e 

b 

d 

a b 

d c 

a b 

d c 
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  : پس داريمp=4بديهي است كه : حل

440100

1011

0100

0100

×


















=

dcba

d

c

b

a

A  

  

  :لذا

  

***  

  ويژگي هاي ماتريس مجاورت گراف ساده �

  .استpعي از مرتبه ي يك ماتريس مرب،ماتريس مجاورت: 1

  .)زيرا با ترانهاده اش برابر است( . متقارن است،ماتريس مجاورت: 2

  .)زيرا گراف ساده طوقه ندارد(  . صفر هستند، مجاورت ماتريسدرايه هاي روي قطر اصلي: 3

  .)زي نداردزيرا گراف ساده يالهاي موا( . صفر يا يك است،ايه ي ماتريس مجاورترهر د: 4

يـا  ( أس مربـوط بـه آن سـطر    رمجموع درايه هاي يك سطر يا يك ستون ماتريس مجاورت يك گراف ، برابر درجـه ي            : 5

  براي مثال در گراف مقابل . است) ستون

  

  

  

  

پـس مجمـوع درايـه    . مجموع درايه هاي ماتريس مجاورت يك گراف ، با مجموع درجات رأس هاي آن گراف برابر است               : 6

  براي مثال در ماتريس فوق .  استq2 ماتريس مجاورت يك گراف برابرهاي

62 == qD  

a c b 

d 

a
 

c
 

b
 

d
 

31011 =+++=)deg(c

440100

1011

0100

0100

×


















=

dcba

d

c

b

a

A  
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يعني . تعداد يال هاي يك گراف با نصف مجموع درايه هاي ماتريس مجاورت آن برابر است : 7
2

D
q =  

  .ديماتريس مجاورت زير را در نظر بگير:  تمرين 

440010

0010

1101

0010

×


















=

dcba

d

c

b

a

A  

  .مرتبه و اندازه ي گراف مربوطه را به دست آوريد: الف 

  .دنباله ي درجات را به صورت غير صعودي بنويسيد: ب 

  .گراف را رسم كنيد: ج 

    :حل 

 1113

1131

,,,→



















=

×44

0010

0010

1101

0010
dcba

d

c

b

a

A   3    و
2

6
==q      4    و=p  

  

  

)(},,...,{ و G ماتريس مجاورت گراف Aر  اگ:توجه pvvvGV  ام و ستون i باشد،آنگاه درايه ي واقع در سطر =21

j2ام ماتريسA )درايه هاي روي قطر اصلي (رأس بر با درجه يابر ivدر گراف Gاست ) . يعني اگرA ماتريس مجاورت 

  .) درجه ي رأس هاي متناظر را نشان مي دهد2Aايه هاي روي قطر اصلي رباشد،آنگاه دGگراف ساده ي 

  

  . توجه به گراف زير درستي گزاره ي قبل را بررسي كنيد با:تمرين

  

a b 

c 

a
 

b c 

d
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  :حل

33
010

101

010

×
















=

cba

c

b

a

A  

cba

c

b

a

AAA

















=

















=

















×

















=×=

×××
101

121

101

101

121

101

010

101

010

010

101

010

333333

2  

1 2 1 ===⇒ )deg(,)deg(,)deg( cba  

ايه هاي  روي قطر ر باشد،آنگاه مجموع دq و اندازه يp از مرتبه يG ماتريس مجاورت گراف A اگر :1 ي نتيجه

  . استq2 برابر 2Aاصلي

qvD
p

i
i 2

1

=== ∑
=

)deg(2ايه هاي  روي قطر اصلي ر مجموع دA  

   . به صورت زير باشد2A و Gه ي  ماتريس مجاورت گراف سادAاگر  :تمرين

44

2

2111

2211

1130

1101

×


















=A  

  .رأس ها را به ترتيب غير صعودي بنويسيددرجات دنباله ي : الف

  .مرتبه و اندازه ي گراف را مشخص كنيد: ب

  .نمودار اين گراف را رسم كنيد: ج

  : حل
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2231
2 ====→



















=

×

)deg(,)deg(,)deg(,)deg( dcba

d

c

b

a

A

dcba

442111

2211

1130

1101

  

  . مي باشد3و2و2و1دنباله ي درجه ي رئوس به صورت ذا ل

44 يك ماتريس مربعي2Aماتريس    . مي باشد4برابر  G است، لذا مرتبه ي×

4=p  

421223از طرفي 
4

1

=→=+++== ∑
=

qqvD

i
i )deg(  

  

  . را بيابيدxمقدار  .باشد G مربع ماتريس مجاورت درخت 2A هرگاه :تمرين

33

2

10

1

0

×
















=

n

nm

mx

A  

33 از مرتبه ي 2Aماتريس : حل   :ت داريم از طرفي در هر درخp=3پس . مي باشد×

21 =→+= qqp  

22211211همچنين             =→=++→=++ xxqx )(  

 گراف اندازه ي. عددي اول باشد2A و مجموع درايه هاي قطر اصليG ماتريس مجاورت گراف ساده ي A اگر :تمرين

Gرا بيابيد  .  

  : حل

  2Aمجموع درايه هاي قطر اصلي = q2= عدد اول 

  : است پس2و چون تنها عدد اول و زوج عدد 

122 =→= qq  

a b 

d c 
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  :در اين صورت .  باشدpK ماتريس مجاورت گراف كامل M اگر :2نتيجه ي 

  . مي باشدp−1 برابر 2Mهر درايه ي قطر اصلي: الف 

2 برابر2Mمجموع درايه هاي هر سطر يا ستون: ب 
1)( −pمي باشد .  

***  

  .  باشد10Kت گراف ماتريس مجاورMاگر: تمرين 

  . را بيابيد2Mمجموع درايه هاي هر سطر: الف 

  . را به دست آوريد2Mمجموع تمام درايه ي هاي: ب 

  :حل 

  :الف

811101
22 =−=− )()( p  

  :ب 

8108110110101
22 =×=−=− ))(()( pp  

***  

لـذا در هـر   . ي ماتريس مجاورت هر گراف برابر مجموع درجات رئـوس آن گـراف اسـت   اه» كي«چون تعداد  :3 ي   نتيجه

  : داريم  q و اندازه يpماتريس مجاورت گراف از مرتبه ي

qp 2
2    تعداد صفر هاي ماتريس مجاورت=−

 q2= هاي ماتريس مجاورتتعداد يك   

=+1همچنين چون در هر درخت رابطه ي         qp لذا در ماتريس مجاورت هـر درخـت   .  بين مرتبه و اندازه ي آن وجود دارد

  :داريم 

1212
222 +=−+=−= qqqqp    تعداد صفر هاي ماتريس مجاورت)(

 q2=تعداد يك هاي ماتريس مجاورت   

   . را به دست آوريد8 تعداد صفر و يك هاي موجود در ماتريس مجاورت درخت از مرتبه ي :تمرين 
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  :حل 

7181 =−=−= pq اندازه ي درخت   

501491
2 =+=+= qتعداد صفر هاي ماتريس مجاورت   

 142 == qتعداد يك هاي ماتريس مجاورت   

***  
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  فصل اول....................................................... .................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده
 

  گرافنظريه ي : فصل اول 

  گراف بازه ها �

اگر رئوس يك گراف را بازه هاي باز از اعداد حقيقي در نظر بگيريم و دو رأس را وقتي با يك يال متصل كنيم كه دو بـازه ي   

  . در اين صورت گراف حاصل را گراف بازه اي مي نامند. راك داشته باشندتآن دو رأس اش

  خواهند شد در صورتي مجاورآن دو رأس وس آن بازه هايي از اعداد حقيقي بوده، به طوري       يك گراف كه رئ    : به عبارت ديگر  

  .چنين گراف هايي را گراف بازه ها مي گوييم. كه بين بازه هاي وابسته به آنها اشتراك وجود داشته باشد

  

  . را رسم كنيد0,2)(و2,5)(و 3,4)(و 3,8)(و6,9)(و1,4)( گراف بازه هاي :تمرين

رأس هاي گراف را بازه هـا ي فـوق در       : حل

دو رأس مجاورنـد هرگـاه دو       . نظر مي گيريم  

  .بازه ي متناظر آنها اشتراك داشته باشند

  

  

  

  

  .نها وجود ندارداكي نداشته و بنابراين يالي بين آ اشتر0,2)(و2,5)(چون بازه ها باز مي باشند، پس

  

 با رئوس آن پيدا كنيم كه با توجه به يال هاي ربراي اثبات بازه اي بودن يك گراف، كافي است بازه هايي را متناظ: تذكر 

  1.گراف اشتراك داشته باشند

  . مقابل يك گراف بازه اي است نشان دهيد كه گراف:تمرين

  

  

                                                 
  .شروع كنيد و طول بازه ي آن رأس را بزرگ بگيريد در چنين حالتي پيشنهاد مي شود كه از رأسي كه بالترين درجه را داشته باشد،.  1

)(0,2 )(1,4 )(3,8 )(6,9 

)(3,4 

)(2,5 

a b 

d c 

e 
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 فصل اول......................................................... ........................................................ .....................رياضيات گسسته آموزش 

 

 زيرا متناظر با هر رأس آن مي توان بازه اي در نظر گرفت كه با توجه به يال ها. گراف مقابل يك گراف بازه اي است: حل 

  .اشتراك داشته باشند

  

  

  

  

***  

  . نشان دهيد كه گراف مقابل يك گراف بازه اي است:تمرين

  

  . رئوس گراف در نظر بگيريمكافي است بازه هايي متناظر با: حل

)( 51, =a و )( 43, =b و)(6 ,1=c و )( 21, =d  

  

  . نشان دهيد كه گراف مقابل گراف بازه اي نيست:تمرين

  

ز اعـداد حقيقـي بـه    پـس چهـار بـازه ا   . فـرض كنـيم كـه گـراف فـوق گـراف بـازه اي اسـت            ) به روش برهـان خلـف     : (حل

),(صورت 44 ba و ),( 33 ba و ),( 22 ba و ),( 11 ba           وجـود دارد بـه طـوري كـه ),( 44 bad ),( و = 33 bac = 

),(و 22 bab ),( و= 11 baa 4321:داشته باشيم= aaaa ≤≤≤.  

 1414411 baababa ≤≤→≠→ φ),(),( Ia به dمتصل است .  

 3113311 abababa ≤≤→=→ φ),(),( Ia به c ستني متصل.  

314: لذا داريم aba ≤≤  

34يعني  aa   .پس گراف مزبور گراف بازه ها نيست. ه خلاف فرض است ك≥

  

***  

a b 

d c 

a b 

d c 

),( 65 ),( 87 

),( 43 ),( 81 

),( 21 
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  فصل اول....................................................... .................................................................... ................جابر عامري:تهيه كننده
 

  : نتيجه

   مانند، گراف زير.گراف بازه اي است pK هر گراف كامل: 1

  

  

  

  

  .ستيگراف بازه اي نآن  بدون قطر باشد ،  )n≤4(ضلعي nيكشامل  يگرافاگر : 2

  .اين گراف بازه اي نيست..  كه شامل يك چهارضلعي بدون قطر مي باشدگراف زير: انند م

   

  

  

  

  

),( گراف متناظر با بازه هاينمودارنشان دهيد كه  :تمرين  ),( و20 ),( و31 ),( و94 ),( و95 ),( و118   يك گراف 30

   .ستا منتظم و ناهمبند -2

   .  منتظم و ناهمبند است-2 اين گراف . اشتراك دو به دوي بازه هاي داده شده ، گراف زير به دست مي آيدتعيينبا : حل 

  

  

  

  

  

  

  

***  

  

  

),( 51
 

),( 52 

),( 54 ),( 53 

),( 20 

),( 31 

),( 94 ),( 118 

),( 95 ),( 30 
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  حكيمي براي تشخيص گرافي بودن يك دنباله- الگوريتم هاول �

له ي غير صعودي از اعداد حسابي،  اولين عدد را از سمت چپ حذف كنيم و به تعداد آن از اعداد بعـدي يـك                       اگر در يك دنبا   

مـي   اين صورتر  د. اين روش را تا آن قدر ادامه دهيم تا صفر و يك ظاهر شود        دنباله،  با رعايت نزولي بودن    و واحد كم كنيم  

  .ظر با آن يك گراف رسم كرد دنباله ي گرافي ، دنباله اي است كه بتوان متنا.گوييم اين دنباله گرافي است

  . آيا دنباله ي زير ، يك دنباله ي گرافي است: مثال 

  5 و 3 و 3 و 2 و 2 و 2 و 1

در ( عدد بعدي ، يك واحد، يك واحد كم مي كنيم و پس از مرتب كردن اعداد دنبالـه                    5 را حذف كرده، سپس از       5 ابتدا   :حل  

  .اين عمل را ادامه مي دهيم) صورت لزوم

  

  

  

  

  

  .لذا دنباله ي حاصل گرافي است

  .گراف متناظر با دنباله ي مثال فوق را رسم كنيد: تمرين 

  :حل 

  

  

  

  دنباله ي گرافي است؟ ) 5 و 4 و 3 و 2 و 1 و 1(آيا دنباله ي : تمرين 

  : حل 

   )5 و 4 و 3 و 2 و 1 و 1(→ ) 3 و 2 و 1 و 0 و 0 (→ ) 1 و 0 و -1 و 0(

  .پس دنباله ي داده شده گرافي نيست.  وجود ندارد-1چون رأس درجه ي 

  5   و 3 و 3 و 2 و 2 و 2 و 1

  ⇒ 2 و 2 و 1 و 1 و 1 و 1  

  ⇒  2    و2 و 1 و 1 و 1 و 1     

    ⇒1 و 0 و 1 و 1 و 1

    ⇒1 و 1 و 1 و 1 و 0

3 3 

1 

2 2 
5 

2 
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 حكيمي روي يك دنباله ي غير صعودي از اعداد، به هر يك از موارد زير، برخورد                 – اگر در استفاده از الگوريتم هاول        :توجه  

  .دنباله ي داده شده گرافي نيست. كنيم

  . تعداد اعداد ديگر ، بيشتر باشداگر عدد بزرگتر ، از: الف 

   )7 و 4 و 3 و 2 و 1 و 1: (مثلاً 

  .اگر تعداد رئوس فرد، فرد باشد: ب 

   )5 و 4 و 2 و 2 و 1 و 1: (مثلاً 

  . پيدا شود-1اگر عدد : ج 

   )5 و 4 و 3 و 2 و 1 و 0 و-1: (مثلاً 

  .اگر همه ي اعداد صفر شوند ، دنباله ي داده شده گرافي است: توجه 

***  

  .گراف متناظر را رسم كنيد. كدام يك از دنباله هاي زير گرافي است: تمرين 

  1 ) (4 و 3 و 3 و 3 و 2 و 2 و 1(

  2 ) (5 و 4 و3 و 3 و 2 و 0(

  3 )  (6 و 4 و 4 و 4 و 2 و 2 و 2( 

  4 ) (7 و 4 و3 و 3 و 2 و 2 و 2 و 1و 1 و 1 و 0(

  5 ) (7 و 4 و3 و 3 و 2 و 1(

  6 ) (3  و3 و2 و 2 و1( 

***  

  .موفق باشيد

  عامري دبير رياضي شهرستان باوي
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        اعداداعداداعداداعدادنظريه ي نظريه ي نظريه ي نظريه ي 
  

  

  

  پيش دانشگاهي رشته ي رياضي

  

  

  

  جابر عامري: تهيه كننده

   باويدبير رياضي دبيرستان هاي شهرستان

  

www.mathtower.org 

  

  1385 ارديبهشت
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        اعداداعداداعداداعدادنظريه ي نظريه ي نظريه ي نظريه ي گذري بر گذري بر گذري بر گذري بر  :  :  :  : دومدومدومدومفصل فصل فصل فصل 

 .نظريه ي اعداد شاخه اي از رياضيات است كه بيشتر به خواص اعداد صحيح يا به طور جزئي تر اعداد طبيعي مي پردازد

 عضو ابتدا و عضو انتهاي يك مجموعهعضو ابتدا و عضو انتهاي يك مجموعهعضو ابتدا و عضو انتهاي يك مجموعهعضو ابتدا و عضو انتهاي يك مجموعه     �

Aaين صورت عضو     در ا  ⊃ZAمجموعه ي اعداد صحيح و       Zاگر ::::تعريفتعريفتعريفتعريف ∈o         را عضو ابتـداي مجموعـه ي A     ،مـي نامنـد 

aa:  داشته باشيم∋Aaهرگاه به ازاي هر ≤o  

AMina)(را با Aعضو ابتداي مجموعه ي =oآن را كوچكترين عضو نشان مي دهيم و Aنيز مي ناميم .  

  

Ab در اين صورت عضو      ⊃ZAمجموعه ي اعداد صحيح و       Z اگر ::::تعريفتعريفتعريفتعريف ∈o         را عضو انتهـاي مجموعـه ي A     ،مـي نامنـد 

ab:  داشته باشيم∋Aaهرگاه به ازاي هر ≥o  

AMaxb)(را باAعضو انتهاي مجموعه ي =oنشان مي دهيم و آن را بزرگترين عضو Aنيز مي ناميم .  

  

  .ه را در صورت وجود پيدا كنيد در هر مورد عضو ابتدا و عضو انتهاي مجموعه ي داده شد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

}|{) الف 53 ≤<−∈= xZxA                                         ب (}|{ 10 ≤<∈= xZxB  

}|{) ج 3<∈= xZxC                                                     د (}|{ 3≥∈= xZxD  

}|{) هـ 2<∈= xZxE                                                و (}log|{ 1>∈= xZxF  

  : حل

  )الف

5      2

5,  4,  3,  2,  1,  0,  1,  253

=−=∴

−−=≤<−∈=

)(,)(

}{}|{

AMaxAMin

xZxA
  

  )ب

1 1 10 ==⇒=≤<∈= )()(}{}|{ BMaxBMinxZxB  

  )ج

}{...,}|{ 2,  1,  0,  1,  22 −−=≤∈= xZxC  

 2  =)(CMax     وجود ندارد     و.=)(CMin  

  )د
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}{}|{ 000,  , 6 5,  4,  33 =≥∈= xZxD  

  DMin)(=3     و       DMax)(= .وجود ندارد

  ) هـ

}{}|{ ....,  3,  2,  1,  0,  12 −−−=<∈= xZxE  

1  =)(EMax     وجود ندارد     و.=)(EMin  

  )و

}{}log|{

log

...,  13,  12,  111

1110101 11

=>∈=

≥→>→>→>

x

x

ZxF

xxx
  

  FMin)(=11     و       FMax)(= .وجود ندارد

  .زير مجموعه اي از اعداد صحيح مثال بزنيد كه كوچكترين عضو نداشته باشد: تمرين 

  :حل 

},,,,,{....,},|{ 2101232 −−−=≤∈ xZxx  

***  

        مجموعه هاي كراندارمجموعه هاي كراندارمجموعه هاي كراندارمجموعه هاي كراندار �

 گوييم، هرگاه به ازاي هر A را يك كران بالاي    ∋Zn در اين صورت عضو      ⊃ZAمجموعه ي اعداد صحيح و      Zاگر   ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

Aa∈داشته باشيم  :an ≥  

  . را از بالا كراندار گويندA داراي كران بالا باشد،آنگاه مجموعه ي ⊃ZAاگر

  

 گوييم، هرگاه به ازاي هر      A را يك كران پايين    ∋Zn در اين صورت عضو      ⊃ZAمجموعه ي اعداد صحيح و      Z  اگر ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

Aa∈داشته باشيم  :an ≤  

  . را از پايين كراندار گويندA داراي كران پايين باشد،آنگاه مجموعه ي ⊃ZAاگر

  . را كراندار گوييم، هرگاه هم داراي كران بالا و هم داراي كران پايين باشد⊃ZA مجموعه ي::::تعريفتعريفتعريفتعريف

        

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 58 of 182
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}|{ مجموعه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 22 ≤<−∈= xZxAعضو ابتدا و عضو انتها و همچنين كران بالا و كران پايين اين . ت داده شده اس

  .مجموعه را در صورت وجود مشخص كنيد

  :حل

}{}|{  2,  1,  0,  1 22 −=≤<−∈= xZxA  

2=)(AMax    

1−=)(AMin  

  كران بالا  = 2تمام اعداد صحيح بزرگتر يا مساوي 

  كران پايين =  -1تمام اعداد صحيح كوچكتر يا مساوي 

  

}|{ كران بالا و كران پايين مجموعه ي::::تمرينتمرينتمرينتمرين 2>∈= xZxB ، بنويسيدرا  درصورت وجود.  

  :حل

}{}|{ .... ,  5,  4,  3 2 =>∈= xZxB  

  . اين مجموعه كران بالا ندارد

  . كران پايين اين مجموعه هستند3تمام اعداد صحيح كوچكتر يا مساوي 

  

 ولـي  ، در صورت وجود منحصر بفرد هستند و عضو مجموعه نيز مـي باشـند  ⊃ZAموعه ي  عضو ابتدا و عضو انتهاي مج    ::::1111تذكرتذكرتذكرتذكر

 A انتخاب مي شوند و لزوماً عضو مجموعه ي Zكران بالا و كران پايين آن در صورت وجود منحصر بفرد نيستند و از مجموعه ي 

  .نيستند

  

        : : : : 2222تذكرتذكرتذكرتذكر

  .مجموعه ي تهي كراندار است) الف

  .بالا ندارد كراندار است ولي كران پايينمجموعه ي اعداد طبيعي از ) ب

  .)داردنپايين ران ككران بالا و زيرا (. مجموعه ي اعداد صحيح كراندار نيست) ج

***  

        

1− 0 1 2 

A 
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  .ر مجموعه ي ناتهي از آن عضو ابتدا داشته باشد هرگاه هر زي، را خوش ترتيب گوييم⊃ZA مجموعه ي ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  . زيرا هر زير مجموعه ي ناتهي از آن داراي عضو ابتدا است،براي مثال مجموعه ي اعداد حسابي خوش ترتيب است

  .كدام يك از مجموعه هاي زير خوش ترتيب است::::تمرينتمرينتمرينتمرين

}|{) الف 1≤∈= xZxA                                                     ب (}|{ 2≥∈= xZxB  

  :حل

  )الف

}{}|{ ...,  3,  2,  1,  0,  11 −−−=≤∈= xZxA  

}{زيرا مجموعه ي ،  اين مجموعه خوش ترتيب نيست   .  زير مجموعه ي ناتهي از آن است ولي عضو ابتدا ندارد−−− 1  ,2  ,3  ,...

  )ب

}{}|{ ...,  5,  4,  3,  22 =≥∈= xZxB  

  .زير مجموعه ي ناتهي از آن داراي عضو ابتدا است اين مجموعه خوش ترتيب است، زيرا هر 

***  

        اصل خوش ترتيبياصل خوش ترتيبياصل خوش ترتيبياصل خوش ترتيبي �

  .مجموعه ي اعداد طبيعي خوش ترتيب است

   . داراي كوچكترين عضو استA آنگاه ،Φ≠A و⊃NAبه عبارت ديگر اگر 

  

        ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

  . زيرا هر زير مجموعه ي ناتهي از آن داراي عضو ابتدا است،خوش ترتيب استمجموعه ي اعداد طبيعي : 1

  .هر زير مجموعه ي ناتهي از اعداد طبيعي نيز خوش ترتيب است: 2

  .هر زير مجموعه ي ناتهي از اعداد صحيح كه از پايين كراندار باشد،خوش ترتيب است: 3

***  

        اصل استقراء رياضياصل استقراء رياضياصل استقراء رياضياصل استقراء رياضي �

NA داراي ويژگي هاي زير باشد،آنگاه ⊃NAاگر  =   

  A∈1) الف

An آنگاه ∋Anهرگاه ) ب ∈+ )( 1  
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آن نيـز در مجموعـه باشـد، بـا     بعد   باشد و نيز هر عضوي كه در آن باشد،عدد ما1 كه شامل Nبه عبارت ديگر هر زير مجموعه ي     

  . برابر استNمجموعه ي

***  

  . اصل استقراي رياضي و اصل خوش ترتيبي معادلند::::قضيهقضيهقضيهقضيه

  ». يعني با پذيرفتن يكي به عنوان اصل، ديگري را مي توان به عنوان قضيه ثابت كرد« 

  :اثبات

  .مي شوداصل استقراي رياضي از اصل خوش ترتيبي نتيجه ) الف

   اصل استقراي رياضي⇐اصل خوش ترتيبي  

Anآنگاه ∋Anاگر∋Nnبه ازاي هرA∈1و⊃NAفرض كنيم ∈+ )( NA:ثابت مي كنيم1 =  

NAگيريم كه    Nnدر نتيجه عضوي مانند     ) برهان خلف  (≠ ∈o    وجود دارد كه An ∉o در نتيجه ANAn −=′∈o لذا 

NA ــر اصــل خــوش ترتيبــي  Φ≠′A و ′⊃ ــا ب  oaفــرض كنــيم كــه ايــن عــضو  . ي عــضو ابتــدا اســت دارا′A پــس بن

oaAMin(باشد Na در نتيجـه     oa≠1 پس   A′∉1 لذا   A∈1چون  ). )(′= ∈− )( 1o     و چـون oo aa <− )(  پـس   1

Aa ′∉− )( 1o   لذا Aa ∈− )( 1o    در نتيجه Aaa ∈+−= 11)( oo    و چون Aa ′∈o    پـس فـرض    .  اين تناقض اسـت

NA   . باطل است≠

  .اصل خوش ترتيبي از اصل استقراي رياضي نتيجه مي شود )ب

  وش ترتيبي   اصل خ⇐ اصل استقراي رياضي

  . و حكم ثابت مي شودA عضو ابتداي 1 در اين صورت A∈1 اگر Φ≠A و ⊃NAفرض كنيم كه 

  :يعني تعريف مي كنيم. مي ناميمB را مجموعه يA مجموعه ي كران هاي پايين A∉1اگر

},|{ anBnNnB ≤∈∀∈=  

در ايـن   . باشـد  aازعـدد طبيعـي بزرگتـر       cفرض كنيم   . ∋Aa موجود است كه     aپس عضوي مانند   Φ≠Aو چون B∈1لذا

NBدر نتيجه∌Bcصورت  Bm و ∋Bm موجود است بطوري كه mرياضي عدد طبيعي بنا بر اصل استقراي ≠ ∈+ )( 1 .

mAMinيعني. استA عضو ابتداي mثابت مي كنيم كه اين =)(  

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 61 of 182



   فصل دوم....................................................... ............................................................................... ...............بر عامريجا:تهيه كننده

am:  داريم ∋Aa لذا به ازاي هر      ∋Bmچون    عـضو   a و   ∌Amگيريم كه   . ∋Am حال كافي است كه نشان دهيم      ≥

maلذا  .  باشد Aدلخواهي از    am در نتيجه    ≠ am پس   > ≤+ Bm لذا 1 ∈+ )( لـذا  .  استm كه متناقض با انتخاب 1

mAMin =)(  

***  

        معادل هاي اصل استقراي رياضيمعادل هاي اصل استقراي رياضيمعادل هاي اصل استقراي رياضيمعادل هاي اصل استقراي رياضي �

  اصل استقراي معمولي: 1

  : خاصيتي براي اعداد طبيعي باشد و داشته باشيمpاگر

  . درست باشد1p)(يعني . را داشته باشدpخاصيت  » 1« عدد) الف

)(آنگاه np)( اگر nيعي به ازاي هر عدد طب) ب 1+np   

  . را داردpر اين صورت هر عدد طبيعي خاصيت د

  اصل استقراي تعميم يافته: 2

  : خاصيتي براي اعداد طبيعي باشد و داشته باشيمpاگر

  . درست باشدmp)( عبارت ∋Zmازاء يك به ) الف

mnبه ازاي هر عدد صحيح ) ب )(درستي np)( از درستي≤ 1+npنتيجه شود .  

mnبه ازاء هر عدد صحيحnp)(در اين صورت    . درست است≤

  اصل استقراي قوي: 3

  : خاصيتي براي اعداد طبيعي باشد و داشته باشيمpاگر

  . درست باشد1p)(اگر) الف

  . نيز درست استnp)(آنگاه. را داشته باشندp خاصيت n اگر تمام اعداد طبيعي كوچكتر از nبه ازاي هر عدد طبيعي ) ب

  . را داردpدر اين صورت هر عدد طبيعي خاصيت 

  

***  
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        :بت كنيد كه به كمك اصل استقراي رياضي ثا يك عدد طبيعي بزرگتر از يك باشد، nاگر: : : : تمرين تمرين تمرين تمرين 
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***  

        :ثابت كنيد كه در اين صورت  يك عدد طبيعي بزرگتر از يك باشد، nاگر: : : : تمرين تمرين تمرين تمرين 
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        :ثابت كنيد كه ،  n براي هر عدد طبيعياگر: : : : تمرين تمرين تمرين تمرين 
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***  

  .تساوي زير را ثابت كنيد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين
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***  

nk و عدد حسابي n ثابت كنيد كه براي هر عدد طبيعي::::تمرينتمرينتمرينتمرين  همواره 0≥≥
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  . يك عدد طبيعي است

  به كمك اصل استقراي رياضي: اثبات 
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10 در اين صورت چون n=1اگر  ≤≤ k 0  لذا=k 1 يا=kدر هر صورت   

N
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nk و عدد حسابي     nحال فرض مي كنيم كه حكم براي اعداد طبيعي         ثابت مي كنيم كـه بـراي       ) فرض استقرا .( برقرار باشد  0≥≥

10هر  +≤≤ nk  حاصل  



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 +

k

n 1
  )حكم استقرا.(همواره عدد طبيعي است
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10حال اگر  +<< nk آنگاهnk nk پس 1≥≥ <−≤ N و بنابر فرض استقرا 10
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  :در نتيجه
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***  

  :عبارتند از اعداد لوكا چند جمله ي اول دنباله ي زير موسوم به دنباله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

...,  47,  29,  18,  11,  7,  4,  3,  1  

11شرايط اوليه ي با نمايش دهيم، اين دنباله nLام را با nاگر جمله ي =L32 و =L 3و براي هر>n  ، از ، ديگر جملات آن

  بازگشتي زيربه اصطلاح رابطه ي 

21 −− += nnn LLL  

  :  داريمn كه براي هر عدد طبيعيدبا استفاده از اصل استقراي قوي رياضي ثابت كني. دنبدست مي آي

n
nL )(

4

7
<  

  : اثبات
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***  

bna وري كهط ب، وجود داردnآنگاه يك عدد طبيعي ، دو عدد طبيعي باشندbو aاگر، كنيدثابت  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين ≥  

        ))))خاصيت ارشميدسي اعداد صحيحخاصيت ارشميدسي اعداد صحيحخاصيت ارشميدسي اعداد صحيحخاصيت ارشميدسي اعداد صحيح((((

  :حل

baاگر bna واضح است كه ∋Nn آنگاه به ازاء هر ≤ bn در اين صورت a=1 و حكم برقرار است و اگر ≤   . مي شود=

baاگر   bna يافت نشود به قسمي كه ∋Nn و هيچ a≠1 و >  داريـم  nپس به ازاي هـر عـدد طبيعـي    ) برهان خلف (≤

bna <.   

baچون  −<0 لذا > ab 1 همچنين≥− ab 1 پس عدد+− abلذا بنابر فرض داريم.  يك عدد طبيعي است:  

abaaabaabbabaababaab
a

< →−<−→−<−→<+−→<+−
≠122 111 )()()(  

  .و اين تناقض است پس فرض خلف باطل و حكم ثابت است

  

***  
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 ثابت كنيد كه هر مجموعه ي ناتهي از اعداد صحيح و از پايين كراندار، داراي كوچكترين عضو و هر مجموعه ي ناتهي از ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  .اعداد صحيح و از بالا كراندار داراي بزرگترين عضو است

 ∋Aaبه قسمي كه به ازاي هر   موجود است،nح ين عدد صحيابنابر.  ناتهي و از پايين كراندار باشد⊇ZAفرض كنيم : حل 

anداريم  nAMin كه حكم بديهي است، زيرا∋Anاگر  . ≥ =)(  

an داريـم    ∋Aaدر اين صورت به ازاي هر      ∌Anفرض كنيم    −<0  و در نتيجـه     > na     و لـذا Nna حـال   (*). −∋

}|{مجموعه ي  AanaB و (*) بنـا بـر    . همه ي اعداد طبيعي هـستند   Bبديهي است كه اعضاي   .  را در نظر مي گيريم     =−∋

orBMinفرض كنيم .  داراي عضو ابتدا استBپس بنا به اصل خوش ترتيبي.  ناتهي استBاينكه   : در نتيجه)(=

narAa −≤∈∀ o: 1( رابطه ي(  

  تعريف عضو ابتداي يك مجموعه و بنابر

narAa −=∈∃ ooo   )2( رابطه ي :

  :داريم) 2(و ) 1( اين روابط بنابر

Aa عددي مانند ∋Aaبه ازاي هر  ∈o موجود است، به قسمي كه aananar ≤→−≤−= ooo  

oaAMinو در نتيجه  =)(  

  . كراندار باشد، داراي عضو انتها استبه همين ترتيب مي توان نشان داد، هر زير مجموعه ي ناتهي از اعداد صحيح كه از بالا

  

***  
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        تقسيم پذيريتقسيم پذيريتقسيم پذيريتقسيم پذيري �

bqa وجود داشته باشد كه q بخشپذير است،هرگاه عدد صحيحي مانندb برa گوييم b≠0صحيح و  دو عدد bو aاگر  = 

  .) برابر صفر باشدb برaيعني باقي مانده ي تقسيم (

ab بخشپذير باشد، مي نويسند b برaاگر    . را عاد مي كندa عدد b و مي خوانند |

ab بخشپذير نباشد، مي نويسند b برaهمچنين اگر  |/   

   ::::مثالمثالمثالمثال

  |246:  پس، بخش پذير است6 بر 24عدد صحيح : 1

505:  پس، بخش پذير است5 بر -50عدد صحيح : 2 −|  

-123:  پس،  بخش پذير است-3 بر 12عدد صحيح : 3 |  

-3010:  پس، بخش پذير است-10 بر -30عدد صحيح : 4 −|  

  /|256:  پس، بخش پذير نيست6 بر 25عدد صحيح  :5

  : داريم هموارهaبه ازاء هر عدد صحيح     ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

1 :aa |  

2 :a|1±  

3 :0|a) 0≠a(   

 يعني مجموع ، تفاضل و حاصل ضرب هر دو عدد .تفريق و ضرب بسته استمجموعه ي اعداد صحيح نسبت به اعمال جمع، : : : : توجهتوجهتوجهتوجه

  .صحيح ، عددي صحيح مي باشد

baثابت كنيد كه اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين cb و| ca آنگاه |   )خاصيت تراگذري بخش پذيري (|

  :حل

caaqcqqacqaqc

bqccb

aqbba

qqq

Zq

Zq

|)()(

|

|

→= →=→=→








= →

= →

=

∈∃

∈∃

21
2121

2
2

1
1
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ba اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين ca و|   : در اين صورت ثابت كنيد كه|

ba: الف cba: ب                                 |− bca:                                ج |+ |   

  : حل

  : الف

baaqbqabaqbaqbba
qqZq

−→=− →−=−→−=−→= →
=−∈∃

|)(| 1
111

1  

  :ب

cbaaqcbqqacbaqaqcb

aqcca

aqbba

qqq

Zq

Zq

+→=+ →+=+→+=+→








= →

= →

+=

∈∃

∈∃

|)(

|

|

21
2121

2
2

1
1

  

  :ج

bcaaqbcqaqabcaqaqbc

aqcca

aqbba

qaqq

Zq

Zq

|)())((

|

|

→= →=→=→








= →

= →

=

∈∃

∈∃

21
2121

2
2

1
1

  

ba اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين dc و| bdac:  در اين صورت ثابت كنيد كه| |  

  :حل 

bdacacqbdqqacbdcqaqbd

cqddc

aqbba

qqq

Zq

Zq

|)())((

|

|

→= →=→=→








= →

= →

=

∈∃

∈∃

21
2121

2
2

1
1

  

ba اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين bcac:  در اين صورت ثابت كنيد كهc≠0 و| |  

  :حل 

bcacacqbcaqbba
cZq

|| →=→= →
×∈∃
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        ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

baاگر :  1 mba آنگاه |   . عدد صحيح مي باشدm كه در آن |

  :اثبات

mbaaqmbmqambmaqmbaqbba
qmqZq

|)(| →= →=→=→= →
=∈∃ 1

111
1  

baاگر :  2 |||| آنگاه | ba   .)است b≠0كه در آن  (≥

   a=±1 آنگاه a|1اگر :  3

baاگر :  4 ab و | |||| آنگاه | ba =  

baاگر :  5 ca و | ncmbaآنگاه |   . عدد صحيح مي باشندm وn كه در آن |+

  :اثبات

ncmba
ncaca

mbaba
+→





→

→
|

||

||
  

  .توجه كنيد كه اين نتيجه را مي توان به شكل زير تعميم داد

nn

nnn

bmbmbmbma

bmaba

bmaba

bmaba

bmaba

++++→














→

→

→

→

...|

||

..................

||

||

||

332211333

222

111

  

baاگر :  6 nn آنگاه | ba |) Nn∈(  

  :اثبات

nnnnZqnqnnnnnZq
baqabqabaqbaqbba |)()(| →= →=→=→= →

∈=∈∃ 1
111

1  

        

nba اگر::::توجهتوجهتوجهتوجه |) Nn∈ (  آنگاه نمي توان نتيجه گرفت كهba |  

1004براي مثال واضح است كه    /|104 ولي |2104يعني|
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nnاگر د كه يثابت كن: : : : تمرين تمرين تمرين تمرين  ba baآنگاه ،  | |) Nn∈(  

  :حل

nnnZqnn

a

b
qqabba )(| =→= →

∈∃
  

 لذا بايد ∋Zqحال چون 
a

b
  لذا.  باشدZ نيز عضو 

baakbk
a

b
|→=→=  

***  

  . بخش پذير است9 بر 5026 كه  نشان دهيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

502500500500502 69962233623236666 |q

q

→=××××=××××=××= )()( 43421  

  .بخش پذير است 13و11و7 بر abcabc نشان دهيد كه هر عدد به شكل ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

abcabc

cbacba

cbacbaabcabc

×××=×=

++×=+++++=

+++++=

131171001

 10 10010011100011000 1011000 100

 10 100 1000 10000 100000

)()()()(  

  . بخش پذير است37و13و7و3 بر ababab نشان دهيد كه هر عدد به شكل :::: تمرين تمرين تمرين تمرين

  :حل

abab

baba

bababaababab

××××=×=

+×=+++++=

+++++=

37137310101

  1010101110010000 110010000 10

 10 100 1000 10000 100000

)()()(  

  . بخش پذير است9 ثابت كنيد كه تفاضل هر عدد و مقلوب آن بر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :در اين صورت. رقمي باشد5بدون كاستن از كليت مسئله فرض مي كنيم كه عدد مورد نظر : اثبات
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qeedbaedba

eeddccbbaa

abcdeedcba

edcbaabcde

q

9 1111 110 110 11119 9999 990 990 9999

 10000 1000 10 100 100 10 1000 10000

 10 100 1000 10000 10 100 1000 10000

=−+−+=−−+=

−+−+−+−+−=

++++−++++=

−

)(

)()(

44444 344444 21

  

***  

   ::::يادآورييادآورييادآورييادآوري

  . رابطه ي زير برقرار استnعدد طبيعي مي دانيم كه به ازاء هر ) 1

)...)(( 121 −−− +++−=− nnnnn bbaababa  

  لذا 

nnnn babaqbaba −−→−=− |)(  

  :مثال

5555

43223455

yxyxqyxyx

yxyyxyxxyxyx

−−→−=−→

++++−=−

|)(

))((
  

nn عدد طبيعي فرد باشد،آنگاه  nاگر )2 baba ++ nnدد طبيعي زوج باشد،آنگاه   عnاگر    و   | baba −+ |  

|nn ثابت كنيد كه  n براي هر عدد طبيعي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 523 3 −  

  :حل

nnnnnn |qq 5233585852 33 −→=−=−=− )(  

3952 ثابت كنيد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 23   . بخش پذير است73 كه بر −

  :حل

395213131331343952 2373738818812323 −→=−=−=−=− |)()()()()( qq  

        

***  
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   )∋Nn( . هر يك از موارد زير را ثابت كنيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

23524) الف 2 +n|1248)                                                    ب 4317 ++ + nn|  

  :حل

  )الف

23524

24124242424125241252415235

2

22

+→

=+=+=+−=+−=+−=+

n

nnnn qkkk

|

)()()()(
  

  )ب

1248

1212121241248

431717517517

854814814343

++

++++++

+→==×=

=+=+=+=+

nn

nnnnnn

|qkk

kk

)()(

)(
)(

  

  

23 اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين −na|34 و +− na| 1 نشان دهيد كه±=a  

  :حل

11912812343234

343

  234

34

    23

±=→→+−−→+−+−→





+−

−





→
+−

−

aannanna

na|

na|

na|

na|

||)()(|

)(

)(

  

  

  

***  
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        قضيه ي الگوريتم تقسيم قضيه ي الگوريتم تقسيم قضيه ي الگوريتم تقسيم قضيه ي الگوريتم تقسيم  �

  : وجود دارند، بطوري كهrو qتاي  آنگاه اعداد صحيح و يكb≠0 دو عدد صحيح و b و aاگر 

brrbqa <≤+= 0                      

  

  

  

  .ده گويند را باقي مانr خارج قسمت و q را مقسوم عليه ،b را مقسوم و عدد aعدد 

  : اثبات

  . وجود دارندrوqثابت مي كنيم كه ) الف 

][گيريم كه   
b

a
q ≥>+1مواره   ه ∋Rxمي دانيم كه به ازاء هر       ) b بر aجزء صحيح خارج قسمت تقسيم    (= ][][ xxx   لـذا 

≥>+1خواهيم داشت  q
b

a
q    در نتيجه bbqabq bbqa لذا   ≥>+ bqar و اگر قرار دهيم      0≥−>  خـواهيم   =−

brداشت <≤0  

  . يكتا هستندrو qثابت مي كنيم كه) ب

   :پس) برهان خلف( يكتا نباشندrو qگيريم كه

brrbqa <≤+= 111 0                      

brrbqa <≤+= 222 0                        

   و لذا

*                        

                    

brrrrqqb

brrbrbqrbq

<−−=−→

<−≤−+=+

||)( 211221

212211  

12پس مي توان نوشت      rrb −≠0 و چون    |− 21 rr   لذا || 21 rrb 21 لذا بايد    .تناقض دارد *  كه اين با نتيجه      ≥− qq و  =

21 rr   . باشند=

  

        

a  b  

...  

r  

q  
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12 يا k2 نشان دهيد كه هر عدد صحيح را مي توان به شكل::::تمرينتمرينتمرينتمرين +kنوشت.  

  : نوشتبنابر قضيه ي الگوريتم تقسيم مي توان: حل

20              2 <≤+=→∈ rrqaZa ,  

  : در هر صورت داريمr=1 يا r=0 پس يا∋Zrو چون 

qa
rqa

r
2

2

         0
=→





+=

=
  

12
2

         1
+=→





+=

=
qa

rqa

r
  

kx در اين صورت همه ي اعداد صحيح، به شكل∋Zkاگر : : : : توجه توجه توجه توجه  12 را زوج و همه ي اعداد صحيح، به شكل =2 += ky 

12يا  −= kyرا فرد مي نامند .  

13 يا k3 نشان دهيد كه هر عدد صحيح را مي توان به شكل::::تمرينتمرينتمرينتمرين +k 23يا +kنوشت .  

  :بنابر قضيه ي الگوريتم تقسيم مي توان نوشت: حل

30              3 <≤+=→∈ rrqaZa ,  

  :در هر صورت داريم r=2يا  r=1 يا r=0 پس يا∋Zrو چون 

qa
rqa

r
3

3

         0
=→





+=

=
  

13
3

         1
+=→





+=

=
qa

rqa

r
  

23
3

         2
+=→





+=

=
qa

rqa

r
  

][ هستند برابر a كه كوچكتر يا مساوي با b تعداد مضرب هاي طبيعي عدد ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه
b

a
  . است

  :اثبات

{
q

b

a

b

r
q

b

a

b

r
q

b

a

b

r
q

b

a

b

r

b

bq

b

a

brrbqa

Zqb
=→+= →+=→+=→+=→

<≤+=

∈≠
][][][][][

0

0
    

0                    

  

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 75 of 182



   فصل دوم....................................................... ............................................................................... ...............ابر عامريج:تهيه كننده

  .بدست آوريد را ، باشند29 كه كوچكتر يا مساوي 6 تعداد مضربهاي طبيعي عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

}{][][ 24,  18,  12,  644/8
6

29

6

29

→==

=

=

b

a

  

  . را بدست آوريدb برa در هر مورد باقي مانده و خارج قسمت تقسيم::::تمرينتمرينتمرينتمرين

13=b53 و=a) 1  

7=b43 و−=a) 2  

  :لح

1(  

4
13

53
=== ][][

b

a
qخارج قسمت   

 141353 =×−=−=→+= bqarrbqaباقي مانده   

2(  

7
7

43
−=

−
== ][][

b

a
qخارج قسمت   

 67743 =−−−=−= )(bqarباقي مانده   

  

  . بخش پذير است6 ثابت كنيد كه حاصل ضرب هر سه عدد طبيعي متوالي بر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  فرض كنيم كه: حل

3

2

1

+=

+=

+=

nc

nb

na

  

  لذا
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منفي باشـند در ايـن    c وb وaبراي مثال اگر هر سه عدد.  تمرين فوق براي هر سه عدد صحيح متوالي نيز قابل اثبات است   ::::توجهتوجهتوجهتوجه

  :صورت

kkabc ′=−= 66  

nn آنگاه ، عدد صحيح زوج باشدnيد كه اگر  ثابت كن::::تمرينتمرينتمرينتمرين 448 3 −|  

kn عدد صحيح زوج است پس nچون : حل    از طرفي=2

))(()()()( 11818882424 2333 −+=−=−=−=− kkkkkkkkknn  

  : است پس6و چون حاصل ضرب هر سه عدد صحيح متوالي مضرب 

qqnn 486843 ==− )(  

***  

  . ثابت كنيد كه حاصل جمع دو عدد صحيح فرد، زوج است ولي حاصل ضرب آنها فرد است::::تمرينتمرينتمرينتمرين

Znmبديهي است كه وجود دارد : حل   : بطوري كه ,∋

12

12

+=

+=

nb

ma
  

  :لذا

knmmnnmba 2122221212 =++=++=+++=+ )()()(  

1212212241212 +=+++=+++=++= knmmnmnmnnmab )())((  

  

18مربع هر عدد فرد به صورت  ثابت كنيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين +qاست . )Zq∈(  

12:  عدد فرد است پسaچون : حل += kaدر نتيجه   
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11414412 222 ++=++=+= )()( kkkkka  

)( 1+kkحاصل ضرب دو عدد صحيح متوالي است لذا  :qkk 21 =+ )(  

  : و در نهايت داريم

181242 +=+= qqa )(  

14ل ضرب هر دو عدد صحيح به شكل ص ثابت كنيد كه حا:::: (*) (*) (*) (*)تمرينتمرينتمرينتمرين +k 14 به صورت +qاست .  

  :حل 

 14 2 += kb    14     و 1 += ka  

14144144161414 2121212121 +=+++=+++=++=× qkkkkkkkkkkba

q

)())((
44 344 21

  

34ل ضرب هر دو عدد صحيح به شكل ص ثابت كنيد كه حا::::تمرين تمرين تمرين تمرين  +k 14 به صورت +qاست .  

  :حل 

34 2 += kb    34     و 1 += ka  

14123344

1812121691212163434

2121

2121212121

+=++++=

++++=+++=++=×

qkkkk

kkkkkkkkkkba

q

)(

))((

444 3444 21
  

56ل ضرب هر دو عدد صحيح به شكل ص ثابت كنيد كه حا::::تمرين تمرين تمرين تمرين  +k 16 به صورت +qاست .  

  :حل 

54 2 += kb    54     و 1 += ka  

16145566

124303036253030365656

2121

2121212121

+=++++=

=++++=+++=++=×

qkkkk

kkkkkkkkkkba

q

)(

))((

444 3444 21
  

  

  

***  
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 واحـد بايـد بـه    اگر مقسوم عليه ثابت باشد، حداكثر چند     .  مي باشد  51 و باقي مانده برابر      7 در يك تقسيم خارج قسمت برابر        ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

  .مقسوم عليه اضافه كرد تا خارج قسمت تغيير نكند

  :حل 

bba <≤+= 510517 ,  

  

  .لذا مي توان نوشت.  باشدxحال فرض مي كنيم كه مقدار اضافه شده به مقسوم عليه

  

xbrrxba +<′≤′++= 07 ,)(  

  :از دو معادله ي فوق داريم

7

51
075175177517

0
≥→≥− →′=−→′++=+

≥′
xxrxrxbb

r
  

  . را به شكل زير داريمxلذا مقدار ماگزيمم 

7
7

51
==⇒ ][)(xMax  

***  

 با مجموع باقي مانده هاي تقـسيم آن         a<0 ثابت كنيد كه باقي مانده ي تقسيم مجموع هر دو عدد صحيح بر عدد طبيعي                 ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . برابراستaدو عدد بر

  :حل

  

11 raqm +=⇒  

  

  

22 raqn +=⇒  

  

)()()()(
321321
rq

rrqqaraqraqnm 21212211 +++=+++=+⇒  

m  a  

...  

1r  

1q  

n  a  

...  

2r  

2q  

a  b  

...  

51  

7  

a  xb +  

...  

r′  

7  
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  .با باقي مانده ي مجموع ارقام آن عدد برابر است) 9يا  (3 ثابت كنيد كه باقي مانده ي تقسيم هر عدد بر::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :پس.  رقمي باشد5 بدون كاستن از كليت مسئله فرض مي كنيم كه عدد مورد نظر: حل

eddccbbaa

edcba

edcbaabcde

++++++++=

++++++++=

++++=

 19 199 1999 19999

 19 199 1999 19999

 10 100 1000 10000

)()()()(  

  :داريم. تقسيم كنيم) 9يا  (3حال اگر عدد داده شده را بر 

edcbaedcbar ++++=++++++++=  0 0 0 0  

  . را بدست آوريد3 بر 1574 باقي مانده ي تقسيم عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .بخش پذير باشد) 9يا (3بخش پذير است كه مجموع ارقام آن بر ) 9يا  (3 عددي بر ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

بطوري كه اولين رقم از سمت راست مثبت   ( ثابت كنيد كه اگر ارقام عددي را يك در ميان مثبت ومنفي علامت گذاري كنيم                 ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . بدست مي آيد11و سپس آنها را جمع جبري كنيم، باقي مانده ي تقسيم آن عدد بر .) در نظر گرفته شود

  :پس.  رقمي باشد5مورد نظر بدون كاستن از كليت مسئله فرض مي كنيم كه عدد : حل

eddccbbaa

edcba

edcbaabcde

+−+++−++=

+−+++−++=

++++=

  1 11 1 99 1 1001 1 9999

 111 199 11001 19999

 10 100 1000 10000

)()()()(  

  :داريم.  تقسيم كنيم11حال اگر عدد داده شده را بر 

edcbaedcbar +−+−=+−+++−++=  0 0 0 0  

  . را بدست آوريد11 بر 15743 باقي مانده ي تقسيم عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :           حل

          23475134751 =+−+−=⇒=
+−+−+

ra  

بطوري كه اولين رقم (است كه اگر ارقام آن عدد را يك در ميان مثبت و منفي علامت گذاري كنيم            بخش پذير    11 بر   ي عدد ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

  . و سپس آنها را جمع جبري كنيم ، حاصل صفر شود.) از سمت راست مثبت در نظر گرفته شود

        

 برابر صـدگان    برابر دهگان و چهار   وع عدد يكان و دو       با باقي مانده ي مجم     8 ثابت كنيد كه باقي مانده ي تقسيم هر عدد بر            ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .آن برابر است
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  :پس.  رقمي باشد5بدون كاستن از كليت مسئله فرض مي كنيم كه عدد مورد نظر  :حل

eddccbaedcba

edcbaabcde

++++++=++++++=

++++=

 28 496 1000 10000 28 496 1000 10000

 10 100 1000 10000

)()(
  

  :داريم.  تقسيم كنيم8حال اگر عدد داده شده را بر 

edcedcr ++=++++++=  24 20400 0  

        : : : : نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

  . بخش پذير باشد8 بر برابر صدگان آن ع يكان و دو برابر دهگان و چهارمجمو بخش پذير است كه 8عددي بر : : : : 1111

  . بخش پذير باشد4آن بر مجموع يكان و دو برابر دهگان  بخش پذير است كه 4عددي بر     ::::2222

        . بخش پذير باشد2 بخش پذير است كه رقم سمت راست آن بر 2عددي بر     ::::3333

            . بخش پذير است كه يكان آن صفر باشد10است و لذا عدد ي بر   آن عدد برابريكانبا  10باقي مانده ي تقسيم هر عدد بر : : : : توجهتوجهتوجهتوجه

  . برابر است8 با باقي مانده ي تقسيم سه رقم سمت راست آن بر 8 ثابت كنيد كه باقي مانده ي تقسيم هر عدد بر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :پس.  رقمي باشد5بدون كاستن از كليت مسئله فرض مي كنيم كه عدد مورد نظر  :حل

edcbaabcde ++++=  10 100 1000 10000  

  :داريم.  تقسيم كنيم8حال اگر عدد داده شده را بر 

cdaedcedcr =++=++++=  10 100 10 1000 0  

  : : : : نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

  . بخش پذير باشد8سه عدد سمت راست آن بر  بخش پذير است كه 8عددي بر : 1111

  . بخش پذير باشد4آن بر دو رقم سمت راست  بخش پذير است كه 4عددي بر : : : : 2222

        . بخش پذير باشد2ير است كه رقم سمت راست آن بر  بخش پذ2عددي بر : : : : 3333

  )جهت مطالعه(    7777قاعده ي بخش پذيري برقاعده ي بخش پذيري برقاعده ي بخش پذيري برقاعده ي بخش پذيري بر �

 بخش پذير است اگر و فقط اگر تفاضل عددي كه با حذف رقم يكان آن عدد به دست مي آيد و دو برابر رقـم يكـان آن               7عددي بر   

  . بخش پذير باشد7عدد بر 

631265زيرا .  بخش پذير است7 بر651مثلاً عدد  =−   . بخش پذير است7بر )(

***  
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        صحيح در مبنا هاي مختلفصحيح در مبنا هاي مختلفصحيح در مبنا هاي مختلفصحيح در مبنا هاي مختلف    نمايش اعدادنمايش اعدادنمايش اعدادنمايش اعداد �

  5294مثلاً عدد . مي باشد) دهدهي(يك صورت متداول نمايش اعداد صحيح ، استفاده از دستگاه اعشاري 

  . نوشت10واضح است كه هر عدد طبيعي را مي توان به صورت توانهايي از 

o1041091021055294

141091002100055294

123 ×+×+×+×=→

×+×+×+×=
  

نمايش يك عـدد صـحيح بـر    .  بزرگتر از يك نوشتaبديهي است كه هر عدد صحيح را مي توان بر حسب توانهايي از عدد طبيعي  

  .گويند  a را عدد نويسي در مبنايaحسب توانهاي

  . بنويسيد3 را در مبناي 16عدد : مثال

  

  

  

  

  

  

  . ولي منفي نيستند، كوچكترندaاز  نوشته مي شوند،a ارقامي كه در يك مبناي عدد نويسي مانند ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

  . بنويسيد2 را در مبناي 13 عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

***  

  :يعني.  بزرگتر از يك نوشتbيي از توانهاي طبيعي عدد  را مي توان به صورت يكتاn هر عدد طبيعي مانند ::::قضيهقضيهقضيهقضيه

bkkk

k
k

k
k

k
k

aaaaa

bababababan

)...(

...

o

o
o

121

1
1

2
2

1
1

−−

−
−

−
−

=

+++++=
  

   يك عدد حسابي است و kكه در آن 

0,            0,      0               ≠<≤≤≤∀ ki abakii  

  .الگوريتم تقسيم را متوالياً به صورت زير بكار مي بريم: اثبات

   تايي9  سه تايي  يكي

1  2  1  

312116 )(= 
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...............................

10             

..............................

10                      

10                       

10                         

111 −≤≤+=

−≤≤+=

−≤≤+=

−≤≤+=

+++ baabqq

baabqq

baabqq

baabqn

jjjj

2221

111o

ooo

  

  در اين صورت بديهي است كه 

0>>>>> ...21 qqqn o  

  لذا 

bkkk aaaaan )...( o121 −−=  

  : باشد، در اين صورت قرار مي دهيم10اگر مبناي عدد نويسي بزرگتر از : توجهتوجهتوجهتوجه

...............

12

11

10

=

=

=

C

B

A

  

  . بنويسيد7 را در مبناي 512 عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . بنويسيد16 را در مبناي9213 عدد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . بنويسيد12 را در مبناي1609 عدد ::::ننننتمريتمريتمريتمري

  . بنويسيد14 در مبنايا ر7867 عدد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . بنويسيد10 را در مبناي )(310210 عدد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

131 عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين )( AC بنويسيد10 را در مبناي .  

  . بنويسيد16 را در مبناي )(43210 عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

16
123

4 4228404142433210 )()( E==×+×+×+×= o  

  . حاصل عبارت هاي زير را بدست آوريد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

=+ 33 12101221   الف ()()(

=+ 36 121015   ب ()()(
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  . بنويسيد16 حاصل عبارت مقابل را در مبناي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

=+ 98 28317 )()(        

34 اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين 1211012 )()( k= .  مقدارk را بيابيد.  

        

  . را بيابيدkمقدار.  نمايش داده مي شود246 بصورت k در مبناي132 عدد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل





−=

=
→++=⇒=

9

   7
642132246132 2

k

k
kkk)(  

  . غير قابل قبول استk=−9مي باشد، در اين صورت حالت  ) k≤7در اين تمرين  (k<1چون 

  

kn  آنگاه k<3 ثابت كنيد، اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين   . مربع كامل است=12321)(

  :حل

22323 122123

12321

)(

)(

++=+++++=→++++=⇒

=

kkkkkkknkkkkn

n k

2244
212

  

  

kn  آنگاه k<3 اگر، ثابت كنيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين   . مكعب كامل است=1331)(

  :حل

323 11331331 )()( +=→+++=⇒= knkkknn k  

***  
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        اعداد اولاعداد اولاعداد اولاعداد اول �

  . هر عدد طبيعي بزرگتر از يك را اول گويند، هرگاه فقط بر يك و خودش بخشپذير باشد::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  2 و3 و5 و 7 و 11 و 13و : .... مانند

  . هر عدد طبيعي بزرگتر از يك كه اول نباشد را مركب گويند::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  4 و 6 و 8 و 9 و 10 و12و : .... مانند

        ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

  .) بخش پذير است2زيرا هر عدد طبيعي و زوج ديگر بر .( است2 تنها عدد زوج و اول: 1

   عدد يك نه اول است و نه مركب،طبق تعريف: 2

  

  .)يعني بر يك عدد اول بخشپذير است. (عاملي اول دارد،  هر عدد طبيعي بزرگتر از يك ::::قضيهقضيهقضيهقضيه

  .ديهي است مقسوم عليه اول دارد،حكم ب2 باشد، چون n=2اگر : اثبات

  . نيز درست استn+1 درست باشد، ثابت مي كنيم كه براي n≤2اگر حكم براي 

زرگتر از  اول نباشد،پس مركب است و لذا عاملي كوچكتر از خودش و ب  n+1فرض كنيم كه    .  اول باشد،حكم ثابت است    n+1اگر  

abnگيريم كه . يك دارد =+ na+1 پس 1   . است و حكم ثابت استn+1 عامل a يعني |

  

  .  يا مساوي با آن داردnاول كوچكتر از حداقل يك مقسوم عليه n يك عدد مركب باشد،آنگاهn اگر::::قضيهقضيهقضيهقضيه

abn موجودنـد بطـوري كـه        b و   a مركـب اسـت، لـذا اعـداد طبيعـي          nفرض كنيم   : اثبات nba و   =  در نتيجـه    1>≥>

naba apلذا .  داردp عامل اولي مانند a از طرفي طبق قضيه ي قبل     2≥= 22 و در نتيجـه  ≥ ap  و در مقايـسه بـا   ≥

npرابطه ي قبل داريم  np لذا 2≥ ≤.  

naچون  ap و | npلذا | np است كه n يك عامل اول p يعني |   . و حكم ثابت است≥

  . عكس نقيض قضيه فوق به صورت زير است::::توجهتوجهتوجهتوجه

  . اول استn بخش پذير نباشد،آنگاه n بر هيچكدام از اعداد اول كوچكتر يا مساوي nاگر 

np كه p بر اعداد اول n<1به عبارت ديگر اگر عدد طبيعي    . اول استnد،آنگاه  بخشپذير نباش≥
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  2و3و5اين مقسوم عليه ها عبارتند از .  است30 داراي مقسوم عليه اول كوچكتر از 30 عدد طبيعي و مركب ::::مثالمثالمثالمثال

5/230 =  

}{   30مقسوم عليه هاي =  1  ,2  ,3  ,5 6 ,  ,10  ,15  ,30

  .كب است  مر143 ثابت كنيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

12143واضح است كه : حل  بر 143 حال چون 2 و 3 و 5 و 7 و 11:  كمتر باشند عبارتند از12 كه از 143 و مقسوم عليه ها ي >

  . لذا مركب است، بخش پذير است11

  

  . اول است73 ثابت كنيد كه عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

973واضح است كه  :حل  بر هيچكدام از 73 حال چون 2 و 3 و 5 و 7:  كمتر باشند عبارتند از9 كه از 73 ها ي  و مقسوم عليه>

  . لذا اول است،اين مقسوم عليه ها بخش پذير نيست

  

  . تعيين كنيد كدام يك از اعداد زير اول و كدام يك مركب است:تمرين 

  الف (533                       ب    (593ج                        (257د                       (583

        

  . را بنويسيد100 تمام اعداد اول كوچكتر از ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . را نوشته و به ترتيب زير عمل مي كنيم100 تا 1ابتدا تمام اعداد طبيعي از : حل

10100( جذر مي گيريم 100از عدد : 1   .را تعيين مي كنيم ) 2 و 3 و 5 و 7يعني  (10  يا مساوي اول كوچكتردو تمام اعدا) >

  . چون اول نيستند را  حذف مي كنيم100تمام مضربهاي اعداد اول كوچكتر : 2

  .عدد يك عدد اول نيست و بايد حذف شود: 3

  . معروف استغربال اِراتُستِنغربال اِراتُستِنغربال اِراتُستِنغربال اِراتُستِنروش فوق به روش 
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010998997695949392919
09898878685848832818
08798777675747732771
07968667665646362661
06598575655545532515
05948447645444432441
04938337635343332331
03298272625242232212
02198117615141132111
01987654321

/////////

////////

///////

////////

////////

///////

////////

////////

//////

//////

  

  :رتند از عبا100لذا اعداد اول كوچكتر از 

9789837973
7167615953
4743413731
2923191713
117532

  

  

  . مجموعه ي اعداد اول نامتناهي است::::قضيهقضيهقضيهقضيه

nppppفرض كنيم كه : اثبات ,...,,,   )برهان خلف( تنها اعداد  اول باشند 321

=+1پس عدد  nppppk ..... ni به ازاي هر  وk<1 و ∋Nkچون .  را در نظر مي گيريم321 iPkداريم 1≥≥  لذا ≠

k  در نتيجه بنابر قضيه هاي قبل     .  مركب استk    داراي عامل اولي مانند p     اسـت و },...,,,{ 321 nppppp∈    مـي باشـد . 

nppppp: پس   .....| kp و 321  در نتيجه    |
444 3444 21

1
321 ).....(| nppppkp  و اين متناقض بـا      p=±1 يعني   p|1 پس   −

  .لذا فرض خلف باطل و حكم ثابت است.  استpاول بودن 

***  
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34ه صورت  ثابت كنيد كه بي نهايت عدد اول ب::::تمرين تمرين تمرين تمرين  +qوجود دارد .  

34 به صورت  a فرض كنيم عدد طبيعي    :حل   +q 1پس  .  باشد>a .    لذا اگرnppppa .....  به عوامـل  a  تجزيه ي =321

14پس هر يك از آنها به صورت        .  ها، همگي  اعداد فرد و اولند       ip فرد است، لذا     aچون  . اول باشد  +q   34 يا +q  مي باشند  .

24زيرا در حالت هاي (  +q 04و +q عدد aزوج مي باشد(.  

14 به صورت  ها،ipاگر همه ي    +qهمين جزوه، حاصـل ضـرب آنهـا يعنـي     22صفحه ي (*) طبق تمرين .  باشند a   نيـز بـه 

14صورت  +qز لذا حداقل يكي ا.  خواهد بود كه متناقض با با فرض استip 34 ها به صورت +qاست و حكم ثابت است .  

34حال نشان مي دهيم كه بي نهايت عدد اول به صورت  +qيافت مي شود .  

1q) 31 و2qو... وnq عدد اول nفرض كنيم فقط  ≠≤≤∀ iqni 34به صورت )  , +qعدد ) فرض خلف.( موجود باشد  

34 21 += nqqqa 34 را كه به صورت      .... +q       بنابر مطلب فوق    .  مي باشد، را در نظر مي گيريمa   اننـد  عامل اولي مq′   بـه 

 ها تناقض دارد و لذا فرض خلف باطل و          iqاين مطلب با متناهي بودن      .  ها متمايز است   iq با هر كدام از      ′qهمين صورت دارد و     

  .حكم ثابت است

  

***  
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        )))) م م م م.... م م م م....بببب((((ه مشترك دو عدد ه مشترك دو عدد ه مشترك دو عدد ه مشترك دو عدد بزرگترين مقسوم عليبزرگترين مقسوم عليبزرگترين مقسوم عليبزرگترين مقسوم علي �

 بـر آن بخـش    b و هم    a گوييم، هرگاه هم     b و aمشترك دو عدد صحيح     ) شمارنده ي   ( را مقسوم عليه     c عدد صحيح    ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

bcيعني. پذير باشند ac و | |  

  |124و |164 زيرا ، است12 و 16 مقسوم عليه مشترك 4مثلاً عدد 

 كه حداقل يكي از آنها مخالف صفر است، b وaدو عدد صحيح ) م.م.ب( را بزرگترين مقسوم عليه مشترك       d عدد طبيعي    ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  :گوييم، هرگاه

  . باشدb وa يك مقسوم عليه مشترك d: الف

  . كوچكتر باشدd از b وaهر مقسوم عليه مشترك ديگر : ب

  .دنبخش پذير باشبر آن  b و همaبزرگترين عدد طبيعي است كه هم،  b وaم دو عدد.م.به عبارت ديگر ب

),( را به صورت b وaك دو عدد ربزرگترين مقسوم عليه مشت baياd  ياba∏ نمايش مي دهند.  

  

  .م اين دو عدد را مشخص كنيد.م.را نوشته و سپس ب12و18 مجموعه ي مقسوم عليه هاي دو عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

}{ 18,  9,  6,  3,  2,  1   18 مجموعه ي مقسوم عليه هاي =±±±±±±

}{ 12,  6,  4,  3,  2,  1   12 مجموعه ي مقسوم عليه هاي =±±±±±±

}{  6,  3,  2,  1    مجموعه ي مقسوم عليه هاي مشترك=±±±±

612,18 == )(dم.م. ب  

  

   گويند، اگر وتنها اگر b وa را بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد صحيح d عدد طبيعي ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

1 :ad bd و | |  

acهرگاه : 2 bc و | dc آنگاه | |   
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 دو عدد صحيح باشند كه هر دو صفر نيستند،آنگاه بزرگترين مقسوم عليه مشترك آنها همواره وجود دارد و منحصر b وa اگر ::::قضيهقضيهقضيهقضيه

  .بفرد است

}||,|{نـي   يع.  باشد b و a مجموعه ي مقسوم عليه هاي مشترك        Aگيريم كه   : اثبات bnanZnA  بـدون كاسـتن از      =∋

||||كليت مسئله فرض مي كنيم كه  ba   : از پايين كراندار است زيراA و Φ≠A پس واضح است كه A∈1 و چون >

bnbnAn −≥∨≥∈∀        

فرض كنـيم   .  داراي عضو ابتدا است    Aپس بنابه اصل خوش ترتيبي      . است Z يك زير مجموعه ي ناتهي و از پايين كراندار           Aلذا  

dAMinكه  dba در اين صورت )(= =),(  

dفرض كنيم كه عدد .  يكتا استdحال نشان مي دهيم كه  در اين .  باشدb وa بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد صحيح ′

ddصورت  dd از طرفي ′| dd لذا |′ d و d و چون =±′ dd لذا . اعداد طبيعي هستند′ ′=  

  

 كه لااقل يكي از آنها ناصفر است برابر با كوچكترين عضو مجموعه ي b وa بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد صحيح ::::قضيهقضيهقضيهقضيه

},,|{ 0>+∈+= nbmaZnmnbmaAاست .  

  .اثبات لازم نيست

  

dba دو عدد صحيح كه لااقل يكي از آنها صفر نباشد و             b و a اگر   ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه  موجودند  n و m در اين صورت اعداد صحيح       ),(=

dnbma كه به قسمي   .م دو عدد را مي توان به صورت تركيب خطي از آن دو عدد نوشت.م. يعني ب+=

  :پس. است6 برابر12و18م دو عدد .م. با توجه به تمرين قبل مي دانيم كه ب::::مثالمثالمثالمثال

6181121 =+−

=+

))(())((

dnbma
  

  

rbqaاگر: توجه  ),(),(),( در اين صورت =+ brbrbqba =+=  

 كافي است، عدد بزرگتر را بر عـدد كـوچكتر تقـسيم نمـوده و                a و bپس براي محاسبه ي بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد           

 تا يكـي از اعـداد       اين عمل را آنقدر ادامه مي دهيم      . سپس بزرگترين مقسوم عليه مشترك عدد كوچكتر و باقي مانده را بدست آوريم            

  .م است.م . در اين صورت عدد ديگر ب . صفر شود
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  . را بيابيد30 و 72 بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

66,0066,26,126,12122
30,12123030,230,72

==+×==+×=

=+×=

)()()()(

)()()(
  

  .بطور خلاصه اين روش را مي توان به صورت زير نوشت

  

  

  

  .وان توسط يك جدول بصورت نردباني نشان دادتقسيمات را مي ت. اين روش را روش تقسيمات متوالي معروف است

  خارج قسمت  ----  2  2  2
  ). نوشته مي شود بزرگترعدد اول (اعداد   72  30  12  6

  12  24  60    
  باقي مانده  12  6  0  

630,72 =)(  

  .م آنها برابر يك باشد.م.هرگاه ب گويند،) هم اولنسبت به ( را متباين b وa دو عدد صحيح ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

1=),( ba  

   به طوري كه  ، موجود باشندn وmاگر وتنها اگر اعداد صحيح، نسبت به هم اولند b وaاعداد صحيح::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

1=+ nbma  

  . نسبت به هم اولند12 و 7 نشان دهيد كه دو عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل 

1771241 =+−→=+ )()(nbma  

  . نسبت به هم اولند42 و25 نشان دهيد كه اعداد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

101018181

818281781711717172512

==+==

+==+==+=

),())(,(),(

),)((),())(,()())(()( ,25,25,254
  

  :به جدول زير توجه كنيد

72 30 
2 60 

12 

30 12 
2 24 

6 

12 6 
2 12 

0 

 م.م.ب
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8  2  1  1  ----  
1  8  17  25  42  

  8  16  17  25  
  0  1  8  17  

125,42 =)(  

  : داريم∋Zn نشان دهيد كه به ازاء هر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

15443 =++ ),( nn  

 وجـود  r وs نسبت به هم اولند، هرگاه اعداد صـحيح  b وaبا توجه به قضيه ي قبل و نتيجه ي آن واضح است كه دو عدد                : حل

  داشته باشند، بطوري كه 

1=+ sbra  

  در اينجا نيز واضح است كه

115121612543434 =−−+=+−++ nnnn ))(()(  

  .پس حكم ثابت است

925 ، اعداد n نشان دهيد كه به ازاء هر عدد طبيعي::::تمرينتمرينتمرينتمرين +n 411 و +nنسبت به هم اولند .  

dba دو عدد صحيح باشند وb وa نشان دهيد كه اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين ),(=1 در اين صورت ),(=
d

b

d

a
  

dbaچون : حل    موجودند به طوري كه  n وm پس دو عدد صحيح و ),(=

110 =→=+→=+ →

=+

≠→∈
),()()(
d

b

d

a

d

b
n

d

a
m

d

d

d

nb

d

ma

dnbma

dNd  

***  

bcaاگر : : : : ))))لم اقليدسلم اقليدسلم اقليدسلم اقليدس((((قضيه قضيه قضيه قضيه  ),(=1 و | ba آنگاه ca |  

),(=1چون  : اثبات ba     لذا اعداد صحيح m و n     1 موجودند بطوري كه=+ nbma         لذا با ضرب طرفين در عـدد c   خـواهيم 

ccnbcmaداشت bcaاز طرفي چون . += aqbc وجود دارد بطوريكه q پس عدد صحيح |   : پس مي توان نوشت=

cacqacnqcmacaqncmaccnbcma

q

|)( →=′→=+→=+→=+
′
43421
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m75 و∋Zm اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين    . m|5 در اين صورت ثابت كنيد كه |

175 چون :حل    m|5 پس طبق لم اقليدس ),(=

abp يك عدد اول باشد و p  اگر::::قضيهقضيهقضيهقضيه ap در اين صورت| bp يا | |  

apاگر  : اثبات apاگر  .  حكم ثابت است   | ),(=1 در اين صورت     /| ap     يـدس چـون      لذا طبق لـم اقلabp ),(=1 و| ap 

bpپس  |  

nap و ∋Nn و ∋Za عدد اول و p اگر ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه ap آنگاه | |  

),(=1 اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين ba .  1ثابت كنيد كه=+ ),( baab   

  )به روش برهان خلف: (حل

+≠1فرض كنيم كه  ),( baabباشد، پس dbaab =+ bad يعنيd<1كه ),( abd و |+ |   

dp( داشته باشدpبايد عاملي اول مانند  dاز طرفي |(  

bapدر نتيجه  abp و |+ abp  چون | ap لذا | bp  و | |  

apاگر  babap پس | =−+ ap يعني |)( bp  و | ),(≠1 در نتيجه| baو اين تناقض است.  

bpاگر  abbap پس | =−+ ap يعني |)( bp  و | ),(≠1 در نتيجه| baو اين تناقض است.  
  

  . نيز اول خواهد بودbc نسبت به  اول باشد،b وc نسبت بهaاگرثابت كنيد كه  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

11 11
11 =+ →=
∈∃

bnamba
Znm ,

),(  

11 22
22 =+ →=
∈∃

cnamca
Znm ,

),(  

{
111
11

21212121

212121
2

212211
=→=+→=+++→

=+++→=++→

),()()(

))((

bcasbcrabcnnabmncnmamm

bcnnabmnacnmammcnambnam

sr
4444 34444 21

  

nbbbb اول باشد، نسبت به 1b و2b و3bو... nb  نسبت بهaاگر: نتيجه    :يعني .  نيز اول خواهد بود321...

1321 =)...,( nbbbba  

bbbbbين اگر همچن n =====    آنگاه321...
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1=),( nba  

bac اول بوده وb  نسبت بهa ثابت كنيد كه اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين   . نيز اول خواهد بودa وb نسبت به c آنگاه باشد،|+

  :حل

11

1111

=→=−+→







=+−→=+−→
−=→=+→+

=+ →= ∈∃

),()()(

)(
|

),(
,

cbbmncmq

nbmbmcqnbbcqm
bcqacqbabac

nbmaba
Znm

  

11

1111

=→=+−→







=−−→=−+→
−=→=+→+

=+ →= ∈∃

),()()(

)(
|

),(
,

cacnqanm

nancqmaacqnma
acqbcqbabac

nbmaba
Znm

  

  .نداولهم نسبت به  na وmb،بيعي ط mو nباشد، آنگاه براي هر اول b  نسبت بهa ثابت كنيد كه اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

11111 =→=→=→=→= ),(),(),(),(),( mnnmmm baababbaba  

***  

  . هر عدد طبيعي مركب تجزيه پذير است و تنها به يك صورت تجزيه مي شود::::))))قضيه ي بنيادي حسابقضيه ي بنيادي حسابقضيه ي بنيادي حسابقضيه ي بنيادي حساب((((قضيه قضيه قضيه قضيه 

)ipعدد اول است( .kppppn ..... 321= 

  .اثبات لازم نيست

  . اگر چند عدد اول مساوي وجود داشته باشد، مي توان تجزيه را بصورت تواني نوشت، در تجزيه ي اعداد طبيعي::::تذكرتذكرتذكرتذكر

Wpppppn i

r

i

i
i

r
r ∈== ∏

=
αααααα           

1
..... 3

3
2

2
1

1  

532720:                                                              مثلاً 24 ××=  

  : دو عدد صحيح كه حداقل يكي از آنها صفر نباشد، پسb و a اگر ::::قضيهقضيهقضيهقضيه

W

ppppb

ppppa

ii

n
n

n
n

∈

=

=

βα

ββββ

αααα

,

.....||

.....||

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

  

  آنگاه 
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n
nppppbad
γγγγ

.....),( 3
3

2
2

1
1==  

},{ يعني.  استiβ وiαكمترين مقدار متناظرiγكه در آن  iii Min βαγ =  

  . با حاصل ضرب عوامل مشترك با توان كمتر برابر استb وaم دو عدد تجزيه شده ي.م.به عبارتي ديگر ب

  .اثبات لازم نيست

  . را بدست آوريد2100  و720 بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

605322100,720

532720

73522100

112

24

22

=××=⇒

××=

×××=

)(

  

  .د داده شده را بدست آوريداداع  در هر مورد بزرگترين مقسوم عليه مشترك ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

    الف( 3600 و2100                   ب(  300و200ج                      (84 و 1568  و  168            

***  
        )))) م م م م.... م م م م....كككك((((  مشترك دو عدد   مشترك دو عدد   مشترك دو عدد   مشترك دو عدد مضربمضربمضربمضربترين ترين ترين ترين كوچككوچككوچككوچك �

   مي ناميم ، هرگاه b وaغيرصفردو عدد صحيح ) م.م.ك( را كوچكترين مضرب مشترك c عدد طبيعي::::تعريفتعريفتعريفتعريف

1 :c مضرب مشترك aو bيعني.  باشدca cb و | |  

mc باشد،آنگاه b وaمشترك ديگرطبيعي  يك مضرب mاگر : 2 ≤  

],[ را با b وaكوچكترين مضرب مشترك دو عدد صحيح  ba يا c  ياbaC نشان مي دهيم.  

  . باشد بخشپذيرb و هم برa كوچكترين عدد صحيح مثبتي است كه هم برb وaم دو عدد صحيح.م. ك::::تذكرتذكرتذكرتذكر

  . را بدست آوريد6و 4 كوچكترين مضرب مشترك دو عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل
}{ ...,  40,  36,  32,  28,  24,  20,  16,  12,  8,  4,  0   4 مضرب هاي =±±±±±±±±±±

}{ ...,  42,  36,  30,  24,  18,  12,  6,  0   6 مضربهاي =±±±±±±±

}{ ...,   36,   24,  12,   0     مضربهاي مشترك=±±±

126,4 == ][cم.م. ك  

***  
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  . همواره موجود و منحصر بفرد استb وaم .م. صحيح ناصفر باشند،آنگاه كد دو عدb وa اگر ::::قضيهقضيهقضيهقضيه

}|,|,|{يعنـي   .  باشد b و a مجموعه ي مضارب مشترك مثبت       Aفرض كنيم   : اثبات LbLaLLA  در ايـن صـورت      =<0

Φ≠A   زيرا Aab cAMinفرض كنيم كه    .  عضو ابتدا دارد   Aبي  يت در نتيجه بنابه اصل خوش تر      ⊃NA و   ||∋  در  )(=

cbaاين صورت   . لذا حكم ثابت است،ن عضو ابتداي مجموعه يكتا است و چو],[=

  : دو عدد صحيح كه حداقل يكي از آنها صفر نباشد، پسb و a اگر ::::قضيهقضيهقضيهقضيه

W

ppppb

ppppa

ii

n
n

n
n

∈

=

=

βα

ββββ

αααα

,

.....||

.....||

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

  

  آنگاه 

n
nppppbac
θθθθ

.....],[ 3
3

2
2

1
1==  

},{يعني.  استiβ وiα متناظرمقدار بيشترين iθكه در آن iii Max βαθ =  

  . با حاصل ضرب عوامل مشترك و غير مشترك با توان بيشتر برابر استb وaم دو عدد تجزيه شده ي.م.به عبارتي ديگر ك

  .اثبات لازم نيست

22  اگر::::مرينمرينمرينمرينتتتت 752980 2532450 و =××  بزرگترين مقسوم عليه مشترك و كوچكترين مضرب مشترك اين دو عدد =××

  .را بدست آوريد

  :حل

11 52980,450 ×==   م.م. ب)(

2212 7532980,450 ×××==   م.م. ك][

),(],[||  ثابت كنيد كه b و a به ازاء هر دو عدد صحيح ::::تمرينتمرينتمرينتمرين abbaba =×  

  گيريم كه: اثبات

W

ppppb

ppppa

ii

n
n

n
n

∈

=

=

βα

ββββ

αααα

,

.....||

.....||

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1
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},{و iii Min βαγ },{ و = iii Max βαθ =  

  آنگاه 

n
nppppbad
γγγγ

.....),( 3
3

2
2

1
1==  

n
nppppbac
θθθθ

.....],[ 3
3

2
2

1
1==  

  :در نتيجه

||).....().....(

.....

.....

).....().....(

],[),(

abpppppppp

pppp

pppp

pppppppp

babacd

n
n

n
n

nn
n

nn
n

n
n

n
n

=×=

=

=

×=

×=×

++++

++++

ββββαααα

βαβαβαβα

θγθγθγθγ

θθθθγγγγ

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

33
3

22
2

11
1

33
3

22
2

11
1

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

  

        : : : : نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

:  باشند، در اين صورتدو عدد صحيح ناصفر b وaاگر: 1
),(

||
],[

ba

ab
ba =        

),(=1 اگر :2 ba آنگاه ||],[ abba =  

  ثابت كنيد كه  دو عدد صحيح ناصفر باشند b و a اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

],[||],[ bakkbka ),(||),(                                     ب (= bakkbka   الف (=

  :حل

  :الف

),(),(||

)()()(),(
,

kbkabak

dnbmakdkbnkamdkbka

d

Znm

=→

=+→=+ →=
′

∈∃
43421

  

  :ب

],[||
),(

||
||

),(||

||||

),(

|))((|
],[ bak

ba

ab
k

bak

abk

kbka

kbka
kbka ====

2
  

  .تساوي هاي زير را كامل كنيد: تمرينتمرينتمرينتمرين

  الف (12,18][=ب                               (9,17-][=
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  : دو عدد صحيح مثبت باشند، در اين صورتb و a اگر ::::توجهتوجهتوجهتوجه

dbacdbdadcbadcbabadc

dbbb
d

b

daaa
d

a

d

b

d

a
dba

bababa ′′=→′×′=×→×=× →×=×⇒

′=→′=

′=→′=

=→=

×=× ],[),(
],[),(

),(),( 1

  

  . است36 و كوچكترين مضرب مشترك آنها 6بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد صحيح مثبت ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .عدد را بدست آوريدحاصل ضرب آن دو ) الف

  .آن دو عدد را بيابيد) ب

  :حل

  :الف

216366 =×=×= ],[),( babaab  

  :ب





=×=′=→=′

=×=′=→=′
→





=×=′=→=′

=×=′=→=′
→

×=×=′′ →=′′→×′′=→′′=
=′′

18633
12622
6611
36666

32166636 1)(

dbbb

daaa

dbbb

daaa

bababadbac
ba ,

  

  .آن دو عدد را بيابيد. است2093 و كوچكترين مضرب مشترك آنها 23 بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد مثبت::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل





=×=′=→=′

=×=′=→=′
→





=×=′=→=′

=×=′=→=′
→

×=×=′′ →=′′→×′′=→′′=
=′′

299231313
1612377
232311
2093239191

13719191232093 1)(

dbbb

daaa

dbbb

daaa

bababadbac
ba ,

  

***  
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         اعداد صحيح اعداد صحيح اعداد صحيح اعداد صحيحهمنهشتيهمنهشتيهمنهشتيهمنهشتي �

 m همنهشت گويند، هرگاه در تقسيم برm را به پيمانه ي b وa يك عدد طبيعي باشد، دو عدد صحيحm فرض كنيم كه::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  .ر اين صورت مي نويسندد. هم باقي مانده باشند

ba
m

modmba)( يا ≡ ≡  

169: پس.  هم باقي مانده اند7 به پيمانه ي 9 و 16دو عدد : مثلاً
7
≡  

  

  

  

  .  همنهشت هستند3 به پيمانه ي -17و13 نشان دهيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . همنهشت هستند 5 به پيمانه ي 18 و32 نشان دهيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

ba ، اگر m و عدد طبيعيb وa براي هر دو عدد صحيح):):):):قضيه ي اصلي همنشهتيقضيه ي اصلي همنشهتيقضيه ي اصلي همنشهتيقضيه ي اصلي همنشهتي(((( قضيهقضيهقضيهقضيه
m

bam آنگاه ≡    و برعكس|−

  :اثبات

bamba: حالت اول 
m

−→≡ |
?

  

  

  

  

  

bammqbaqqmbamqmqba

mqbmqa
rmqb

rmqa rrb
m
a

−→=−→−=−→−=−→

−=− →




+=

+= =→≡

|)( 2121

21
21

22

11

  

babam: حالت دوم 
m

≡→− ?
|  

  

9 7 

1 7 

2 

16 7 

2 14 

2 

a
 

m 

1q 

1r 

b m 

2q 

2r 
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bamچون  1mqba وجود دارد كه 1q لذا عدد صحيح |− 1mqba پس −= +=) 1(  

  : وجود دارد كه 2qآنگاه عدد صحيح .  باشدr برابرm برaحال فرض مي كنيم كه باقي مانده ي تقسيم عدد 

mrrmqa <≤+= 02 ,) 2(  

  : داريم 2 و 1از روابط 

mrrmqbrqqmbrmqmqb <≤+=→+−=→+=+ 02121 ,)(  

baيعني .  مي باشدr نيز برابرm برbيعني باقي مانده ي تقسيم 
m

≡  

***  

  .به كمك قضيه ي فوق درستي يا نادرستي هر يك از موارد زير را بررسي كنيد: تمرين 

3110

7

  الف (≡

1815

4

  ب (≡

***  

         صحيح صحيح صحيح صحيحويژگي هاي همنهشتي اعدادويژگي هاي همنهشتي اعدادويژگي هاي همنهشتي اعدادويژگي هاي همنهشتي اعداد �

   اعداد صحيح دلخواهي باشند،آنگاه d وc و b و a اعداد طبيعي و n وmاگر

 aa
m

≡) 1  

  : اثبات

aaaamm
m

≡→−→ ||0  

.............................................................................................  

 abba
mm

≡→≡)2  

  : اثبات

ababmbamba
mm

≡→−→−→≡ ||  

.............................................................................................  
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ca

cb

ba
m

m

m

≡→






≡

≡) 3  

  :اثبات

cacammqcaqqmcamqmqcbba

mqcbcbmcb

mqbabamba

m

m

m

≡→−→=−→+=−→+=−+−









=−→−→≡

=−→−→≡

|)()()(

|

|

2121

2

1

  

.............................................................................................  

 cbcaba
m

Zc
m

+≡+ →≡ ∈
) 4  

  :اثبات

cbcacbcammqcbca

mqccbamqbabamba

m

m

+≡+→+−+→=+−+→

=−+−→=−→−→≡

)()(|)()(

|
  

.............................................................................................  

bcacba
m

Zc
m

≡ →≡ ∈
) 5  

  :اثبات

bcacbcacmqmbcacmqccbamqbabamba
mm

≡→−→′=−→=−→=−→−→≡ |)(|  

.............................................................................................  

 dbca

dc

ba
m

m

m

+≡+→






≡

≡) 6  

  :اثبات
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dbcadbcammqdbca

qqmdbcamqmqdcba

mqdcdcmdc

mqbabamba

m

m

m

+≡+→+−+→=+−+

+=+−+→+=−+−









=−→−→≡

=−→−→≡

)()(|)()(

)()()()()(

|

|

2121

2

1

  

.............................................................................................   

 bdac

dc

ba
m

m

m

≡→






≡

≡) 7  

  :اثبات

bdac

bdbcdc

bcacba
m

m
b

m

m
c

m

≡→






≡→≡

≡→≡
×

×
  

  

n
m
nNn

m

baba ≡ →≡ ∈
) 8  

  :اثبات

n
m
nnnnn

m

babamqmbamqbabamba ≡→−→′=−→=−→−→≡ ||  

............................................ .................................................  

bnnaba
m

Nn
m

≡ →≡ ∈
) 9  

  :اثبات

bnnanbnamqmnbnamqnbanbamba
mm

≡→−→′=−→=−→−→≡ |)()(|  

.............................................................................................  

ba

mn

ba
nm

≡→





≡

|

) 10  
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  :اثبات

b
n
abanqnbaqqnba

qnmmn
mqbabamb

m
a ≡→−→′′=−→′=− →

′=→
=−→−→≡ |

|
|  

.............................................................................................  

 ba

ba

ba
nm

n

m ],[

≡→






≡

≡) 11  

  :اثبات









=−→−→≡

=−→−→≡

2

1

nqbabanba

mqbabamba
n

m

|

|
  

baلذا  ],[ پس m وn عامل مشترك دو عدد صحيح − nmba |],[ و −≤ nmba knmbaيعني  − در  −=],[

baنتيجه
nm ],[

≡  

        : : : : نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

baba

nm

ba

ba mn
mnnm

nm
n

m

≡ →≡→










=

≡

≡
=],[

],[

),( 1

      
  

.............................................................................................  

 mkbaba
m

Zk
m

+≡ →≡ ∈
) 12  

  :اثبات

mkbamkbamqmmkbakqmmkba

mkmqmkbamqbabamba

m

m

+≡→+−→′=+−→−=+−→

−=−−→=−→−→≡

)(|)()()(

|
  

.............................................................................................  

 ),(),( mbmaba
m

=→≡) 13  
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  :اثبات

dmb

dmbdkmbdmmkb

dmmkbdmadma

Zk

mkbab
m
aZ

=→

=′+ →=++→=++→

=++ →=+ →=
∈′=+

+=→≡∈∃

),(

)(

)(),(
,

βαβααβαα

βαβα
ββα

βα

  

.............................................................................................  

cbaاگر ثابت كنيد كه : : : : تمرين تمرين تمرين تمرين 
m

bcaآنگاه   +≡
m

−≡        

  :حل 

bcabcamcbamcbamcba
mm

−≡→−−→−+→−+→≡+ )(|)(|)(|        

***  

  :زيرا.  يك رابطه ي هم ارزي استm رابطه ي همنهشتي به پيمانه ي ::::توجهتوجهتوجهتوجه

  .عكاسي استاين رابطه ان: 1

aa
m

≡  

  .اين رابطه تقارني است: 2

abba
mm

≡→≡  

  .اين رابطه تراگذري است: 3

ca

cb

ba
m

m

m

≡→






≡

≡  

***  
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        دسته ي همنهشتي يك عدد صحيحدسته ي همنهشتي يك عدد صحيحدسته ي همنهشتي يك عدد صحيحدسته ي همنهشتي يك عدد صحيح �

مجموعـه ي اعـداد   .  نمـايش داده مـي شـود       a يـا    a][ را كه با     m به پيمانه ي عدد طبيعي       aدسته ي همنهشتي عدد صحيح      

  يعني .  هم باقي مانده باشندm به پيمانه ي aصحيحي است كه با عدد 

}|{][ axZxa
m

≡∈=  

  . را نماينده ي كلاس مي نامندa مي گويند و عدد a را كلاس يا رده ي هم ارزي a][مجموعه ي 

        ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

}|{}|{}|{][ mqaxZxmqaxZxaxZxa
m

+=∈==−∈=≡∈=  

  . را بنويسيد5 كلاس هم ارزي 3 در همنهشتي به پيمانه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  : حل

}{}|{

}|{}|{][

...,  14,  11,  8,  5,  2,  1,  4,  7, ... 35

3555
3

−−−=+=∈=

=−∈=≡∈=

qxZx

qxZxxZx  

  :ه به اين تمرين داريمبا توج    ::::توجهتوجهتوجهتوجه

][}|{}|{}|{

)}(|{}|{}|{

}|{}|{][

223232

13233235

3555

3

3

=≡∈=′=−∈=′+=∈=

++=∈=++=∈=+=∈=

=−∈=≡∈=

xZxqxZxqxZx

qxZxqxZxqxZx

qxZxxZx

  

][][ 25 =∴  

  . تمام كلاسهاي هم ارزي را بنويسيد4 در همنهشتي به پيمانه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

}{}|{

}|{}|{][

...,  12,  8,  4,  0,  4,  8, ... 40

4000
4

−−=+=∈=

=−∈=≡∈=

qxZx

qxZxxZx  

}{}|{

}|{}|{][

... 9,  5,  1,  3,  7, ... 41

4111
4

−−=+=∈=

=−∈=≡∈=

qxZx

qxZxxZx  
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}{}|{

}|{}|{][

...,  14,  10,  , 6 2,   2,  6, ... 42

4222
4

−−=+=∈=

=−∈=≡∈=

qxZx

qxZxxZx  

}{}|{

}|{}|{][

...,  15,  11,  7,  3,  1,   5, ... 43

4333
4

−−=+=∈=

=−∈=≡∈=

qxZx

qxZxxZx  

        . كلاس هم ارزي افراز مي كندm مجموعه ي اعداد صحيح را بهmه پيمانه يرابطه ي هم ارزي ب: : : : نتيجه نتيجه نتيجه نتيجه 

}|{}|{}|{][ mqaxZxmqaxZxaxZxa
m

+=∈==−∈=≡∈=        

ba ثابت كنيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين
m

][][ اگر و فقط اگر  ≡ ba =  

  :حل

][][ baba
m

=→≡  

][][

][][][][

][][][][
ba

abaxaxbxbx

babxbxaxax

m
b

m
a

m

m
b

m
a

m

=→










⊆⇒∈→≡ →≡→∈

⊆⇒∈→≡ →≡→∈

≡

≡
  

baba
m

≡→= ][][  

bababa
m

aa ≡→∈ →= ∈
][][][

][
  

][][ ثابت كنيد كه  5 در همنهشتي به پيمانه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 27 =  

27چون : حل
5
][][  پس طبق تمرين قبل داريم≡ 27 =  

   تعلق دارد؟8 در همنهشتي به پيمانه ي  به كدام يك از كلاس هاي هم ارزي-210 عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

1 (][6                       2 (][2                        3( ][3                    4( ][1  

  :حل

6827210882826210

28262102826210

+×−=−→+−−×−=−→

−×−=−→+×=
  

][][ 6210    =−∴  

  .تقسيم بايد عدد حسابي باشداصلي هر  باقي مانده ::::توجهتوجهتوجهتوجه

210 8 

26 .... 

2 
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  . به صورت هاي زير نوشته شده اندa وb دو عدد ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

27 2 −= kb 57  و 1 += ka  

ba دسته ي همنهشتي   . مشخص كنيد7 ي را به پيمانه +2

  :حل 

][}|{})(|{

)}()(|{)}()(|{}|{][

117127

451472725722

7

21

7

21

7

21

77

=+≡=++≡=

−++≡=−++≡=+≡=+

kxxkkxx

kkxxkkxxbaxxba
  

  

  . چنين است5 مجموعه ي همه ي دسته هاي هم ارزي به پيمانه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

]}[],[],[],[],{[ 4320 aaaa  

  كدام است؟ aعدد

1(1                        2(2                                  3(5                          4(4  

  . بصورت زير مي باشد5مجموعه ي دسته هاي هم ارزي به پيمانه ي  :حل

]}[],[],[],[],{[ 43210  

  .قرار مي دهيم.  در مجموعه ي داده شده عددي قرار دهيم كه اين دو مجموعه مساوي شوندaحال به جاي














===

===

==

=

=

⇒

=

][][][][

][][][][

][][][

][][

][][

1162

382

          42

                        2

                          00

2

44

33

22

a

a

a

a

a

  

  . بدست آوريد7 بر 13802سيم باقي مانده ي تق::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

12121218
7

1380460
7

4603
7

3
7

≡→≡→≡→≡ )()(  

***  
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  . بدست آوريد9 بر 13852 باقي مانده ي تقسيم ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

52194242

212212121218

9
1385

9
1385

9
1385

2
9

21383
9

1383461
9

4613
9

3
9

≡→+−≡ →−≡→

×−≡×→−≡→−≡→−≡→−≡

+≡
)(

)()(

mkb
m
a

  

  . را بدست آوريد1037 آخرين رقم سمت راست عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . برابر آخرين رقم سمت راست آن است10 تقسيم هر عدد طبيعي بر باقي مانده ي: حل

3777

7177171717149

10
1033

10
371107

10
377

10
377-1

10
7271

10
273

10
103

3
10

3100
10

10050
10

502
10

2
10

≡ →≡→

×≡×→≡→−≡→−≡→−≡

≡→+−≡→−≡→×≡×→−≡ )(

)()(
  

20001380 باقي مانده ي تقسيم ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 32   . بدست آوريد7 بر +

  .ابتدا باقي مانده هاي هر يك از اين اعداد را جداگانه تعيين مي كنيم: حل

12121218
7

1380460
7

4603
7

3
7

≡→≡→≡→≡ )()(  

2393

3133131313127

7
20002

7
97

2000

2
7

21998
7

1998666
7

6663
7

3
7

≡ →≡→

×≡×→≡→−≡→−≡→−≡

≡

)()(
  

3322132

23

12 7
20001380

7
20001380

7
2000

7
1380

≡+→+≡+→






≡

≡∴  

12121212 باقي مانده ي تقسيم ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 8765   . بدست آوريد13 بر +++

  .ابتدا باقي مانده هاي هر يك از اين اعداد را جداگانه تعيين مي كنيم :حل

151515125
13

126
13

62
13

2
13

≡→−≡→−≡→−≡ )()(  
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16

              131313127

363636336 13
12

13
62

13
23

13
3

13

6
13

126
13

62
13

2
13

≡→







≡→≡→≡→≡

≡→−≡→−≡→−≡

)()(

)()(
  

17

131313127

 310310310

 1071071049
13

12

13
63

13
32

13
3

13

6
13

66
13

6
13

6
13

126
13

62
13

≡→














≡→≡→≡→≡

≡→−≡→−≡

≡→≡→≡

)()(

)()()(

)()()(

  

181818164
13

126
13

62
13

2
13

≡→−≡→−≡→−≡ )()(  

4876511118765

18

17

16

15
13

12121212
13

12121212

13
12

13
12

13
12

13
12

≡+++→+++≡+++→














≡

≡

≡

≡

)()(  

  :روش دوم 

41

56

56

1
13

12121212
13

12121212
13

126,1
13

125

1212
13

12121212

12121212
13

12121212

12121212
13

12121212

8765128765

6528765

658765

658765

≡+++→+≡+++ →

+≡+++→

+++≡+++→

−+−++≡+++

≡→≡→
)(

)(

)()(

  

17171717 باقي مانده ي تقسيم ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 8765   . بدست آوريد13 بر +++

        ::::حل حل حل حل 

056

13
1717171717171717

13
17171717 8765658765 ≡+++→−+−++≡+++ )()(        

  . را بدست آوريد1037 دو رقم سمت راست عدد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . برابر دو رقم سمت راست آن است100م هر عدد طبيعي بر باقي مانده ي تقسي: حل
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437717717

17171717149

100
103

100
3

3
100

3100
100

100

25
100

254
100

4
100

212
100

22
100

2
100

≡ →×≡×→≡→

≡→≡ →−≡→−≡→−≡

≡=

≡=−

433437

126015
555 )()()(

)(

  

∑ باقي مانده ي تقسيم ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 
=

100

1n

n! را تعيين كنيد8 بر  .  

424101 يكان عدد ::::تمرين تمرين تمرين تمرين  37   . را تعيين كنيد+

161161161161باقي مانده ي تقسيم: تمرين  251243242241 )(...)()()(   . بدست آوريد12  بر++++

1211 نشان دهيد كه ::::تمرين تمرين تمرين تمرين    . بخش پذير است23 بر −

521381باقي مانده ي تقسيم : : : : تمرين تمرين تمرين تمرين    .  را به دست آوريد7 بر +

   كدام است؟a بخش پذير باشد، آنگاه كوچكترين مقدار طبيعي براي 11 بر a+98 اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

1(2                  2(3                        3(4                          4(7  

  . را تعيين مي كنيم11 بر 98ابتدا باقي مانده ي تقسيم عدد  :حل

78

12888168816828264

11
97

11
128

11
9

11
8

11
84

11
42

11

≡ →

≡→×≡×→≡→−≡→−≡

≡

)()(
  

077878
110

11
9811

9
11

9 ≡+ →+≡+→≡ ≡+
aaa

a
  

kakaa 117110707
11

+−=→+=+→≡+  

  :در اين صورت.  قرار دهيم1 را برابر kمقدار .  لازم استaال براي تعيين كمترين مقدار طبيعيح

4117
1 = →→+−= =
aka

k
  

3اگر: تمرين 

6

≡a 5 و

8

≡a .  باقي مانده ي تقسيمa چند است؟24 بر   

  :حل 

1224463633 1

4

11

6

+=→+=→=−→≡ ×
kakakaa  
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1524385855 2

3

22

8

+=→+=→=−→≡ ×
kakakaa  

212413332432434

242424

21 ≡→+−≡→−≡→−=→−−=−⇒ aaakakkaa )()(  

***  

        : ثابت كنيد كه a وbبراي هر دو عدد صحيح : : : : تمرين تمرين تمرين تمرين 

222 )الف baba
ab

+≡± 333 )ب                                                   )( baba
ab

±≡± )(  

  :حل 

  :الف 

222222222

222

22

2

babaabbababababa

bababa

ababab

+≡±→±+≡±→+±≡±

+±=±

)()()()(

)(
  

  :ب 

33233232233

32233

333

33

babaababbabababbaaba

babbaaba

ababab

±≡±→±+±≡±→±+±≡±

±+±=±

)()()()(

)(
  

***  

12باقي مانده ي تقسيم: تمرين 
37

+n را به ازاي هر عدد طبيعي8 بر  nبه دست آوريد  .  

  :حل 

5377373713737

137137537537

8
125

8

37
8

12
8

2

8
2

8
21

8

252
8

2
8

≡ →≡→×≡×→

≡→≡ →≡→≡

+≡+

≡

nnn

nn

)()()(

)()()()()(
  

***  

122 عدد   ،n نشان دهيد به ازاي هر عدد طبيعي::::تمرين تمرين تمرين تمرين 
76

++ + nn بخش پذير است43 بر .  

  :حل 

366636636666

43
2

43
36

43

×≡→×≡×→≡ +× nnnnnn  
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7676767

43
127

43
2

43
2 ×≡→≡→≡ +× nnnn )()(  

  .حال موارد بالا را نظير به نظير جمع مي كنيم

07643676736676

7636676

43
122

43
122

43
122

43
122

≡+→→≡+→+≡+→

×+×≡+

++++++

++

nnnnnnnn

nnnn

)()(

  

***  

711 عدد   ،nدهيد به ازاي هر عدد طبيعي نشان ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 
13 −−n بخش پذير است19 بر .  

  :حل 

71111711711
21321313 −×=−=− −+−− nnn )()(  

  :اما 

0

19

7
13

1177

19

7
13

11
7

7

19
13

1171

19
2

11
33

11
7

19
2

11

1

19
33

11
1

1

19
13

111

19
3

11

≡−−→−≡−−→−≡−→×≡×− → ≡

≡−→−≡−→≡

nnnn

nnn )()(
  

***  

bcac اگر ::::قضيهقضيهقضيهقضيه
m

dmc و ≡ ba آنگاه ),(=
d

m

≡  

  :اثبات

mmmcdپس .  باشدc=0اگر  === ),(),(   زيرا. و حكم ثابت است 0

bababa
m

m

d

m

1
≡→≡→≡  

dmm بطوري كه  ، موجودند′c و′m در اين صورت اعداد صحيح c≠0اگر  dcc و =′ ′′=1 و =′ ),( mc .   

  از طرفي

)(|)()(

||

bacmkmbacdkmbadc

dkmdcbdcadcbdcadmbcacmbcac
Zk

m

−′′→′=−′→′=−′→

′=′−′ →′−′′→−→≡ ∈
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′′=1 و چون  ),( mcپس بنابر لم اقليدس داريم :  

bababam
d

m

m

≡→≡→−′
′

|  

bcac اگر ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه
m

),(=1 و ≡ mc آنگاه ba
m

≡  

***  

93 معادله ي همنهشتي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين
5
≡x را حل كنيد.  

  :حل

35333393
513,555

+=→≡ →×≡→≡ =
kxxxx

)(
  

124 معادله ي  همنهشتي::::تمرينتمرينتمرينتمرين
9
≡xرا حل كنيد .  

  :حل

393344124
919,499

+=→≡ →×≡→≡ =
kxxxx

)(
  

134 معادله ي  همنهشتي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين
9
≡xكنيدرا حل .  

  :حل

19144134
919,494

9
139

+=→≡ →→≡ →≡ =≡
kxxxx

)(
  

  .معادله هاي همنهشتي زير را حل كنيد ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

4010) الف 
15
≡x 139)                                         ب

4
≡x  

  :حل 

  : الف 

13144010

3
1

3

4
3

51510
15

+=→≡ →≡ →≡ ≡=
kxxxx

),(
  

  : ب 

14199139
419,449

4
134

+=→≡ →→≡ →≡ =≡
kxxxx

)(
  

***  
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        معادله ي سيالهمعادله ي سيالهمعادله ي سيالهمعادله ي سياله �

            ) ديوفـانتي (هر معادله ي دو يا چند متغيره كه دامنه ي متغير هاي آن مجموعه ي اعداد صحيح باشـند، را معادلـه ي سـياله                        : تعريف

  .اگر متغير هاي معادله ي سياله از درجه ي يك باشند،آنرا معادله ي سياله ي خطي مي نامند. مي گويند

cbyaxمثلاً معادله ي  Zcba يك معادله ي سياله ي خطي است كه در آن += 022 و ,,∋ ≠+ ba  

  

),(يعني زوج مرتب. منظور از حل يك معادله ي سياله ، يافتن جواب هاي صحيح معادله است oo yx  از اعداد صحيح را يك جوا ب

cbyaxمعادله ي سياله ي  cbyax مي نامند، هرگاه += =+ oo   

),(زوج مرتب : مثال 32 1223 يك جواب معادله ي − =− yx123223زيرا .  است =−− )()(  

  

cbyax معادله ي سياله ي خطي ::::قضيهقضيهقضيهقضيه cdbaداراي جواب است، اگر وفقط اگر  += |),( =  

cbyaxاگر معادله ي     :اثبات cbyaxآنگاه  .  داراي جواب است   += =+ oo   قرار مي دهـيم  :kmx =oو kny =o  پـس 

cbknakm    آنگاه+=

cdckdcbnamkcbknakm

d

|)( →=→=+→=+ 43421  

cdbaاگر |),( dqc موجود است كه     q لذا عدد صحيح     = dba  و چون     =  r و s اعـداد صـحيح    ، پس وجود دارنـد    ),(=

  بطوري كه  

)()()( sqbrqacqbsarcdbsar
dqc

+=→+= →=+
=

  

),(يعني  sqrq معادله ي سياله ي  يك جوابcbyax   . است+=

  

dba اگر ::::1111نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه cd و ),(= cbyax آنگاه معادله ي سياله ي /|   . داراي جواب صحيح نيست+=

764معادله ي سياله ي : مثلاً =+ yx نيستصحيح  داراي جواب.  

),(=1اگر  ::::2222نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه ba چون c|1 آنگاه معادله ي سياله ي cbyax   .  همواره داراي جواب صحيح است+=

54397 ثابت كنيد كه معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+++ ynxn   . داراي جواب استn به ازاء هر عدد صحيح )()(

dnnه گيريم ك: حل =++ ),( 4397  
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11437973

43743

97397
4397

= →→+++−→





+→+

+−→+
→=++

∈
ddnnd

ndnd

ndnd
dnn

Nd
|)()(|

)(||

)(||
),(

  

bax  معادله ي همنهشتي ::::3333نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه
m

bdma داراي جواب است اگر و تنها اگر ≡ |),( =   

baxمعادله ي : اثبات
m

  : را به صورت معادله ي سياله ي خطي مي نويسيم≡

bqmaxbmqaxmqbaxbaxmbax
m

=′+→=−→=−→−→≡ |  

  .و طبق قضيه ي قبل حكم ثابت است

74معادله ي همنشتي سياله ي : مثلاً
6
≡x264زيرا .  داراي جواب نيست   /|72 و ),(=

  

),( اگر::::قضيهقضيهقضيهقضيه oo yxيك جوا ب معادله ي سياله ي cbyax   : ه كليه ي جوابهاي معادله عبارتند از  باشد،آنگا+=









−=

+=

k
d

a
yy

k
d

b
xx

o

o
  

dba كه در آن     ∋Zk  و ),(=

  . به شكل فوق جوابي از معادله ي سياله استy و xابتدا نشان مي دهيم كه هر  :  اثبات

cbyaxk
d

ab
byk

d

ab
axk

d

a
ybk

d

b
xabyax =+=−++=−++=+ oooooo )()(  

),(حال فرض مي كنيم كه اگر oo yxدر اين صورت .  يك جواب معادله است:  

k
d

b
xxk

d

b
xxxx

d

b

xx
d

a

d

b
yy

d

b
xx

d

a
yybxxacbyaxbyax

d

a

d

b

+=→=−→− →

−→−=−→−=−→=+=+

=

ooo

ooooooo

)(|

)(|)()()()(

),( 1

  . را در معادله ي سياله قرار مي دهيمxو در نهايت مقدار 
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k
d

a
yyyybk

d

b
ayybxxa

k
d

b
xx

−=→−= →−=−
=−

oo

o

oo )()()()(  

cbyaxمعادله ي سياله ي  طبق اين قضيه بديهي است كه اگر ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه ),( داراي جوابي به صورت += oo yx باشد، در حقيقت 

  .   بي شمار جواب دارد كه از رابطه ي فوق بدست مي آيند

  

832 معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yxرا حل كنيد .  

132چون  : حل ),(با جستجو به جواب .  ، لذا معادله داراي جواب است|81 و ),(= پـس كليـه ي جـواب هـاي ايـن      .  مي رسيم21

  :معادله عبارتند از









−=−=−=

+=+=+=

kkk
d

a
yy

kkk
d

b
xx

22
1

2
2

31
1

3
1

o

o
  

1064 معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yxرا حل كنيد .  

264چون  : حل ),(با جستجو به جواب    .  ، لذا معادله داراي جواب است      |102 و ),(= پس كليه ي جـواب هـاي ايـن    .  مي رسيم1 1

  :معادله عبارتند از









−=−=−=

+=+=+=

kkk
d

a
yy

kkk
d

b
xx

21
2

4
1

31
2

6
1

o

o
  

764 معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yxرا حل كنيد .  

264چون : حل   .  ، لذا معادله داراي جواب نيست/|72 و),(=

***  

        حل معادله ي سياله به روش اويلرحل معادله ي سياله به روش اويلرحل معادله ي سياله به روش اويلرحل معادله ي سياله به روش اويلر �

            در اين روش مجهولي را كه ضريب آن از لحاظ قدرمطلق كمتر از ضـريب ديگـري است،برحـسب بقيـه ي عناصـر معادلـه حـساب                            

 را  اييم و كسر جديدي كه حاصل مـي شـود  اين عبارت را تا حد امكان تفكيك مي نم   . به دست آيد  مي كنيم كه يك عبارت كسري       

  . بدست مي آوريمk را بر حسبy وx قرار داده و از آنجاkبرابر عدد صحيحي مانند
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832 معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yxرا حل كنيد .  

132 چون: حل   : است پسy داراي قدرمطلق كوچكتر از ضريب xچون ضريب .  ، لذا معادله داراي جواب است|81 و),(=

2
4

22

28

2

28

2

38 y
y

yyyyy
x

−
+−=

−
+

−
=

−−
=

−
=  

 حال 
2

y−
  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح 

kyk
y

2
2

−=→=
−

  

  :پس

kkkx
y

yx 3424
2

4 +=++=→
−

+−=  

  :در نهايت داريم





−=

+=

    2

34

ky

kx
  

  

1152 معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yxرا حل كنيد .  

152چون : حل   : است پسy داراي قدرمطلق كوچكتر از ضريب xچون ضريب .  ، لذا معادله داراي جواب است|111 و),(=

2

1
25

2

4110

2

511 y
y

yyy
x

−
+−=

−−+
=

−
=  

 حال 
2

1 y−
  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح 

kyk
y

21
2

1
−=→=

−
  

  :پس

kkkx
y

yx 532125
2

1
25 +=+−−=→

−
+−= )(  

  :در نهايت داريم





−=

+=

   21

53

ky

kx
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1135 معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =− yxرا حل كنيد .  

135چون : حل =−   : است پسx داراي قدرمطلق كوچكتر از ضريبyچون ضريب .  ، لذا معادله داراي جواب است|111 و),(

3

2
23

3

629

3

511

−

+
++−=

−

+−+
=

−

−
=

x
x

xxx
y  

 حال 
3

2

−

+ x
  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح 

kxk
x

32
3

2
−−=→=

−

+
  

  :پس

kkk
x

xy 573223
3

2
23 −−=+−−+−=

−

+
++−= )(  

  :در نهايت داريم





−−=

−−=

ky

kx

57

32
  

1152 معادله ي 1  جوابهاي طبيعي::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yxرا بيابيد .  

  .با توجه به تمرين هاي قبل داريم. ابتدا معادله را حل مي كنيم: حل





−=

+=

   21

53

 ky

kx
  

  .حال جدولي مانند جدول زير تشكيل مي دهيم و جوابهاي طبيعي معادله را به كمك آن تعيين مي كنيم

....  2  1  0  1-  2-  3-  4-  ....  k  

....  13  8  3  2-  7-  12-  17-  ....  x  

....  3-  1-  1  3  5  7  9  ....  y  

  

  . است3,1)(با توجه به اين جدول بديهي است كه معادله داراي يك جواب طبيعي

  

***  

                                                 
),(منظور از جواب طبيعي، جوابي است مانند .   1 oo yx كه در آنoxوoyهر دو عدد طبيعي باشند . 
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 850براي چسباندن تمبر روي يك بسته ي پستي كه نياز به. د استوجمو  ريالي 50 و90 در يك دفتر پستي فقط تمبر هاي:تمرين 

  ؟ريال تمبر دارد، از هر كدام از تمبر هاي فوق به چه مقدار لازم است

8505090 معادله ي سياله ي.در نظر بگيريم y وx ريالي را به ترتيب50 و 90تعداد تمبر هاي : حل  =+ yxحاصل مي شود  .  

85598505090
10

=+→=+
÷

yxyx  

8559 است كه در معادله ي x وyطبيعي هدف تعيين جواب هاي  =+ yxصدق كند  .  

19چون  =),(   : است پسx داراي قدرمطلق كوچكتر از ضريبyچون ضريب.  جواب است ، لذا معادله داراي|581 و5

xx
xxx

y
5

217
5

109 185

5

85
+−=

+−
=

−
=  

x حال 
5

1
  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح 

kxkx 5
5

1
=→=  

  :پس

kkkxxy 9171017
5

17 −=+−=+−=
1

2  

  :در نهايت داريم





−=

=

ky

kx

91

5

7
  

  .حال جدولي مانند جدول زير تشكيل مي دهيم و جوابهاي طبيعي معادله را به كمك آن تعيين مي كنيم

....  2  1  0  1-  ....  k  

....  10  5  0  5-  ....  x  

....  1-  8  17  26  ....  y  

  . پس دو جواب زير حاصل مي شود





=

=





=

=

8

5

17

0

y

x

y

x
,  

***  

kyxتعداد جوابهاي طبيعي معادله ي سياله ي ) ∋Nk( اگر ::::نكتهنكتهنكتهنكته   .  استk−1 برابر +=

+=11 تعداد جوابهاي طبيعي معادله ي ::::مثالمثالمثالمثال yx جواب است10 برابر .  

***  
  جابر عامري دبير رياضي شهرستان باوي     . موفق باشيد

www.mathtower.org      
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        تركيبياتتركيبياتتركيبياتتركيبيات :  :  :  : سومسومسومسومفصل فصل فصل فصل 

  .در اينجا در پي آن هستيم كه چند مدل شهودي و تجسمي در مورد تركيبيات معرفي نماييم

 رابطه و گرافرابطه و گرافرابطه و گرافرابطه و گراف �

گويند، هرگاه  A جموعه يرا يك رابطه روي م Rدر اين صورت مجموعه ي.  باشد و گسستهيك مجموعه متناهي Aاگر ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

AAR )},(|,{يعني  .⊇× AyxyxR ∈=   

Ryx اگر::::توجهتوجهتوجهتوجه   xRy:  در اين صورت مي نويسند),(∋

Raa:  داريمAعضو  a گويند، هرگاه به ازاي هر)انعكاسي(بازتابي را Rرابطه ي  ::::تعريفتعريفتعريفتعريف ∈),(  

},,{ اگر :مثال  321=A آنگاه رابطه ي )},(),,(),,(),,{( 33212211=Rبازتابي است .  

Rbaاگر را تقارني گويند، هرگاه Rرابطه ي  ::::تعريفتعريفتعريفتعريف Rab آنگاه ),(∋ ∈),(  

},,{اگر : مثال  321=A آنگاه رابطه ي )},(),,(),,(),,{( 33122111=Rتقارني است .  

RcbRbaگويند، هرگاه اگر)  يا تراياييتعدي(را تراگذري  Rرابطه ي    ::::تعريفتعريفتعريفتعريف ∈∈ Rca آنگاه ),(,),( ∈),(  

},,{اگر : مثال  321=A آنگاه رابطه ي )},(),,(),,(),,{( 31212211=Rتراگذري است .  

),( گويند،  هرگاه به ازاي هر زوج مرتبتقارنمرا پاد  R رابطه ي    ::::تعريفتعريفتعريفتعريف baاگر  Rba Rabو),(∋ ba آنگاه ),(∋ =  

Abaبه عبارتي ديگر، اگر  ba و,∋ Rba يا  آنگاه≠ Rab يا),(∌ ∉),(  

},,{اگر : مثال  321=A آنگاه رابطه ي )},(),,(),,(),,{( 31212211=Rتقارني استد پا.  

  .  را  هم ارزي گويند، هرگاه بازتابي ، تقارني و تراگذري باشدR رابطه ي ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

},,{اگر : مثال  321=A آنگاه رابطه ي )},(),,(),,(),,(),,{( 3331212211=Rهم ارزي است .  

  

}{مجموعه ي  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 4,  3,  2,  1=A را در نظر بگيريد.  

  . تقارني باشد بنويسيد كهAرابطه اي روي  :ب.                      بازتابي باشديسيد كه  بنوAرابطه اي روي : الف

  .باشدپادمتقارن  بنويسيد كه Aرابطه اي روي : د.                       تراگذري باشد بنويسيد كه  Aرابطه اي روي : ج

  .هم ارزي باشد بنويسيد كه Aرابطه اي روي : هـ

  :حل
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1})(,),(),(),()(,)(,)({:                                                    الف 4,43,32,21,42,31,21,1=R  

2)},(),(),(),(){(:                                                                       ب 4,11,42,11,21,1=R  

3)},(),(){(                                                                                         : ج 1,12,11,2=R  

4)},(),(),(),(),(){(                                        :                       د 3,31,11,33,12,31,2=R  

)},(),(),(),(),(),(),(),(),,(),{(:                                            هـ 12234,43,32,21,11,33,12,31,25 =R  

  

}{مجموعه ي  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 4,  3,  2,  1=Aرا در نظر بگيريد .  

  .        بنويسيد كه فقط خاصيت پادتقارني داشته باشدAرابطه اي روي : الف

  .      اشد بنويسيد كه متقارن و بازتابي باشد ولي ترايايي نبAرابطه اي روي : ب 

  . بنويسيد كه نه متقارن و نه پادمتقارن باشدAرابطه اي روي : ج 

  : حل

  :الف

)}{(1 1,3=R  

  :ب

)}(),(),(),(),(),(),(),{(2 1,33,12,11,24,43,32,21,1=R  

222 )()(,)( RRR ∉→∈∈ 2,31,32,1  

  :ج

)}(),(),{(3 3,22,11,2=R  

بطـوري كـه   .  نـسبت داد  G باشد، مي توان به اين رابطه يك گراف جهت دار ماننـد            Aناهي  يك رابطه روي مجموعه ي مت     Rاگر

 متصل خواهد b به رأس G از گراف aهمچنين رأس . باشد R عضوي از G و هر يال A اعضاي مجموعه ي Gرأس هاي 

  . باشدaRbبود، اگر 

  .راي يك طوقه خواهد بود داa در رأس G آنگاه گراف aRa اگر ::::توجهتوجهتوجهتوجه

}{ مجموعه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين , 6 4,  3,  2,  1=Aاگر به ازاء  . داده شده استAba baaRb.   تعريف كنيم,∋ |⇔  

  . رسم كنيدا رRگراف متناظر با رابطه ي : ب                            . را بنويسيدRرابطه ي : الف
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  :حل

)}(),(),(),(),(),(),(),(),(),(),(),{( 6, 64,43, 63,32, 62,42,21, 61,41,31,21,1=R  

  

  

  

  

  

}{ روي مجموعه ي R رابطه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 2,  1,  0,  1 , 2 −−=Aگراف متناظر با آن را رسم كنيد.  به صورت زير تعريف شده است.  

|||| yxxRy =⇔  

  :حل

)}(),(),(),(),(),(),(),(),{( 0,022,22,2,222, 11,1,11,-11,1 −−−−−−−=R  

  

  

  

  

  

}{ فرض كنيد    ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 5,  4,  3,  2,  1=A   نمايشگر رابطـه ي   زير  گراف جهت دار    وR   روي A  اعـضاي رابطـه ي       . باشـدR  را 

  .بنويسيد

  :حل

  

  

  

)}(),(),(),(),(),(),(),(),{( 55, 14, 4,33,432, 2,12,21,21,1=R  

  

1 

6 

2 

3 

4 

1 1- 

0 

2 2- 

2 1 
5 

3 4 
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        : : : : نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

  . داشته باشد طوقه فقط اگر هر رأس گراف متناظر آن اگر و،يك رابطه بازتابي است: 1

  . دو يال در جهت متقارن موجود باشدb به aهرگاه از هر رأس ، قارن استتيك رابطه م: 2

  . نيز يال موجود باشدc بهa يال وجود داشته باشد،آنگاه از رأسc بهb و از رأسb بهa اگر از رأس،يك رابطه تراگذري است: 3

  . يال موجود نباشدa بهb يال موجود باشد ولي ازb بهa اگر و فقط اگر از رأس،يك رابطه پاد متقارن است: 4

  . را بررسي كنيدRبا توجه به گراف زير خواص رابطه ي: تمرين 

  

  

  

  . را بررسي كنيدRبا توجه به گراف زير خواص رابطه ي: تمرين 

  

  

***  

 رابطه و ماتريسرابطه و ماتريسرابطه و ماتريسرابطه و ماتريس �

اين .  نوشتR متناظر رابطه ي Gمي توان ماتريس مجاورت براي گراف جهت دار . شدا بA يك رابطه روي مجموعه ي    R اگر

  .د مي نامنماتريس مجاورت گراف جهت دارماتريس مجاورت گراف جهت دارماتريس مجاورت گراف جهت دارماتريس مجاورت گراف جهت دارماتريس را 

}{ ماتريس مجاورت رابطه ي زير روي مجموعه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين  3,  2,  1=Aرا بنويسيد .  

  :حل

  

  

)}(),(),(),(),(),{( 3,232, 2,11,22,21,1=R  

321

010

111

011

3

2

1

















=)(RM  

3 

2 

1 

1 0 

2 3 

2 1 
5 

3 4 
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        تركيب رابطه هاتركيب رابطه هاتركيب رابطه هاتركيب رابطه ها �

 C بـه مجموعـه ي   B رابطـه ي ديگـري از مجموعـه ي           S و   B بـه مجموعـه ي     Aرابطه اي از مجموعه ي       R اگر ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  . نمايش مي دهيم و به صورت زير تعريف مي كنيمSOR را با S و R  ي ي ي يتركيب دو رابطهتركيب دو رابطهتركيب دو رابطهتركيب دو رابطهباشد،آنگاه 

zSORxySzxRy )(, →  

  يا

SoRzxSzyRyx ∈→∈∈ ),(),(,),(  

}{ اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين  8,  7,  5,  2 =Aو داشته باشيم :  

baaSb

babaaRb

<⇔

≠≡⇔ ,
3

  

  .يد را با اعضايشان مشخص كنS و Rرابطه هاي : الف

  . را بنويسيدSOS وROR وSOR وROSرابطه هاي: ب

  :حل

)}(),(),(),(),(),{( 5,  88,  5,2 882, ,2 552, =R  

)}(),(),(),(),(),{( 8,  78,  5,7 582, ,7 252, =S  

  . را بصورت زير تعيين مي كنيمROSحال اعضاي رابطه ي 

ROSR

ROSR
S

ROSR

ROSR
S

S

ROSR

ROSR
S

S

ROSR

ROSR
S

∈⇒∈

∈⇒∈
∈

∈⇒∈

∈⇒∈
∈

−−−∈

∈⇒∈

∈⇒∈
∈

−−−∈

∈⇒∈

∈⇒∈
∈

)()(

)()(
,)(

)()(

)()(
,)(

,)(

)()(

)()(
,)(

,)(

)()(

)()(
,)(

5,  75,  8

2,  72,  8
8,  7

5,  55,  8

2,  52,  8
8,  5

,7 5

5,  25,  8

2,  22,  8
82, 

,7 2

8,  28,  5

2,  22,  5
52, 

  

)}(),(),(),(),(),(),(),{( 5,  72,  75,  52,  55,  222, 8,  222,      =∴ ROS  
  .به همين ترتيب خواهيم داشت

)}(),(),(),(),(),(),(),{( 8,  87,  85,  88,  57,  555, 8,  272,      =∴ SOR  
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)}(),(),(),(),(),(),(),(),{( 2,  82,  55,  58,  85,  85,  285, 8,  222,      =∴ ROR  

  .  را نيز به شكل زير تعيين مي كنيمSOSاعضاي رابطه ي 

−−−∈

−−−∈

∈⇒∈∈

−−−∈

∈⇒∈∈

∈⇒∈

∈⇒∈
∈

,)(

,)(

)()(,)(

,)(

)()(,)(

)()(

)()(
,)(

S

S

SOSSS

S

SOSSS

SOSS

SOSS
S

8,  7

8,  5

8,  58,  7,7 5

82, 

8,  28,  7,7 2

8,  28,  5

7,  27,  5
52, 

  

)}(),(),{( 8,  572, 8,  2     =∴ SOS  

}{ در مجموعه ي ::::تعريفتعريفتعريفتعريف   .اين اعمال به اعمال بولي معروفند.  را به صورت زير تعريف مي كنيم⊗ و⊕ دو عمل0  ,1

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

        

1  0  ⊕  
1  0  0  

1  1  1  
 جمع بوليجمع بوليجمع بوليجمع بولي 

1  0  ⊗  
0  0  0  

1  0  1  
  بولي بولي بولي بوليضربضربضربضرب 
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  . حاصل عبارت زير را بدست آوريد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

=⊗⊕⊗⊕⊗ )()()(  0 1 1 1 1 1  

  :حل

{   10 1011 0 1 1 1 1 1
1

=⊕=⊕⊕=⊗⊕⊗⊕⊗ )()()(  

  . را نشان مي دهدROR ماتريس مجاورت رابطه ي Rاتريس مجاورت رابطه ي توان دوم م

)()()]([ RMRMRM ⊗=2  

])[(2 ماتريس   ijaتوجه داشته باشيد كه هر درايه ي         RM               متنـاظر سـطر   به صورت جمع بولي از ضـرب بـولي درايـه هـايi و 

  . باشدRORاين موضوع مي تواند روش مناسبي براي تعيين اعضاي رابطه ي . به دست مي آيدRM)( ماتريس jستون

  

  . تساوي مقابل را كامل كنيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

=







⊗









10

11

10

11
  

  :حل

  

  

  

  

  

  

  

222222 10

11

10

11

10

11

×××








=








⊗








  

        

11

)

a==⊕

−−−−⊗

101     

01

11
      

 

12

)

a==⊕

−−−−⊗

111     

11

11
      

 

21

)

a==⊕

−−−−⊗

000     

01

10
      

 

22

)

a==⊕

−−−−⊗

110     

11

10
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}{ مجموعه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 4,  3,  2,  1=A و رابطه ي R روي Aبه صورت زير است .  

)}(),(),(),(),{( 4,  3,3 332, ,2 111, =R  

  . را بنويسيدROR رابطه ي Rبا استفاده از ماتريس مجاورت رابطه ي 

  :حل

4321

2

4321

0000

1100

1100

0111

4

3

2

1

0000

1100

0100

0011

4

3

2

1



















=→



















= )]([)( RMRM  

  

)}(),(),(),(),(),(),{( 4,  3,3 34,  2,3 231, ,2 111, =ROR  

  

},,,{ در مجموعه ي R رابطه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين dcbaA   . به صورت زير تعريف شده است=

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( dddadbaccacbbabbR =  

  .را رسم كنيد Rگراف متناظر رابطه ي : اولاً 

  . را بنويسيدR  رابطه يماتريس مجاورت گراف متناظر: ثانياً

])[(2ماتريس : ثالثاً RM را بدست آوريد و به كمك آن رابطه ي RORرا بنويسيد .  

  :حل

  

  

  

  

a b 

c d 
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dcbadcba

d

c

b

a

RM

d

c

b

a

RM



















=→



















=

1000

1110

1111

1111

1000

0001

1110

1110

2)]([)(  

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( dddcccbcdbcbbbabdacabaaaROR =  

***  

 است B كوچكتر يا مساويAدر اين صورت گويند . باشند) با درايه هاي صفر و يك (  دو ماتريس هم مرتبه AوB اگر:تعريف 

  . باشندB كوچكتر يا مساوي درايه هاي نظير از Aه هاي ، هرگاه تمام دراي )〉〉BAو مي نويسند (

  :مثال 

BABA 〈〈⇒







=








=

11

01

10

01
,  

***  

.  باشـد R ماتريس متناظر با RM)( باشد وA يك رابطه روي R عضوي و n يك مجموعه ي   A فرض كنيد     :1نتيجه ي   

  :در اين صورت 

nnRM: الف  ×= ][)( o )  همه ي درايه هاي)(RMاگر و فقط اگر )  صفرندΦ=R  

nnRM: ب  ×= ][)( AARاگر و فقط اگر )  يك اندRM)(همه ي درايه هاي  ( 1 ×=  

)(])[(2: ج  RMRORM =  

***  

21اگـر   در ايـن صـورت      . باشـد  .) طبيعي باشـد   A) n عضوي   nدو رابطه روي مجموعه ي    1R و 2R اگر  :2 ي نتيجه RR ⊆ 

)()(آنگاه 21 RMRM    و برعكس〉〉

***  
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  :در اين صورت . ماتريس متناظر با اين رابطه باشندMو ) طبيعي باشدA) n عضوي n روي مجموعه يRاگر رابطه ي :تذكر 

MIn اگر و فقط اگر ، بازتابي استR رابطه ي :الف  〈〈 ) Iماتريس واحد است (.  

tMM اگر و فقط اگر ، استتقارني R رابطه ي :ب  =   

MM اگر و فقط اگر ، استگذرياتر R رابطه ي :ج  〈〈2   

n اگر و فقط اگر ، استتقارنيدپا R رابطه ي :د 
t IMM 〈〈∧   

***  

BAماتريس. باشند) با درايه هاي صفر و يك   (  دو ماتريس هم مرتبه      AوB اگر :توجه    ماتريسي است كـه از ضـرب درايـه    ∧

  . به دست مي آيدAوBهاي نظير به نظير 

  : مثال 









=∧⇒








=








=

10

01

11

01

10

01
BABA ,  

***  

)},(),(),(),(),(),(),(){( رابطه ي  :تمرين   1,33,12,11,24,43,32,21,1=R   مجموعه ي روي},,,{ 4321=A  داده شـده 

  .خواص اين رابطه را به روش فوق بررسي كنيد. است

  

***  

  

  ويبا نتارسشهضي يار ربيري دام عبراج : دهكننيه هت

www.mathtower.org 
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        تركيبياتتركيبياتتركيبياتتركيبيات :  :  :  : سومسومسومسومفصل فصل فصل فصل 

 اصل شمول و عدم شمولاصل شمول و عدم شمولاصل شمول و عدم شمولاصل شمول و عدم شمول �

  .در اين صورت داريم. اهي و گسسته باشندن دو مجموعه ي متA وBاگر

  

|||||||| BABABA IU −+=  

  

  : داريمA وB وCهمچنين براي سه مجموعه ي متناهي و گسسته ي

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA IIIIIUU +−−−++=  

  

  

  

  

  

 Aعضو مجموعـه ي     ) بزرگترين(آخرين  bو) كوچكترين( اولين   a باشد و  k مجموعه ي اعداد صحيح و بخشپذير بر       A اگر ::::توجهتوجهتوجهتوجه

  :در اين صورت. باشند

1+
−

=
k

ab
A ||  

  

  . را تعيين كنيد7 تعداد اعداد طبيعي دو رقمي مضرب ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

131
7

1498
98, ... ,  28,  21,  14 =+

−
=→= ||}{ AA  

        

        

A 
B 

A B 

C 
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  : تعداد اعداد طبيعي دو رقمي را پيدا كنيد كه::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . باشند5مضرب  )ب                                                      . باشند3مضرب ) الف

  . باشند5 يا مضرب 3يا مضرب ) د                                          . باشند5 و مضرب 3مضرب ) ج

  . باشند5 و نه مضرب 3نه مضرب ) هـ

  :حل

}{ 99, ... ,  18,  15,  12=A 3 مجموعه ي مضرب هاي  

301
3

1299
=+

−
=|| A  

 }{ 95, ... ,  20,  15,  10=B 5 مجموعه ي مضرب هاي  

181
5

1095
=+

−
=|| B  

}{ 90, ... ,  45,  30,  15=BAI 5 و 3مجموعه ي مضرب هاي   

  .)اين هستندب مت5و3چون 15مجموعه ي مضرب هاي (

61
15

1590
=+

−
=|| BAI  

4261830 =−+=−+= |||||||| BABABA IU 5 يا مضرب 3 تعداد اعداد مضرب  

484290 =−=−= |||||| BAMBA UU5 و نه مضرب 3اد نه مضرب تعداد اعد  

  : مي توان به شكل زير نيز عمل كرد، باشند5 و نه مضرب 3توجه كنيد كه براي تعيين تعداد اعدادي كه نه مضرب

486183090 =+−−=+−−=

−+−=−=

||||||||

|)||||(|||||||||

BABAM

BABAMBAMBA

I

IUU
  

  . اولند را محاسبه كنيد500 كه نسبت به 500 تعداد اعداد صحيح و مثبت كوچكتر از ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

50011500500, ... 3, ,  2,  1 =+−=→= ||}{ SS  

23 25500 ×=  

  . بخش پذير نباشند 5  يا2را بدست مي آوريم كه برSحال تعداد اعدادي از مجموعه ي 

M 

A 

B 

9011099

99, ... ,  12,  11,  10

=+−=

→=

||

}{

M

M
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   . بخش پذير باشند2 كه بر Sاعضاي 

2501
2

2500
500, ... ,  , 6 4,  2 =+

−
=→= ||}{|| AA  

   . بخش پذير باشند5 كه بر Sاعضاي 

1001
5

5500
500, ... ,  15,  10,  5 =+

−
=→= ||}{|| BB  

   .) نسبت به هم اولند5و2. ( بخش پذير باشند10 كه بر Sاعضاي 

501
10

10500
500, ... ,  30,  20,  10 =+

−
=→= ||}{ BABA II  

  .باشند بخش پذير 5 بر و نه 2نه بر كه Sتعداد اعضاي 

20050100250500 =+−−=+−−=

−+−=−=

||||||||

|)||||(|||||||||

BABAM

BABAMBAMBA

I

IUU
  

***  

  . اولند را محاسبه كنيد1125 كه نسبت به 1125 مثبت كوچكتر از  تعداد اعداد صحيح و::::تمرينتمرينتمرينتمرين

***  

  . اولند را محاسبه كنيد30 كه نسبت به 30 تعداد اعداد صحيح و مثبت كوچكتر از ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

30113030, ... 3, ,  2,  1 =+−=→= ||}{ SS  

532 ××=30  

  . بخش پذير نباشند5 يا 3 يا 2مي آوريم كه بر را بدست Sحال تعداد اعدادي از مجموعه ي 

   . بخش پذير باشند2 كه بر Sاعضاي 

151
2

230
30, ... ,  , 6 4,  2 =+

−
=→= ||}{|| AA  

   . بخش پذير باشند3 كه بر Sاعضاي 

101
3

330
30, ... ,  , 6 3 =+

−
=→= ||}{|| BB  
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   . بخش پذير باشند5 كه بر Sاعضاي 

61
5

530
30, ... ,  15,  10,  5 =+

−
=→= ||}{|| BC  

   .) نسبت به هم اولند3و2. ( بخش پذير باشند6 كه برSاعضاي 

51
6

630
30, ... ,   12,  6 =+

−
=→= ||}{ BABA II  

   .) نسبت به هم اولند5و2. ( بخش پذير باشند10 كه برSاعضاي 

3 30,  20,  10 =→= ||}{ CACA II  

   .) نسبت به هم اولند5و3. ( بخش پذير باشند15 كه برSاعضاي 

23015 =→= ||},{ CBCB II  

   .) نسبت به هم اولند5و3و2. ( بخش پذير باشند30 كه برSاعضاي 

130 =→= ||}{ CBACBA IIII  

  

  .ير باشند  بخش پذ5 و نه بر 3نه بر  و  2برنه  كه Sتعداد اعضاي 

812356101530 =−+++−−−=

−+++−−−=

−=

||||||||||||||||

||||||

CBACBCABACBAM

CBAMCBA

IIIII

UUUU

  

***  

  . را پيدا كنيدA عضوي 3 به يك مجموعه ي B عضوي 4 تعداد توابع پوشا از يك مجموعه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

ABfگيريم كه  →:  

)(},,{ 321 3             == naaaA  

)(},,,{ 4321 4        == mbbbbB  

  :لذا داريم.  تعريف شده اندA به B مجموعه ي توابعي باشد كه از S مجموعه ي اگر

81333334 =×××=== mnS ||  
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  )غير پوشا( . نسبت نمي دهندiaرا به Bمجموعه ي توابعي باشند كه هيچ عضوي ازiAحال فرض كنيد كه

3,2,1)}(|{ =∉∈= iBfaSfA ii              

421 =−=→∉∈= mnABfaSfA )(||)}(|{ 111  

421 =−=→∉∈= mnABfaSfA )(||)}(|{ 222  

42 1 =−=→∉∈= mnABfaSfA )(||)}(|{ 333  

  همچنين 

112 4 ==−=== mnAAAAAA )(|||||| 323121 III  

  و

003 4 ==−= mnAAA )(|| 321 II  

  تعداد توابع غير پوشا

450111222 4444444

321323121321321

=+−−−++=

+−−−++= |||||||||||||||| AAAAAAAAAAAAAAA IIIIIUU
  

  A به Bتعداد توابع پوشا از 

3645-81 ==−= |||||| 321321 AAAMAAA UUUU  

***  

  . را پيدا كنيدA عضوي 3 به يك مجموعه ي B عضوي 5 تعداد توابع پوشا از يك مجموعه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :لذا داريم.  تعريف شده اندA به B مجموعه ي توابعي باشد كه از Sاگر مجموعه ي  :حل

24335 === mnS ||  

   A به Bتعداد توابع غير پوشا از

322 1 5 ==−=== mnAAA )(|||||| 321  

  همچنين 

112 5 ==−=== mnAAAAAA )(|||||| 323121 III  

  و
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003 5 ==−= mnAAA )(|| 321 II  

  تعداد توابع غير پوشا

930111222 5555555

321323121321321

=+−−−++=

+−−−++= |||||||||||||||| AAAAAAAAAAAAAAA IIIIIUU
  

  A به Bتعداد توابع پوشا از 

15093243 =−=−= |||||| 321321 AAAMAAA UUUU  

***  

 چند نكته ي مهم چند نكته ي مهم چند نكته ي مهم چند نكته ي مهم  �

 : در اين صورت،ي فرض شود يك عدد طبيعn اگر ::::نكته ي اول

nxxxxتعداد جوابهاي صحيح و نامنفي معادله ي: 1 r =++++  برابر321...








−

−+

1

1

r

rn
  . است

nxxxxتعداد جوابهاي طبيعي معادله ي : 2 r =++++  برابر321...








−

−

1

1

r

n
  . است

        

++=4 تعداد جوابهاي صحيح و نامنفي معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين zyxرا بدست آوريد .  

  :حل

15
2

56

2

6

13

134

1

1
=

×
=








=









−

−+
=









−

−+

r

rn
  

+++=12 تعداد جوابهاي طبيعي معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين tzyx تعيين كنيدار .  

  :حل

165
8!3!

11!

3

11

14

112

1

1
=

×
=








=









−

−
=









−

−

r

n
  

***  
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  .ندال هاي اول تا چهارم اسكان داده شده اسدر يك خوابگاه دانشجويي ، دانشجويان : : : : تمرين تمرين تمرين تمرين 

  . نفري از دانشجويان اين خوابگاه را براي نمايندگي خوابگاه انتخاب كرد10به چند طريق مي توان يك دسته ي : الف 

 نفري از دانشجويان اين خوابگاه را براي نمايندگي انتخاب كرد، به شرط اينكه حداقل               10به چند طريق مي توان، يك دسته ي         : ب  

  .انشجوي سال دوم و دو دانشجوي سال سوم و دو دانشجوي سال چهارم باشدشامل يك دانشجوي سال اول ، يك د

  :حل 

  : تعريف مي كنيم كه : الف 

ix= تعداد دانشجويان سال i 41(  نفر انتخابي 10 ام در بين ≤≤ i(   

  .في معادله ي زير را تعيين كنيملذا كافي است تعداد جواب هاي صحيح و نامن

104321 =+++ xxxx  

 286
40

=







=









−

−+
=









−

−+
=

3

13

14

11

1

1

r

rn
        تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي    

14: : : : ب ب ب ب  >x 13 و >x01 و >x  01 و >x        

2

2

1

1

44

33

22

11

+=

+=

+=

+=

yx

yx

yx

yx

        

410610 432143214321 =+++→=++++→=+++→ yyyyyyyyxxxx        

  .حال كافي است تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله ي زير را تعيين كنيم

44321 =+++ yyyy  

 35
4

=







=









−

−+
=









−

−+
=

3

7

14

14

1

1

r

rn
        تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي    

***  

15321معادله ي : تمرين  =++ xxx41 چند جواب صحيح و نامنفي دارد، به شرط اينكه >x 02  و >x  

  : حل 
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33

22

11

1

5

yx

yx

yx

=

+=

+=

        

915615 321321321 =++→=+++→=++→ yyyyyyxxx        

  .حال كافي است تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله ي زير را تعيين كنيم

9321 =++ yyy  

 55
3

=







=









−

−+
=









−

−+
=

2

11

13

19

1

1

r

rn
        تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي    

***  

  وتر به چند طريق مي توانند در سه لانه ي متمايز قرار گيرند، به طوري كه هيچ لانه اي خالي نماند؟ هفت كب : تمرين

  : حل 

براي اين منظور در هـر خانـه        .  لانه قرار مي گيرند به طوري كه در هر لانه لااقل يك كبوتر قرار گيرد               3هفت كبوتر در    : روش اول   

437و  . الزاماً يك كبوتر قرار مي گيرد      پـس تعـداد   .  كبوتر باقي مانده مي توانند، به طور دلخواه در هر خانـه اي قـرار گيرنـد            −=

4321طريق ممكن ، برابر است با تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله ي  =++ xxxكه ساده شده ي معادله ي   

7111 321 =+++++ )()()( xxx  

15حيح و نامنفي معادله ي فوق برابر است با     تعداد جواب هاي ص.  مي باشد
2

6

13

134
=








=









−

−+
  

7321لذا كافي است كه تعداد جواب هاي طبيعي معادله ي. چون قرار است كه هيچ لانه اي خالي نماند: روش دوم  =++ xxx 

  .را تعيين كرد

15
2

=







=









−

−
=









−

− 6

13

17

1

1

r

n
  

***  

128و نامنفي نامعادله ي تعداد جواب هاي صحيح : تمرين  321 <++≤ xxxرا به دست آوريد  .  

  .كافي است كه تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي هر يك از معادلات زير را تعيين كنيم: حل 
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45
13

138
8321 =









−

−+
→=++ xxx  

55
13

139
9321 =









−

−+
→=++ xxx  

66
13

1310
10321 =









−

−+
→=++ xxx  

78
13

1311
11321 =









−

−+
→=++ xxx  

24478665545    تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي=+++=

***  

10321تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي نامعادله ي : تمرين  ≤++ xxxرا به دست آوريد  .  

   را عددي فرض مي كنيم كه t: حل 

10321 =+++ txxx  

286
40

=







=









−

−+
=









−

−+
=

3

13

14

11

1

1

r

rn
        منفيتعداد جواب هاي صحيح و نا    

***  

10321تعداد جواب هاي طبيعي نامعادله ي : تمرين  ≤++ xxxرا به دست آوريد  .  

  : حل 

  . كافي است تعداد جواب هاي طبيعي هر يك از معادلات زير را جداگانه به دست آورده وسپس با هم جمع كنيم: : : : روش اول روش اول روش اول روش اول 

0
13

11
1321 =









−

−
→=++ xxx  

0
13

12
2321 =









−

−
→=++ xxx  

1
13

13
3321 =









−

−
→=++ xxx  
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3
13

14
4321 =









−

−
→=++ xxx  

6
13

15
5321 =









−

−
→=++ xxx  

10
13

16
6321 =









−

−
→=++ xxx  

15
13

17
7321 =









−

−
→=++ xxx  

21
13

18
8321 =









−

−
→=++ xxx  

28
13

19
9321 =









−

−
→=++ xxx  

36
13

110
10321 =









−

−
→=++ xxx  

  .لذا تعداد جواب هاي طبيعي مي شود

120362821151063100 =+++++++++  

   را عددي فرض مي كنيم كه t≤0: : : : روش دوم روش دوم روش دوم روش دوم 

1110110 321321
1

321 =+++→=−+++ →=+++
−=

yxxxyxxxtxxx
yt

  

120
1

=







=









−

−
=









−

−
=

3

10

14

11

1

1

r

n
        تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي    

***  

20معادله ي زير را با شرط تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي : تمرين  ≤≤ ix 31 براي ≤≤ iيد كنن تعي.  

5321 =++ xxx  

  :حل 

21 تعداد كل جواب ها 
2

7

13

135
5321 =








=









−

−+
=→=++ || Sxxx  
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  iA=}.استix≤3جواب هايي از معادله كه در آنها {

25 321
231131

321 =++′ →=++
≥+′=→≥

xxxxxx
xxx

  

6
2

4

13

132
321 =








=









−

−+
=== |||||| AAA  

05. چنين جوابي وجود ندارد 321
3231

321 =++′ →=++
≥≥

xxxxxx
xx ,

  

0322121 === |||||| AAAAAA III  

0321 =|| AAA II  

180000666
321323121321321

=+−−−++=

+−−−++= |||||||||||||||| AAAAAAAAAAAAAAA IIIIIUU
  

31821321321 =−=−= |||||| AAAMAAA UUUU  

***  

  : عضوي باشد، در اين صورتn يك مجموعه يAاگر     :نكته ي دوم

  Aتعداد رابطه هاي بازتابي روي مجموعه ي : 1

nn −2
2  

  Aتعداد رابطه هاي متقارن روي مجموعه ي : 2

2

2

2

nn +

  

  Aتعداد رابطه هاي پادمتقارن روي مجموعه ي : 3

2

2

32

nn

n

−

×  

}{ اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 3,  2,  1=Aداد رابطه هاي بازتاب ، تقارني و پادتقارني را به دست آوريد تع.  

  : حل 

  Aتعداد رابطه هاي بازتابي روي مجموعه ي : 1

64222 63232
=== −−nn  
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  Aتعداد رابطه هاي متقارن روي مجموعه ي : 2

64222 62

323

2

2

===

++nn

  

  Aاي پادمتقارن روي مجموعه ي تعداد رابطه ه: 3

2162783232 2

323
32

2

=×=×=×

−−nn

n  

***  

  . را معرفي مي كنيم1 اويلر–در اين بخش تابع في  :نكته ي سوم

  . زير تعريف مي كنند اويلر مي نامند و به صورت– را تابع في nΦ)( ، تابع nبه ازاي هر عدد طبيعي: تعريف 

Φ= . اول مي باشندn كه نسبت بهnتعداد اعداد طبيعي كوچكتر از )(n  

   لذا1 و 3 و 5 و 7 اولند، عبارتند از 8 كه نسبت به 8اعداد طبيعي كوچكتر از : مثال 

48 =Φ )(  

  :در اين صورت .  عدد اول باشدpاگر : 1تذكر 

1−=Φ pp)(  

1211313:  مثال  =−=Φ )(  

  :در اين صورت .  يك عدد طبيعي باشدk عدد اول وpاگر : 2تذكر 

1−−=Φ kkk ppp )(  

8222: مثال  344 =−=Φ )(  

  

),(=1 به طوري كه m و nيعني براي دو عدد طبيعي.  اويلر ، ضربي است–تابع في  : 3تذكر  nm2 داريم:  

  

)()()( nmnm Φ×Φ=×Φ  

                                                 
1
  . را تابع حسابي اويلر نيز مي نامندΦ تابع .  

 

dnmاگر  .  2  در اين صورت ),(=
)(

)()()(
d

d
nmnm

Φ
×Φ×Φ=×Φ 
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2446595945 :مثال 
159

=×=Φ×Φ=×Φ=Φ
=

)()()()(
),(

  

  . عدد طبيعي بزرگتر از يك باشد، به طوري كه تجزيه ي استاندارد آن به صورت زير باشد يكnاگر: قضيه

k
kpppn
ααα

.... 2
2

1
1=  

  :در اين صورت داريم

))...()(()(
kppp

nn
1

1
1

1
1

1
21

−−−=Φ  

  :مثال 

532360 23 ××=  

96
5

1
1

3

1
1

2

1
1360360 =−−−=Φ ))()(()(  

  : : : : نتيجه نتيجه نتيجه نتيجه 

  :در اين صورت .  يك عدد طبيعي باشدk عدد اول وpاگر: الف 

1
1

1 −=−=Φ p
p

pp )()(  

1
1

1 −=−=Φ k

k

kk p
p

pp )()(  

  :در اين صورت داريم.  به صورت زير تجزيه شودnاگر عدد : ب 

kpppn .... 21=  

)(...)()()(...)()(...

)(...)()()(

111
1

1
1

1
1

1

1
1

1
1

1
1

−××−×−=−××−×−××××=

−××−×−×=Φ

k
k

k

k

ppp
ppp

ppp

ppp
nn

21
21

21

21
        

        ::::مثال مثال مثال مثال 

117531155 ×××=  

4801111715131155 =−−−−=Φ ))()()(()(  

),(=1 عدد صحيحي باشد، به طوري كه a يك عدد طبيعي وm اگر::::قضيه ي اويلر قضيه ي اويلر قضيه ي اويلر قضيه ي اويلر  ma در اين صورت :  
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1
m

ma ≡Φ )(  

  .آوريد را به دست 2443دو رقم سمت راست عدد: مثال 

11003 =),(  

22 52100 ×=  

40
5

1
1

2

1
1100100 =−−=Φ ))(()(  

813313313131313
100

2444
100

4240
43100

2406
100

640
100

40
100

100 ≡→×≡× →≡→≡→≡→≡
×Φ )()()(  

  

  :در اين صورت .  عددي اول باشدp اگر ::::قضيه ي ويلسون قضيه ي ويلسون قضيه ي ويلسون قضيه ي ويلسون 

11 −≡−
p

p !)(  

  . به دست آوريد13  را بر12!باقي مانده ي تقسيم : مثال 

  . عدد اول است، پس طبق قضيه ي ويلسون داريم13چون 

12121311121121113
13131313
≡→+−≡→−≡→−≡− !)(!!!)(  

***  

  :در اين صورت .  يك عدد صحيح باشدa عددي اول وpاگر  ::::قضيه ي فرما قضيه ي فرما قضيه ي فرما قضيه ي فرما 

aa
p

p ≡  

012321ثابت كنيد كه : مثال
13

13131313 ≡++++ ...  

  : عدد اول است ، پس طبق قضيه ي فرما داريم13چون 
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012321

78123211232112321

1212

22

11

13
131313130

13
78

13
13131313

13
13131313

13
13

13
13

13
13

≡++++ →

≡++++→++++≡++++→














≡

≡

≡

≡
...

.........

  

***  

  . اويلر را به كمك اصل شمول و عدم شمول اثبات مي كنيم-در ادامه حالت خاصي از تابع في 

 n كه باnتعداد اعداد طبيعي كوچكتر از عدد طبيعيتوان مي .  فقط به سه عدد طبيعي متمايز تجزيه شودnاگر عدد طبيعي ::::قضيه  قضيه  قضيه  قضيه  

  .شدبا زير شكل فرض كنيد كه اين تجزيه به .را به شكل زير بدست آورد متباين باشند،

321 pppn ××=  

  :در اين صورت

)()()()()()(

)()()()(

111
1

1
1

1
1

1

1
1

1
1

1
1

−×−×−=−×−×−×××=

−×−×−×=Φ

321
321

321

321

ppp
ppp

ppp

ppp
nn

  

  . براي اعدادي بكار بگيريد كه به سه عدد اول متفاوت تجزيه شود اين رابطه را فقط::::توجهتوجهتوجهتوجه

  . را به ترتيب زير تعريف مي كنيمiAمجموعه هاي : اثبات 

3211 ,,,}|,|{ =≤≤= impnmmA ii  

  :در اين صورت داريم . مي نويسيمiAحال اصل شمول و عدم شمول را براي مجموعه هاي 

32132 ,,,})(,...,,,{ == ip
p

n
pppA i

i
iiii  

  پس

 
i

i
p

n
A =||  

  به همين ترتيب
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ji
pp

n
AA

ji
ji ≠= ,

.
|| I  

321
321

ppp

n
AAA

..
|| =II  

)
.....

(||

||)(

321323121321
321

321

ppp

n

pp

n

pp

n

pp

n

p

n

p

n

p

n
nAAAn

AAAn

+−−−++−=−

=Φ

UU

UU

  

)()()()(

.....
)(

321

321323121321

ppp
nn

ppp

n

pp

n

pp

n

pp

n

p

n

p

n

p

n
nnn

1
1

1
1

1
1 −×−×−×=Φ

−+++−−−=Φ−

  

  .  كه نسبت به آن اولند را بيابيد42تعداد اعداد صحيح و مثبت كمتر از  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

1262117131242

73242

=××=−×−×−=Φ

××=

)()()()(
  

  .  كه نسبت به آن اولند را بيابيد102 تعداد اعداد صحيح و مثبت كمتر از ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .  كه نسبت به آن اولند را بيابيد30 تعداد اعداد صحيح و مثبت كمتر از ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

***  

  تعداد و مجموع مقسوم عليه هاي مثبت يك عدد طبيعي  : مي چهارنكته 

  . طبيعي بزرگتر از يك باشد، به طوري كه تجزيه ي استاندارد آن به صورت زير باشد يك عددnاگر

k
kpppn
ααα

.... 2
2

1
1=  

  :در اين صورت 

  . از دستور زير به دست مي آيدnتعداد مقسوم عليه هاي مثبت: الف 

))...()(()( 111 21 +++=Γ kn ααα  

  . به ترتيب زير عمل مي كنيم1400اي مثبت براي تعيين تعداد مقسوم عليه ه: مثال

7521400 23 ××=  

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 146 of 182



 فصل سوم......................................................... .............................................................................. .............رياضيات گسسته آموزش 

 

241112131400 =+++=Γ ))()(()(  

  . از دستور زير به دست مي آيدnمجموع مقسوم عليه هاي مثبت: ب 

1

1

1

1

1

1 1

2

12
2

1

11
1

−

−
××

−

−
×

−

−
=Σ

+++

k

k
k

p

p

p

p

p

p
n

ααα
...)(  

  .ل مي كنيم به ترتيب زير عم1400براي تعيين مجموع مقسوم عليه هاي مثبت : مثال 

396883116
6

48

4

124

1

16

17

17

15

15

12

12
1400

111213
=××=××=

−

−
×

−

−
×

−

−
=Σ

+++
)(  

  :در اين صورت .  عددي اول باشدp اگر::::    تذكرتذكرتذكرتذكر

1+=Σ pp)(  

  :همچنين 

1

1
1

1
32

−

−
=+++++=Σ

+

p

p
ppppp

α
αα ...)(  

),(=1يعني اگر .  تابع ضربي استΣ تابع ::::قضيه قضيه قضيه قضيه  nmآنگاه   

)()()( nmnm Σ×Σ=×Σ  

  . را به دست آوريد200مجموع مقسوم عليه هاي : مثال

23 52200 ×=  

4653115
15

15

12

12
5252200

34
2323 =×=

−

−
×

−

−
=Σ×Σ=×Σ=Σ )()()()(  

  . از دستور زير به دست مي آيدnحاصل ضرب مقسوم عليه هاي مثبت: ج 

)()( nnn Γ=Ρ  

  .دست آوريد را به 28حاصل ضرب مقسوم عليه هاي : مثال

7228 2 ×=  

6111228 =++=Γ ))(()(  

36 282828 ==Ρ )(  

***  
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   n! درpبزرگترين توان عدد اول : مي پنجنكته 

  : برابر است با n! در حاصل ضرب pاشد، در اين صورت تعداد عوامل يك عدد صحيح و مثبتي بn عددي اول وpاگر

....+











+












+












+








432 p

n

p

n

p

n

p

n
  

  . را پيدا كنيد50! در 7 تعداد عوامل عدد ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  .تعداد مورد نظر از مجموع زير به دست مي آيد: حل 

8017
7

50

7

50

7

50
32

=+++=+







+








+





.......  

  .  را به عوامل اول تجزيه كنيد10! حاصل ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  : را مي توان به صورت زير نوشت10!: حل 

4321 753210 αααα ×××=!  

  . به ترتيب زير عمل مي كنيم4α و3α و 2α و 1αبراي محاسبه ي 

80125
16

10

8

10

4

10

2

10
1 =++++=+





+





+





+





= ......α  

4013
27

10

9

10

3

10
2 =+++=+





+





+





= ......α 

202
25

10

5

10
3 =++=+





+





= ......α 

101
49

10

7

10
4 =++=+





+





= ......α  

  :بنابراين 

1248 753210 ×××=!  
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        . به چند صفر ختم مي شود75!عدد  ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

 را بدست   75! در   5بنابراين كافي است تعداد عوامل      . 3 در آن عدد است    5 ، برابر عوامل     n!اقع سمت راست    تعداد صفر هاي و   : حل  

  :لذا داريم. آوريم

180315
125

75

25

75

5

75
=+++=+





+





+





.......  

  . صفر ختم مي شود18 به 75!يعني 

  . به چند صفر ختم مي شود47!حاصل : : : : تمرين تمرين تمرين تمرين 

   :حل 

10019
125

47

25

47

5

47
=+++=+





+





+





.......  

***  

                                                 
5210ود و چون  به صفر ختم مي ش5 حاصل ضرب هر عدد زوج در ازير.  3  n! تعداد صفر هاي واقع سمت راست لذا. گتر استر بز2 از 5 و عامل =×

  . در آن عدد است5، برابر عوامل 
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        نظريه ي احتمالنظريه ي احتمالنظريه ي احتمالنظريه ي احتمال
  

  

  

  پيش دانشگاهي رشته ي رياضي

  

  

  

  جابر عامري: تهيه كننده

  باويشهرستان دبير رياضي دبيرستان هاي 

  

www.mathtower.org 

  

  1385 ارديبهشت
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 نظريه ي احتمالنظريه ي احتمالنظريه ي احتمالنظريه ي احتمال :  :  :  : چهارمچهارمچهارمچهارمفصل فصل فصل فصل 

        تعريف احتمالتعريف احتمالتعريف احتمالتعريف احتمال �

SEبراي يك آزمايش تصادفي باشد و ) شمارا( فضاي نمونه اي گسسته    Sاگر در اين صورت،احتمال وقوع . يك پيشامد از آن باشد⊇

E را با )(EPند و به صورت زير تعريف مي كنند نمايش مي ده.  

||

||
)(

S

E
EP =  

  

  . يك تاس را پرتاب مي كنيم، احتمال آنرا بدست آوريد كه عدد اول بيايد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

    :حل

2

1

6

3

5,  3,  2

, 6 5,  4,  3,  2,  1

===

=

=

||

||
)(

}{

}{

S

E
EP

E

S

  

 42آوريد كه اين عدد با  يك عدد به تصادف انتخاب شده است، احتمال آن را به دست 42از بين اعداد طبيعي كمتر يا مساوي : : : : تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

        .متباين باشد

    :حل

7

2

42

12

126214214242

42114242, ... ,  3,  2,  1

73242

===

=××=Φ= →=≤∈=

=+−=→=

××=

||

||
)(

)(||}),(,|{

||}{

S

E
EP

ExxNxE

SS

  

        

 پيشامد آمدن عدد اول باشد، احتمال هر يك از پيشامد هاي B پيشامد آمدن عدد فرد و A يك تاس را پرتاب مي كنيم، اگر ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

  .زير را بدست آوريد

 cA) ز  BA   الف (A  ج (BAU  هـ (−

  BA∆) و  BAI) د  B) ب  
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  :حل

}{ , 6 5,  4,  3,  2,  1=S  

2

1

6

3
 5,  3,  1 ===→=

||

||
)(}{

S

A
APA  

2

1

6

3
5,  3,  2 ===→=

||

||
)(}{

S

B
BPB  

3

2

6

4
5,  3,  2,  1 ===→=

||

||
)(}{

S

BA
BAPBA

U
UU  

3

1

6

2
5,  3 ===→=

||

||
)(}{

S

BA
BAPBA

I
II  

6

1
 1 =

−
=−→=−

||

||
)(}{

S

BA
BAPBA  

3

1

6

2
 2,  1 ==

∆
=∆→=∆

||

||
)(}{

S

BA
BAPBA  

2

1

6

3
, 6 4,  2 ===→=

||

||
)(}{

S

A
APA

c
cc  

***  

        اصول موضوعه ي احتمالاصول موضوعه ي احتمالاصول موضوعه ي احتمالاصول موضوعه ي احتمال �

  :ند، در اين صورت باشS دو پيشامد از فضاي نمونه ايAو Bاگر

1      0 ==Φ )(,)( SPP) 1  

 10,  10 ≤≤≤≤ )()( BPAP) 2  

)()()()( BAPBPAPBAP IU −+=) 3  

)()()( BAPAPBAP I−=−) 4  

)()()()( BAPBPAPBAP I2−+=∆ )5  

)()( APAP c −= 1) 6  
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},,...,{اگر  ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه  keeeE   :ره داريمدر اين صورت هموا.  يك پيشامد تصادفي باشد=21

∑
=

=+++=
k

i
ik ePePePePEP

1
21 )()(...)()()(  

},,...,{همچنين اگر  nsssS   : فضاي نمونه اي باشد، در اين صورت=21

1
1

== ∑
=

n

i
isPSP )()(  

},,{در يك آزمايش تصادفي فضاي نمونه اي    ::::تمرين تمرين تمرين تمرين  cbaS   :اگر داشته باشيم.  مي باشد=

)()()( cPbPaP
2

3
3 ==  

},{امد احتمال وقوع پيش cbرا بدست آوريد .  

  :حل

  

  

2

1

6

21

3

1

6

1
3

1
6

1

2

1

3

1
131

2

1

2

3

1

=
+

=+=+=

==

==

=→=→=++== ∑
=

)()(}),({

)(

)(

)()(

cPbPcbP

xcP

xbp

xxxxxsPSP
n

i
i

  

كارمندي . جدول مقابل چگونگي توزيع كارمندان يك اداره را نشان مي دهد     ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

احتمال اينكه اين كارمند، مرد يـا ليـسانس         .به تصادف از اين اداره انتخاب مي شود       

  .باشد، را بدست آوريد

  

  ريف مي كنيم كه ابتدا تع: حل

 B = فرد انتخاب شده ليسانس باشد.                        A=فرد انتخاب شده مرد باشد  .  

  برآمد  c  b  a  جمع

1  x  x
2

1
  )( x

2

1
  احتمال  3

 

  -  فوق ديپلم  ليسانس  جمع

  زن  15  5  20

  مرد  10  20  30

  جمع  25  25  50
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  :      پس مي توان نوشت

10

7

50

35

50

20

50

25

50

30
50

20
20

50

25
 25

50

30
30

==−+=−+=⇒

=→=

=→=

=→=

)()()()(

)()(

)()(

)()(

BAPBPAPBAP

BAPBAn

BPBn

APAn

IU

II

  

***  

        احتمال شرطياحتمال شرطياحتمال شرطياحتمال شرطي �

 را بـا نمـاد   A رخ داده باشـد، احتمـال وقـوع    B در اين صورت اگر BP)(<0 دو پيشامد باشند، به قسمي كه        A و Bفرض كنيد 

)|( BAP نشان مي دهيم و آنرا احتمال شرطيA به شرط وقوع B )يعنيBقبل از Aمي گوييم و به صورت زير .)  رخ داده باشد

  .تعريف مي كنيم

)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP

I
=  

  : در اين صورت طبق تعريف احتمال شرطي داريمΦ≠B دو پيشامد باشند، به قسمي كه A وBفرض كنيد: : : : نتيجه نتيجه نتيجه نتيجه 

||

||

||

||

||

||

)(

)(
)|(

B

BA

S

B

S

BA

BP

BAP
BAP

I

I

I
===  

  . باشد را حساب كنيد2  باشد، احتمال آنكه اقلاً يكي از دو تاس 6 دو تاس پرتاب مي شوند، اگر مجموع شماره ها ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  :حل

)}(),(),(),(),(),(),(),(),(),(),{( , 6 25,  24,  23,  21,  22,  62,  52,  42,  32,  22,  1=A باشد2 اقلاً يكي از دو عدد  .  

)}(),(),(),(),{( 1,  52,  43,  34,  25,  1=B باشد6 مجموع دو عدد .  

)}(),{( 2,  44,  2=BAI  

5

2
==

||

||
)|(

B

BA
BAP

I
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  برگـزاري آزمـون بـه شـرط      احتمال.  است 50/0 ماحتمال برگزاري آزمون توسط معل    .  است 80/0احتمال حضور معلم در كلاس    ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

  .را حساب كنيدمعلم حضور 

  ابتدا تعريف مي كنيم كه : حل

B =       حضور معلم                        A=برگزاري آزمون  

800/)( =BP  

500/)( =BAP I  

8

5

800

500
===

/

/

)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP

I
  

},,,{ اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين dcbaS  و=
3

1
== )()( bPaP و 

6

1
== )()( dPcPوبست محاسبه ي  مطل  

}),,{|},,({ dcbcbaP)                                                 ب}),,({ cbaP) الف  

  :   جواب 

  برآمد  d  c  b  a  جمع

1  
6

1
  

6

1
  

3

1
  

3

1
  احتمال  

  

4

3

3

2
2

1
2

1

6

1

3

1
3

2

6

1

6

1

3

1
6

5

6

1

3

1

3

1

===∴

=+=+=→=

=++=++=→=

=++=++=→=

)(

)(
)|(

)()()(},{

)()()()(},,{

)()()()(},,{

BP

BAP
BAP

cPbPBAPcbBA

dPcPbPBPdcbB

cPbPaPAPcbaA

I

II  

  .از هر دو درس تجديد شده اند% 10از فيزيك و % 15دانش آموزان يك كلاس از درس رياضي و %  20 در امتحانات پاياني ، ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .قل از يكي از اين دو درس تجديد شده باشد، را محاسبه كنيدا اين كلاس حداحتمال اينكه دانش آموزي از) الف

  .احتمال اينكه دانش آموزي فقط از درس فيزيك تجديد شده باشد، را بيابيد) ب

  . احتمال آن را حساب كنيد كه اين دانش آموز فقط از يكي از اين دو درس تجديد شده باشد) ج
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ين كلاس از درس فيزيك تجديد شده باشد، مشروط به اينكه از درس رياضي تجديـد شـده اسـت را      احتمال اينكه دانش آموزي از ا     ) د

  .بدست آوريد

  :حل

4

1

100

25

100

10

100

20

100

15
==−+=−+= )()()()( RFPRPFPRFP IU  

20

1

100

5

100

10

100

15
==−=−=− )()()( RFPFPRFP I  

100

15

100

10
2

100

20

100

15
2 =−+=−+=∆ )()()()()( RFPRpEPRFP I  

2

1

20

10

100

20
100

10

====
)(

)(
)|(

RP

RFP
RFP

I
  

 اگر::::تمرين تمرين تمرين تمرين 
4

1
=− )( BAP و 

4

3
=)(AP  مقدار . باشد)|( ABPرا بدست آوريد.  

  : حل 

3

2

4

3
2

1
2

1

4

3

4

1

===

=→−=

−=−

)(

)(
)|(

)()(

)()()(

AP

BAP
ABP

BAPBAP

BAPAPBAP

I

II

I

  

***  

 اگر::::تمرين تمرين تمرين تمرين 
4

1
=)(AP و 

6

1
=)(BP و 

3

1
=)|( BAPباشد  .)( BAP Uرا بدست آوريد.  

  :حل

 

36

13

18

1

6

1

4

1

18

1

6

13

1

=−+=−+=

=→=→=

)()()()(

)(
)(

)(

)(
)|(

BAPBPAPBAP

BAP
BAP

BP

BAP
BAP

IU

I
II

   

***  
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   . تساوي هاي زير را ثابت كنيد:تمرين 

0=′)|( AAP)                              1ب=)|( AAP) الف  

***  

 مي دانيم كه ::::توجهتوجهتوجهتوجه
)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP

I
  : پس مي توان نوشت=

)|().()( BAPBPBAP  =I  

  .  مي نامند ضرب احتمالات ضرب احتمالات ضرب احتمالات ضرب احتمالات ي ي ي يقاعدهقاعدهقاعدهقاعدهاين رابطه را  

***  

از اين جعبه به تصادف يك لامپ بر مي داريم، سـپس        .  تاي آنها معيوب اند    3 لامپ است و مي دانيم كه        12 جعبه اي محتوي     ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  احتمال اينكه هر دو لامپ معيوب باشند، چقدر است؟. بدون جايگذاري لامپ اول، لامپ ديگري به تصادف بر مي داريم

  :تعريف مي كنيم: حل

 A=پيشامد لامپ اول معيوب   

B=پيشامد لامپ دوم معيوب    

  .   پيشامد معيوب بودن هر دو لامپ استBAIبنابراين

واضح است كه 
4

1

12

3
==)(AP   

يعنـي   . يـوب اسـت، بـر مـي داريـم      تـاي آنهـا مع  2 لامـپ بـاقي مانـده كـه       11اگر لامـپ اول معيـوب باشـد، لامـپ دوم را از بـين                

11

2
=)|( ABPاحتمال لامپ دوم معيوب به شرط اينكه لامپ اول معيوب است .  

  .به صورت زير بدست مي آيد) اول و دوم(در نهايت احتمال هر دو لامپ معيوب 

22

1

11

2

4

1
 =×== )|().()( ABPAPBAP I  

  

***  
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 پيشامد هاي وابسته و مستقلپيشامد هاي وابسته و مستقلپيشامد هاي وابسته و مستقلپيشامد هاي وابسته و مستقل �

),()(<0باشند، بطوري كه    S دو پيشامد از فضاي نمونه اي        AوBفرض كنيد  اگر BPAP        آنگاه اين دو پيشامد را مستقل گوييم 

  .، هرگاه احتمال وقوع يكي از آنها بر احتمال وقوع ديگري تأثير نداشته باشد

  .آنها را وابسته مي گوييم،  مستقل نباشندAوBاگر دو پيشامد 

  ::::نتيجه نتيجه نتيجه نتيجه 

  : دو پيشامد مستقل باشند، در اين صورتAوBاگر) 1

)().()(

)()|(

)()|(

BPAPBAP

BPABP

APBAP

=

=

=

I

  

  : دو پيشامد وابسته باشند، در اين صورتAوBاگر) 2

)|().(

)|().()(

BAPBP

ABPAPBAP

=

=

                 

I
  

از اين جعبه به تصادف يك لامپ بر مي داريم، سـپس        .  تاي آنها معيوب اند    3 لامپ است و مي دانيم كه        12 جعبه اي محتوي     ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  پ معيوب باشند، چقدر است؟احتمال اينكه هر دو لام. بدون جايگذاري لامپ اول، لامپ ديگري به تصادف بر مي داريم

  :تعريف مي كنيم : حل

A=پيشامد لامپ اول معيوب   

B=پيشامد لامپ دوم معيوب    

 مستقل AوB ندارد، پس دو پيشامد مود هيچ تأثيري بر معيوب يا غير معيوب بودن لامپ لواچون معيوب يا غير معيوب بودن لامپ 

  : در اين صورت.هستند

22

1

11

2

12

3
=×== )().()( BPAPBAP I  

  .دو مهره متوالياً و بدون جايگذاري از اين كيسه بيرون مي آوريم.  مهره سفيد است3 مهره سياه و 5 كيسه اي شامل ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  احتمال آنكه اولي سياه و دومي سفيد باشد،چقدر است؟) الف

  مال آنكه هر دو سياه باشند،چقدر است؟احت) ب

  پس. واضح است كه دو پيشامد استخراج مهره مستقل هستند: حل

: الف
56

15

7

3

8

5
:                          ب×=

56

20

7

4

8

5
=×  
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  .اين كيسه بيرون مي آوريمدو مهره متوالياً و با جايگذاري از .  مهره سفيد است3 مهره سياه و 5 كيسه اي شامل ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  احتمال آنكه اولي سياه و دومي سفيد باشد،چقدر است؟) الف

  احتمال آنكه هر دو سياه باشند،چقدر است؟) ب

  پس. واضح است كه دو پيشامد استخراج مهره مستقل هستند: حل

: الف
64

15

8

3

8

5
:                          ب×=

64

25

8

5

8

5
=×  

  

  .سه مهره بطور متوالي و بدون جايگزيني از اين كيسه بيرون مي آوريم.  مهره سفيد وجود دارد3 مهره سياه و 7 دركيسه اي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  احتمال آنكه اولي سياه و دومي  سياه و سومي سفيد باشد،چقدر است؟) الف

  احتمال آنكه هر سه سياه باشند،چقدر است؟) ب

  پس. تخراج مهره مستقل هستندواضح است كه سه پيشامد اس: حل

: الف
720

126

8

3

9

6

10

7
:                          ب××=

720

210

8

5

9

6

10

7
=××  

        

سه مهره بطور متوالي و بدون جايگزيني از اين كيسه بيرون .  مهره قرمز وجود دارد5 مهره سفيد و 3 مهره سياه و 7 دركيسه اي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  سياه و دومي  سفيد و سومي قرمز باشد،چقدر است؟احتمال آنكه اولي .مي آوريم

پس     . واضح است كه سه پيشامد استخراج مهره مستقل هستند: حل
2730

105

13

5

14

3

15

7
=××       

 مهره بطور متوالي و بدون جـايگزيني  3از اين كيسه .  وجود دارد100 تا 1 مهره با شماره هاي منحصر بفرد از 100 دركيسه اي  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .احتمال آن را حساب كنيد كه اولي زوج و دومي فرد و سومي زوج باشند. تصادف بيرون مي آوريمبه 

***  

 مهره بطور متوالي و بدون جـايگزيني  4از اين كيسه .  وجود دارد100 تا 1 مهره با شماره هاي منحصر بفرد از 100 دركيسه اي  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .به تصادف بيرون مي آوريم

  .اب كنيد كه اولي و دومي فرد و سومي و چهارمي زوج باشنداحتمال آن را حس: الف 

  .احتمال آن را حساب كنيد كه اولي و دومي و سومي فرد و چهارمي زوج باشند: ب 

***  
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 مهره بطور متوالي و بـدون جـايگزيني بـه           2از اين كيسه    .  وجود دارد  9 تا   1 مهره با شماره هاي منحصر بفرد از         9 دركيسه اي    ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .احتمال آن را حساب كنيد كه مجموع شماره هاي بيرون آمده زوج باشد. بيرون مي آوريمتصادف 

وقتي مجموع شماره هاي بيرون آمده زوج است كه هـر دو مهـره ي    از طرفي   .  مهره زوج قرار دارد    4 مهره فرد و     5در اين كيسه    : حل  

  لذا. استخراج شده فرد يا هر دو زوج باشند

9

4

72

32

72

12

72

20

8

3

9

4

8

4

9

5
==+=×+×=)(AP        

***  

 اگر ::::    تمرينتمرينتمرينتمرين
4

1
=)(BP و 

6

1
=)|( BAPو دو پيشامد  BوAمستقل باشند .)( BAP Uرا بدست آوريد.  

  : حل 

24

1

4

1

6

1
6

1

=×==

==

)().()(

)()|(

BPAPBAP

APBAP

I

  

8

3

24

1

4

1

6

1
=−+=−+= )()()()( BAPBPAPBAP IU  

***  

احتمال آنكه اين . دارند، يك فرد به تصادف انتخاب مي كنيمA درصد گروه خوني 40د جامعه اي چشم ميشي و  درصد افرا75 ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

   داشته باشند، كدام است؟Aفرد چشم ميشي يا گروه خوني 

1(78/0                 2 (82/0                      3 (85/0                        4 (95/0  

  : داشتن مستقل هستند،پسAدو پيشامد چشم ميشي بودن و گروه خوني : حل

 0/85
20

17

5

2

4

3

5

2

4

3
                  ==×−+=−+=

−+=

)()().()()(

)()()()(

BPAPBPAP

BAPBPAPBAP IU

  

***  

  :مستقل باشند، نشان هيد كهAوB اگر دو پيشامد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . نيز مستقل هستند′AوBدو پيشامد) ب                                  . نيز مستقل هستند′Aو′Bدو پيشامد) الف
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  . نيز مستقل هستندAو′Bدو پيشامد) ج

  :حل

        ::::الفالفالفالف

)().())()((

)().()())()(())((

)().()()()()()(

))()()(()()()(

BPAPBPAP

APBPAPAPBPAP

BPAPBPAPBAPBPAP

BAPBPAPBAPBAPBAP

′′=−′=

′−′=−−−=

+−−=+−−=

−+−=−=′=′′

1                   

11                   

1 1                   

1 1

I

IUUI

  

        ::::بببب

)().(

))()(()().()(

)()()()(

APBP

APBPBPAPBP

BAPBPABPBAP

′=

−=−=

−=−=′

                  

1                   

II

  

  . مانند ب حل مي شود::::جججج

***  

)().()( :ثابت كنيد كه  دو پيشامد مستقل باشند، AوB اگر:تمرين  BPAPBAP ′′−= 1U  

  :حل 

)().()()()( BPAPBAPBAPBAP ′′−=′′−=′−= 111 IUU  

***  

  .ا ثابت كنيدهر يك از موارد زير ر: تمرين 

)()|)(( ABPABAP −−=− 1) 1  

)|()|( BAPBAP −=′ 1) 2  

)|)(()|()|()|)(( CBAPCBPCAPCBAP IU −+=) 3  

)|)(()|()|)(( CBAPCAPCBAP I−=−) 4  

  :اثبات 

1 :   

)|(
)(

)()(

)(

)(

)(

))((
)|)(( ABP

AP

BAPAP

AP

BAP

AP

ABAP
ABAP −=

−
=

−
=

−
=− 1

II
  

2:   
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)|(
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)()(
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)|( BAP
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BAPBP
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BAP −=

−
=

−
=

′
=′ 1

II
  

3:   
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)|)((
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CBCAP
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CBAP
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IUIIU
U ==  
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CBAPCBPCAP

CP

CBAP

CP

CBP

CP

CAP
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CBCAPCBPCAP

I

IIIIIIIII

−+=

−+=
−+

=
  

4 :   

)|)((
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))((
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))((
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))((
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))((
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CP

CBAP

CP

CBAP

CP
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BCAP

CP

BCAP

CP

CAP

CP

CBAP

CP

CAP
CBAPCAP

−=
−

=
′

=
′

=
−

=

−=−=−

IIIIII

IIIIII
I

  

***  

)().()()(ثابت كنيد كه .  سه پيشامد دو به دو مستقل باشندCوBو A اگر::::تمرين تمرين تمرين تمرين  CPBPAPCBAP ′′′−= 1UU  

  :حل 

)()().()()()( CPBPAPCBAPCBAPCBAP ′′′−=′′′−=′−= 111 IIUUUU  

***  

احتمال آنكه حداقل يكـي از     .  است 9/0 و   7/0 و   8/0 احتمال موفقيت فاطمه و مريم و حديث در امتحانات پايان ترم به ترتيب               ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

  .اين سه نفر در امتحان موفق شوند، را محاسبه كنيد

  :حل 

99400060110302011 //)/)(/)(/()()().()( =−=−=′′′−= CPBPAPCBAP UU  

***  

  .ثابت كنيد كه سازگارند.  ناتهي و مستقل باشندB وA اگر دو پيشامد::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  :حل 

Φ≠→≠ →=
≠→Φ≠

BABAPBPAPBAP
BPAPBA

III 0
0

)()().()(
)(),(,

  

  . سازگار هستندB وAيعني دو پيشامد 

***  
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  . كنيد كه اين دو پيشامد مستقل هستندثابت. تهي باشدB وA اگر حداقل يكي دو پيشامد ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  :حل 



















=→
=×=ΦΦ=

=Φ=ΦΦ=
 →





=→
=×=Φ=

=Φ=Φ=
 →



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=→
=×=Φ=

=Φ=Φ=
 →

→

Φ=

Φ=Φ=

Φ=

Φ=

)().()(
)().()().(

)()()(

)().()(
)()().()().(

)()()(

)().()(
)()().()().(

)()()(

,
BPAPBAP

PPBPAP

PPBAP

BPAPBAP
APPAPBPAP

PAPBAP

BPAPBAP
BPBPPBPAP

PBPBAP

BA

BA

B

A

I
II

I
II

I
II

I

000

0

00

0

00

0

  

)().()( پي در هر حالت BPAPBAP =I يعني دو پيشامد Aو Bمستقل هستند .  

  

***  
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        احتمال كلاحتمال كلاحتمال كلاحتمال كل �

  :در اين صورت.  باشدS يك پيشامد ازA وS يك افراز از1A و2A و3Aاگر

  

  

  

  

∑
=

=++=

++=

3

1
332211

321

           
i

ii AAPAPAAPAPAAPAPAAPAP

AAPAAPAAPAP

)|().()|().()|().()|().(

)()()()( III

  

  . اين تساوي را مي توان براي تعداد محدودي پيشامد ناسازگار تعميم داد::::تذكرتذكرتذكرتذكر

∑
=

=
n

i
ii AAPAPAP

1
 )|().()(  

  .دو يا چند پيشامد را ناسازگار گويند، هرگاه اشتراك دو به دوي آنها تهي باشد: : : : يادآورييادآورييادآورييادآوري

  

اين نمودار كه به نمودار درختي موسوم است، حل مـسائلي كـه بـه كمـك         .  مي توان متناظر فرمول فوق نمودار زير را رسم نمود          ::::توجهتوجهتوجهتوجه

  .فرمول فوق قابل حل هستند را آسانتر مي كند

  

  

  

  

        

مردان اين كشور تحـصيلات دانـشگاهي    % 40زنان و% 15اگر . جمعيت كشوري را زنان و بقيه را مردان تشكيل مي دهند         % 54 ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

احتمال اينكه فرد انتخاب شده داراي تحصيلات دانشگاهي باشـد،چقدر          . داشته باشند و يك نفر از اين كشور را به تصادف انتخاب كنيم            

  است؟  

  

S 

1A 2A 3A 

A 

AAAA

SA

=

⊆

321 UU
 

)( 1AP 

)( 2AP 

)( 3AP 

)|( 1AAP 

)|( 2AAP 

)|( 3AAP 

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 164 of 182



 چهارمفصل ......................................................... .................................................................... ....................رياضيات گسسته آموزش 

 

  .مودار درختي را رسم مي كنيمابتدا ن: حل

  

  

  

  

  

  

   :برابر است با. لذا احتمال اينكه فرد انتخاب شده تحصيلات دانشگاهي داشته باشد

0/2650/400/460/150/54 =×+×= )()()(AP  

   با توجه به تمرين قبل احتمال اينكه فرد انتخاب شده تحصيلات دانشگاهي نداشته باشد،چقدر است؟::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  :حل

0/7350/600/460/850/54 =×+×= )()()(BP  

 مهره سفيد و ظرف سوم شامل 6 مهره سياه و 3 مهره سفيد و ظرف دوم شامل5 مهره سياه و4ظرف اول شامل.  سه ظرف داريم::::تمرينتمرينتمرينتمرين

احتمال سفيد بودن .يك ظرف به تصادف انتخاب نموده و به تصادف مهره اي از آن بيرون مي آوريم.  مهره سفيد است7 مهره سياه و 2

  آن چقدر است؟

  .نمودار درختي را رسم مي كنيمابتدا : حل

  

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .لذا احتمال اينكه مهره ي  انتخاب شده  سفيد باشد

 زن

 مرد

 .دارندنتحصيلات دانشگاهي 

 .شگاهي دارندتحصيلات دان

 .دارندنتحصيلات دانشگاهي 

 %15 .تحصيلات دانشگاهي دارند

85% 

40% 

60% 

54% 

46% 

 ظرف اول

 ظرف سوم

 يدسف

 سياه

 سفيد

 سياه

9

4
 

 ظرف دوم

 سفيد

 سياه

9

5
 

9

3
 

9

6
 

9

2
 

9

7
 

3

1
 

3

1
 

3

1
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3

2

27

18

27

7

27

6

27

5

9

7

3

1

9

6

3

1

9

5

3

1
==++=×+×+×= )()()()(AP  

***  

 مهره سفيد و ظرف سوم فقـط  4 مهره سياه و  2 مهره سفيد و ظرف دوم شامل      5 مهره سياه و   4ظرف اول شامل  .  سه ظرف داريم   ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

احتمـال سـفيد بـودن آن     .يك ظرف به تصادف انتخاب نموده و به تصادف مهره اي از آن بيرون مي آوريـم                . ست مهره سفيد ا   7شامل  

  چقدر است؟ 

  .ابتدا نمودار درختي را رسم مي كنيم: حل

  

  

  

  

  

  :برابر است با .لذا احتمال اينكه مهره ي  انتخاب شده  سفيد باشد

27

20

3

1

9

2

27

5

7

7

3

1

6

4

3

1

9

5

3

1
=++=×+×+×= )()()()(AP  

***  

 مهره سفيد و ظرف سوم فقـط  4 مهره سياه و  2 مهره سفيد و ظرف دوم شامل      5 مهره سياه و   4ظرف اول شامل  . يم سه ظرف دار   ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

احتمـال سـياه  بـودن آن    .يك ظرف به تصادف انتخاب نموده و به تصادف مهره اي از آن بيرون مي آوريـم           .  مهره سفيد است   7شامل  

  چقدر است؟

  .ابتدا نمودار درختي را رسم مي كنيم: حل

  

  

  

  

  

 ظرف اول

 ظرف سوم

 سفيد

 سياه

 سفيد

 سياه

9

4
 

 ظرف دوم

 سفيد

 سياه

9

5
 

6

2
 

6

4
 

7
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7

7
 

3

1
 

3

1
 

3

1
 

 ظرف اول

 ظرف سوم

 سفيد

 سياه

 سفيد

 سياه

9

4
 

 ظرف دوم

 سفيد

 سياه
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  :برابر است با .لذا احتمال اينكه مهره ي  انتخاب شده  سياه باشد

27

7

9

1

27

4

7

0

3

1

6

2

3

1

9

4

3

1
=+=×+×+×= )()()()(AP  

***  

از ظرف اول يك مهره . مهره سياه است5 مهره سفيد و 4 مهره سياه و دومي شامل 3 مهره سفيد و2 دو ظرف داريم، اولي شامل ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

احتمال آنرا حساب كنيد كه اين مهره .آنگاه از ظرف دوم يك مهره بيرون مي آوريم   . برداشته و بدون رؤيت در ظرف دوم قرار مي دهيم         

  .سفيد است

  : حل

  . ابتدا نمودار درختي را رسم مي كنيم::::روش اولروش اولروش اولروش اول

  

  

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .نتخاب شده  سفيد باشدلذا احتمال اينكه مهره ي ا

25

11

10

4

5

3

10

5

5

2
=×+×=)(AP  

  :م كهابتدا تعريف مي كني    ::::روش دومروش دومروش دومروش دوم

  

  

  

  A:              مهره ي اول سفيدB:             مهره ي اول سياهC:مهره ي دوم سفيد

   مهره سفيد2

 مهره سياه 3

 ظرف اول

   مهره سفيد4

 مهره سياه 5

  دومظرف

 مهره ي اول سفيد

 سياهمهره ي اول 

 

 مهره ي دوم سياه

 

 مهره ي دوم سفيد

10

14 +
 

10

5
 

 مهره ي دوم سياه

 

 مهره ي دوم سفيد

 
10

4
 

10

15 +
 

5

2
 

5

3
 

 ظرف اول

سفيد

 ظرف  دوم

سفيد
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25

11

5

3

10

4

5

2

10

5
          =×+×=

+= )|().()|().()( BCPBPACPAPCP

  

***  

        قاعده ي بيزقاعده ي بيزقاعده ي بيزقاعده ي بيز �

  :در اين صورت.  باشندSاز فضاي نمونه اي  دو پيشامد A وBاگر

)|().()(
)(

)(
)|( BAPBPBAP

BP

BAP
BAP =→= I

I
  

  :با توجه به اين تساوي مي توان نوشت

)|(
)(

)(

)(

)|().(

)(

)(
)|( BAP

AP

BP

AP

BAPBP

AP

BAP
ABP ×===

I
  

  . مي نامندقاعده ي بيزقاعده ي بيزقاعده ي بيزقاعده ي بيز اين رابطه را 

  

يكـي از  .  مهره سياه وجود دارد2 مهره قرمز و 5وم  مهره سياه و در جعبه ي د3 مهره قرمز و 4در جعبه ي اول  .  دو جعبه داريم   ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

اگر مهره ي انتخاب شده قرمز باشد، احتمال اينكه اين مهره  از . جعبه ها را به تصادف انتخاب كرده و يك مهره از آن بيرون مي آوريم   

  جعبه ي اول انتخاب شده است ، چقدر است؟

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

B=جعبه ي اول                           A=مهره قرمز   

  

  .حال نمودار درختي را رسم مي كنيم

  

  

  

  

  

 جعبه ي اول

 جعبه ي  دوم

 سياه

 

 قرمز

7

4
 

7

3
 

 سياه

 

 قرمز

 
7

5
 

7

2
 

2

1
 

2

1
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  :برابر است با .لذا احتمال اينكه  مهره قرمز باشد

14

9

7

5

2

1

7

4

2

1
=×+×= )()()(AP  

  :برابراست با.احتمال اينكه مهره قرمز به شرط اينكه از جعبه ي اول باشد

7

4
=)|( BAP  

  :همچنين احتمال اينكه مهره از جعبه ي اول ، به شرط اينكه  قرمز باشد، برابر است با

9

4

7

4

14

9
2

1

=×=×= )|(
)(

)(
)|( BAP

AP

BP
ABP  

***  

 نفر دانش آموز رشته ي تجربي، و        30 نفر دانش آموز رشته ي رياضي ،         15 امتيازي،     100 در يك مسابقه ي اطلاعات عمومي        ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  نفر و از بين دانش آموزان رشته        5از بين دانش آموزان رياضي و تجربي هر كدام          . وز رشته ي انساني شركت مي كنند       نفر دانش آم   20

. يك نفر را به تصادف انتخاب مي كنيم  و مشاهده  مي كنيم كه امتياز او كامـل اسـت                . مي گيرند )  100( نفر امتياز كامل     2ي انساني   

  .ه ي رياضي باشد،چقدر استاحتمال اينكه  اين دانش آموز رشت

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

B=       رشته ي رياضي A=امتياز كامل   

  .حال نمودار درختي را رسم مي كنيم

  

  

  

  

  

  

  

 رياضي

 انساني

 امتياز غير كامل

 

 امتياز كامل

 

 امتياز غير كامل

 

 امتياز كامل

15

5
 

 تجربي

 امتياز غير كامل

 

 كاملامتياز 

 

15

10
 

30

5
 

30

25
 

20

2
 

20

18
 

65

15
 

65

30
 

65

20
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  :برابر است با .لذا احتمال اينكه اين دانش آموز امتياز كامل دريافت كرده باشد

65

12

20

2

65

20

30

5

65

30

15

5

65

15
=×+×+×= )()()()(AP  

  :برابراست با.احتمال اينكه دانش آموز امتياز كامل آورده به شرط اينكه رشته ي رياضي باشد

15

5
=)|( BAP  

  :همچنين احتمال اينكه دانش آموزي رشته ي رياضي ، به شرط اينكه امتياز كامل آورده باشد، برابر است با

12

5

15

5

65

12
65

15

=×=×= )|(
)(

)(
)|( BAP

AP

BP
ABP  

***  

هر دو طرف كارت اول آبي و هر دو طرف كارت دوم قرمز است ولي در كـارت سـوم   .  كارت هم شكل را در نظر مي گيريم     سه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

يكي از اين كارت ها را به تصادف انتخاب مي كنيم و مشاهده مي كنيم كه يك طرف آن قرمز     . يك طرف قرمز و يك طرف آبي است       

  قدر است؟احتمال اينكه  طرف  ديگر آن آبي باشد، چ. است

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

B=       يك طرف آبي A=يك طرف قرمز   

  

  .حال نمودار درختي را رسم مي كنيم

  

  

  

  

  

  

  :برابر است با .لذا احتمال اينكه  يك طرف كارت قرمزباشد

 كارت اول

 كارت سوم

 آبي

 

 قرمز

 

 آبي

 

 قرمز

2

0
 

 كارت دوم

 آبي

 

 قرمز

 

2

2
 

2

2
 

2

0
 

2

1
 

2

1
 

3

1
 

3

1
 

3

1
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2

1

2

1

3

1

2

2

3

1

2

0

3

1
=×+×+×= )()()()(AP  

  :برابراست با.رمز به شرط اينكه طرف ديگر آبي باشداحتمال اينكه يك طرف كارت ق

2

1
=)|( BAP  

  :همچنين احتمال اينكه يك طرف كارت آبي ، به شرط اينكه طرف ديگر قرمز باشد، برابر است با

3

1

2

1

2

1
3

1

=×=×= )|(
)(

)(
)|( BAP

AP

BP
ABP  

***  

از ظرف اول   .  مهره قرمز است   3 مهره سفيد و     5امل   مهره قرمز و دومي ش     4 مهره سفيد و     3اولي شامل   . دو ظرف همانند داريم    ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

اگر از ظرف جديد مهره اي بـه تـصادف خـارج    . مهره به تصادف خارج كرده و در ظرف جديدي قرار مي دهيم2 مهره و از ظرف دوم   3

  .كنيم

  احتمال اينكه مهره سفيد باشد،چقدر است؟) الف

  مال اينكه از ظرف دوم باشد،چقدر است؟اگر مهره ي خارج شده از ظرف جديد سفيد باشد، احت) ب

  : حل

  :روش اول

  

  

  

        

        

        

  :ابتدا تعريف مي كنيم: حل

2B=                     يك طرف آبي A=مهره سفيد   

 جديدظرف  دومظرف  ظرف اول

   مهره سفيد3

  مهره قرمز4

   مهره سفيد5

  مهره قرمز3

   اولظرفاز  مهره 3

  دومظرف زا مهره 2

1B 2B 
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  .حال نمودار درختي را رسم مي كنيم

        

140

71

8

5

5

2

7

3

5

3
=×+×= )()()(AP  

 
71

35

8

5

140

71
5

2

2
2

2 =×=×= )|(
)(

)(
)|( BAP

AP

BP
ABP        

        

        

        

  : ابتدا تعريف مي كنيم::::روش دومروش دومروش دومروش دوم

A=مهره ي خارج شده از ظرف جديد سفيد باشد .  

1B=مهره ي خارج شده از ظرف جديد مربوط به ظرف اول باشد .  

2B=مهره ي خارج شده از ظرف جديد مربوط به ظرف دوم باشد .  

8

5
,             

5

2
7

3
,             

5

3

22

11

==

==

)|()(

)|()(

BAPBP

BAPBP

  

  )الف

                
140

71

5

2

8

5

5

3

7

3
2211 =×+×=+= )|().()|().()( BAPBPBAPBPAP  

  )ب

                                              
71

35

8

5

140

71
5

2

2
2

2 =×=×= )|(
)(

)(
)|( BAP

AP

BP
ABP        

***  

 www.mathtower.org        جابر عامري دبير رياضي شهرستان باوي: نده نكتهيه 

 اولاز ظرف 

  دوماز ظرف

 قرمز

 

 سفيد

7

3
 

7

4
 

 قرمز

 

 يدسف

 
8

5
 

8

3
 

5

3
 

5

2
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        متغير تصادفيمتغير تصادفيمتغير تصادفيمتغير تصادفي �

اين عدد را متغير تصادفي مي نامنـد و آنـرا بـا يكـي از حـروف بـزرگ لاتـين        . اگر در آزمايشي به هر نتيجه ي آن عددي نسبت دهيم  

  .نمايش مي دهند...  و Z وY وXمانند

  به عبارت ديگر تابع

ii XsX

RSX

=

→

)(

:
  

  . عدد حقيقي را نسبت مي دهد كه آنرا متغير تصادفي مي نامندSبه هر عضو فضاي نمونه اي

  

},{ در پرتاب يك سكه مي دانيم كه         ::::مثالمثالمثالمثال PRS  بـه  X اگر رو را با صفر و پشت را با يك نمايش دهيم ، پس متغيـر تـصادفي                 =

  .صورت زير در مي آيد

   1=)(PX         0      و=)(RX  

  

  

  

  . را به صورت زير تعريف مي كنيمX سكه اي را سه بار پرتاب مي كنيم و متغير تصادفي ::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  iX=. آمده باشدRتعداد دفعاتي كه

  .جدول  مربوط به اين متغير تصادفي را تشكيل دهيد

  :حل

PPP
  

RPP
  

PRP
  

PPR
  

PRR
  

RPR
  

RRP
  

RRR
  

   )s(برآمد 

  )X(متغير تصادفي   3  2  2  2  1  1  1  0

  

  

  

  

P  R   برآمد)s(   

  )X(متغير تصادفي   0  1
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        تابع جرم احتمالتابع جرم احتمالتابع جرم احتمالتابع جرم احتمال �

},,,...,{ برابر Xاگر مجموعه ي مقادير متغير تصادفي گسسته  nXXXXA 321=  

  باشد، تابع

ii PXP

AP

=

→

)(

][: 0,1
  

  .مي نامند و جدول زير را جدول توزيع احتمال مي گويند) جرم احتمال(حتمال را تابع ا

nX  .........  3X  2X  1X  iX  

)( nXP  .........  )( 3XP  )( 2XP  )( 1XP  )( iXP  

  

  . هر تابع احتمال مربوط به متغير تصادفي گسسته ، داراي ويژگي هاي زير است::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

∑
=

=
n

i
iXP

1

10                 و                     2 ()(1 ≤≤ )( iXP) 1  

  . ول توزيع احتمال مربوط به تعداد پسران را براي خانواده هاي فقط داراي سه فرزند را تشكيل دهيد جد::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  :حل

DDD
  

PDD
  

DPD
  

DDP
  

DPP
  

PDP
  

PPD
  PPP   برآمد)is(   

  )iX(متغير تصادفي   3  2  2  2  1  1  1  0

8

1
  

8

1
  

8

1
  

8

1
  

8

1
  

8

1
  

8

1
  

8

1
)(احتمال    iXP  

  لذا

  )iX(متغير تصادفي   0  1  2  3  جمع

1  
8

1
  

8

3
  

8

3
  

8

1
)(احتمال    iXP  

        

  . مي توان تابع احتمال مربوط به جدول تمرين قبل را به صورت تابع دو ضابطه اي بيان كرد::::توجهتوجهتوجهتوجه









=

=
==

1,2
8

3

0,3
8

1

i

i

i
X

X
XXP )(  
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جبري نيز به شكل تابع جدول توزيع احتمال را نوشته و آنرا  . در پرتاب دو تاس متغير تصادفي را به صورت زير تعريف مي كنيم::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  .بيان كنيد

  iX=مجموع دو عدد  ظاهر شده در دو تاس

  .واضح است كه فضاي نمونه اي پرتاب دو تاس به شكل زير است: حل

666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

  

  .حال پس از تعيين مجموع دو عدد بدست آمده،جدول زير را تشكيل مي دهيم

  iXحاصل جمع دو عدد   2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  جمع

1  
36

1
  

36

2
  

36

3
  

36

4
  

36

5
  

36

6
  

36

5
  

36

4
  

36

3
  

36

2
  

36

1
)(احتمال   iXP  









=
+−

=
−

==⇒
12,  11,   10,  9,  8

36

13

7,  , 6 5,  4,  3  2
36

1

i
i

i
i

i

X
X

X
X

XXP
,

)(  

 بري ججدول توزيع احتمال را نوشته و آنرا نيز به شكل تابع . در پرتاب دو تاس متغير تصادفي را به صورت زير تعريف مي كنيم::::تمرين تمرين تمرين تمرين 

  .بيان كنيد

  iX=بزرگترين عدد ظاهر شده در دو تاس

  .واضح است كه فضاي نمونه اي پرتاب دو تاس به شكل زير است: حل

  1  2  3  4  5  6  بزرگترين عدد

16  15  14  13  12  11  

26  25  24  23  22  21  

36  35  34  33  32  31  

46  45  44  43  42  41  

56  55  54  53  52  51  

  66  65  64  63  62  61  

  

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/Forum

www.g-alm.ir www.g-alm.ir/ForumPage 175 of 182



  چهارمفصل ............................................. ............................................................................................ ...........جابر عامري:تهيه كننده
 

  .حال پس از تعيين مجموع دو عدد بدست آمده،جدول زير را تشكيل مي دهيم

  iX  1  2  3  4  5  6  جمع

1  
36

11
  

36

9
  

36

7
  

36

5
  

36

3
  

36

1
  )( iXP  

  

654321
36

12
,,,,,)( =

−
==⇒ i

i
i X

X
XXP  

  . به صورت زير استX توزيع احتمال متغير تصادفي::::تمرينتمرينتمرينتمرين

)(مقدار ) ب                         . را بنويسيدXجدول توزيع احتمال متغير تصادفي) الف 3≥XPرا بدست آوريد .  

)(مقدار ) ج 4<XPرا بدست آوريد .  










=

=
+==

, 6 5,  4
14

1

3,  2  1
32

i

i

i

i

i

X

X
X

X

XXP

,

)(  

  : حل

  

  

  

28

13

14

1

14

1

14

1

12

3
 65433 =+++==+=+=+==≥ )()()()()( XPXPXPXPXP  

14

13

4

1

7

2

12

3
 1234 =++==+=+==< )()()()( XPXPXPXP  

  

  . ثابت كنيد كه تابع زير يك تابع توزيع احتمال است::::تمرينتمرينتمرينتمرين










=
−

=
+==

 7,  6
30

4

5,  43, ,  2  1
1

2

i
i

i

iii

X
X

X
XXXXP

,

)(  

  iX  1  2  3  4  5  6  جمع

1  
14

1
  

14

1
  

14

1
  

12

3
  

7

2
  

4

1
  )( iXXP =  
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  كافي است كه نشان مي دهيم كه : حل

∑
=

=
n

i
iXP

1

10                      و           2 ()(1 ≤≤ )( iXP) 1  

  :با توجه به تابع داده شده داريم

10

1

30

4-7
7

15

1

30

4-6
6                 

30

1

55

1
5

20

1

44

1
4                 

12

1

33

1
3

6

1

22

1
2                     

2

1

11

1
1

2

22

22

===

====
+

==

=
+

===
+

==

=
+

===
+

==

)(

)(
)(

)(

)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)(

XP

XPXP

XPXP

XPXP

  

   قرار مي گيرند و چون0,1][لذا تمام احتمالات  در بازه ي 

∑
=

=++++++==
7

1

1
10

1

15

1

30

1

20

1

12

1

6

1

2

1

i
iXXP )(  

  .پس اين تابع يك تابع توزيع احتمال است

  

  . را طوري بدست آوريد كه تابع زير تابع توزيع احتمال باشدk متغير تصادفي باشد، مقدارX اگر::::تمرينتمرينتمرينتمرين

5,  4,  3,  2,  1                
12

=
+

== i
i

i X
k

X
XXP )(  

  : حل

  iX  1  2  3  4  5  جمع

1  
12

5

+k
  

12

4

+k
  

12

3

+k
  

12

2

+k
  

12

1

+k
  )( iXXP =  

  

71
12

15
 1

12

5

12

4

12

3

12

2

12

1
1

5

1

=→=
+

→=
+

+
+

+
+

+
+

+
+

→==∑
=

k
kkkkkk

XXP

i
i )(  
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  ير؟ چرا؟ تحقيق كنيد كه آيا تابع زير تابع احتمال است يا خ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

nX
k

X
XXP i

i
i , ... ,  2,  1                

32
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== )(  

  زيرا : خير،: حل
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)( 1,  010
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1
22

∉=⇒<
−

=
−

== XP
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XP  

  

  . به صورت زير استX جدول توزيع احتمال متغير تصادفي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

)() ب                                                          . را تعيين كنيدaمقدار) الف 4=XPرا بدست آوريد .  
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قدار م
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3
−=aقابل قبول نيست، زيرا به ازاي آن مقدار )( 2=XP و )( 4=XPمنفي مي شود .  
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        بررسي برخي از توزيع هاي خاص براي متغير هاي گسسته بررسي برخي از توزيع هاي خاص براي متغير هاي گسسته بررسي برخي از توزيع هاي خاص براي متغير هاي گسسته بررسي برخي از توزيع هاي خاص براي متغير هاي گسسته  �

        توزيع يكنواختتوزيع يكنواختتوزيع يكنواختتوزيع يكنواخت) ) ) ) الف الف الف الف 

ايـن  . چنين آزمايش هايي داراي توزيعي به شكل زير مي باشـند . ضا داراي احتمال وقوع يكسان هستنددر بعضي از آزمايش ها تمام اع      

  .توزيع را توزيع يكنواخت مي نامند

nX
k

XXP ii , ... ,  2,  1                
1

=== )(  

  .معادله ي اين تابع بصورت زير است.  پرتاب يك تاس داراي يك توزيع يكنواخت مي باشد::::مثالمثالمثالمثال

, 6... ,  2,  1                
6

1
=== ii XXXP )(  

***  

        توزيع برنوليتوزيع برنوليتوزيع برنوليتوزيع برنولي) ) ) ) بببب

اگـر  .مـي نـاميم  ) 0(و ديگري را شكست     ) 1(يكي از اين پيشامد ها را پيروزي        . در بعضي از آزمايش ها فقط با دو پيشامد روبرو هستيم          

  . نمايش دهيم، خواهيم داشتq و احتمال شكست را با pاحتمال پيروزي را با 

  

  

  

  

  .توزيع اين آزمايش ها به شكل زير مي باشد كه به توزيع برنولي موسوم است. نين آزمايش هايي را آزمايش برنولي مي نامندچ

1,  0                . 1 === −
i

iXiX
i XqpXXP )(  

  

  .   پيشامدي كه مسئله به دنبال آن است را پيروزي و پيشامد ديگر را شكست بگيريد::::تذكرتذكرتذكرتذكر

        ::::مثالمثالمثالمثال

  .تتولد فرزند داراي توزيع برنولي اس )1

  .پرتاب سكه داراي توزيع برنولي است )2

  iX  0  1  جمع

1  p  q  )( iXXP =  

 
1=+⇒ qp 
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        توزيع دو جمله ايتوزيع دو جمله ايتوزيع دو جمله ايتوزيع دو جمله اي) ) ) ) جججج

             را متغير تصادفيXنوع آزمايش را آزمايش دو جمله اي و متغير تصادفي.  بار به طور مستقل تكرار كنيمnاگر آزمايش برنولي را

  .ورت تابع توزيع احتمال به شكل زير در خواهد آمد كه به توزيع دو جمله اي موسوم استدر اين ص. دو جمله اي مي نامند

nXqp
X

n
XXP i

iXniX

i
i ,.... ,  1,2,  0                . =








== −
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  . احتمال پيروزي و شكست در يك بار آزمايش برنولي استp وqكه در آن 

  .م داراي توزيع دو جمله اي است سكه با هn پرتاب ::::مثالمثالمثالمثال

 يك سكه طوري ساخته شده است كه احتمال آمدن رو            ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  
4

1
 و پشت    

4

3
احتمال اينكه  .  بار پرتاب مي كنيم    8اين سكه را    .  است 

  .سه بار رو آيد را به دست آوريد

  : پس. ت فرض مي كنيمآمدن رو را پيروزي و آمدن پشت را شكس: حل

4

3

4

1
=→= qp  

0/24
4

3

4

1

3

8
3 53 =××








== )()()(XP  

 فرزند، پسر باشد 2احتمال اينكه . اگر احتمال تولد فرزند پسر و تولد فرزند دختر مساوي باشد.   فرزند است6 خانواده اي داراي ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين   

  .را بدست آوريد

  : پس.  را شكست فرض مي كنيمتولد فرزند پسر را پيروزي و تولد فرزند دختر: حل

2

1

2

1
=→= qp  

0/23
2

1

2

6

2

1

2

1

2

6
2 642 =×








=××








== )()()()(XP  

چقـدر  .  سئوال تستي چهار گزينه اي داده شده است و قرار شد كه او به گزينه ها به تـصادف پاسـخ دهـد                  10 به دانش آموزي     ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

   سئوال را پاسخ صحيح دهد؟7احتمال دارد كه او 

  : پس. ي و پاسخ غلط را شكست فرض مي كنيمپاسخ صحيح را پيروز: حل
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4

3

4

1
=→= qp  

=××



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


== 37

4

3
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1

7

10
7 )()()(Xp  

چقـدر  .  سئوال تستي چهار گزينه اي داده شده است و قرار شد كه او به گزينه ها به تـصادف پاسـخ دهـد                  10 به دانش آموزي     ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

   سئوال را پاسخ غلط دهد؟4احتمال دارد كه او 

  : پس. ط را پيروزي و پاسخ صحيح را شكست فرض مي كنيمپاسخ غل: حل
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3
=→= qp  
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== 64
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 تـاي   20چقدر احتمال دارد كـه      . دانه از اين دانه ها كاشته شود       100اگر  .  است 25/0 احتمال اينكه يك دانه ي ذرت رشد كند،          ::::تمرين  تمرين  تمرين  تمرين  

  آنها رشد كند؟

  : پس.  و عدم رشد آن را شكست فرض مي كنيمرشد دانه را پيروزي و : حل
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    . بـار پيـروزي بـه شـكل زيـر اسـت       kاحتمـال . بار اگر احتمال آمدن رو و پـشت برابـر باشـند       nك سكه به تعداد   يدر پرتاب   : : : : نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه
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  . بار پشت را بدست آوريد 60 با ر انداخته ايم، احتمال آمدن 100 سكه اي را ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  : حل
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60

100

60
2

1 
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





==⇒== )(XPqp  

احتمال آن را به دست آوريد كه . ته ايم بار انداخ10اين تاس را . سه وجه يك تاس سالم قرمز و سه وجه ديگر آن آبي مي باشد ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 

  . بار قرمز بيايد4

  : حل
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  . بار عدد زوج ظاهر شود5احتمال آن را حساب كنيد كه .  بار انداخته ايم7يك تاس سالم را  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  : حل
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***  

  

  

  باويو اهواز شهرستان هاي  ياضي دبيرستان هايدبير ر                 جابر عامري. موفق باشيد
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سایتی است برای دانلودگروه آموزشی آلم سایت

 نمونه سوالات امتحاانی از مططار راماماایی  اا  ساال چهاارم       انواع
 حصیلی دبیرستان برای  مامی رشته مای 

 جزوات آموزشی
 مای سراسری و آزاد داخل و خارج از کشور  مامی رشاته  آزمون

ما 
 و،قلمچی 2ساجش،گزیاهمای آزمایشی آزمون ...
 مای کشوری المپیاد
 ونطد و بررسی آزمون مای سراسری و آزمایشی ساجش
 ار مای دیگر ماناد فیلم مای آموزشی،نرم افزسایر موارد آموزشی

...آموزشی ، مجلات ، انیمیشن ما و 
و با امکانات ماناد عضویت در سایت،عضویت در خبرنامه و...

م
آل

شی 
وز

آم
ه 

رو
 گ

ت
سای

از راهنمایی تا کنکور



هیماین مدت خدمات ناچیزی را به شما دانش آموزان و داوطلبان عزیز ارایه د
ا کرده و توانستیم در خداوند منان را سپاس گذاریم که این توفیق را به ما عط

امید واریم که هیچ وقت ناامید نشوید
www.g-alm.ir



:از این مولف

www.g-alm.ir

1کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال
آموزش جامع مطالب
به همراه تمرین های آموزشی
 1391بر اساس کتاب چاپ

2کتاب حساب دیفرانسیل و انتگرال
آموزش جامع مطالب
به همراه تمرین های آموزشی
 1391بر اساس کتاب چاپ

2کتاب آموزش ریاضیات
آموزش جامع مطالب
به همراه تمرین های آموزشی

...فعلن.ماتظر کتاب مای جدید باشید

هندسه تحلیلی و جبر خطیکتاب آموزش 
آموزش جامع مطالب
به همراه تمرین های آموزشی


