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 تار نویسندگانپیشگف

در دنیای رقابتی امروز بقای سازمان ها در گرو تصمیم گیری صحیح مديران می باشد که اشتباه در اين امر، پرداخت 

هزينه های گزافی را برای آنها در پی خواهد داشت. اين ضرر و زيان در سازمان هايی که حجم عملیاتی بسیار گسترده ای را 

نمود ويژه ای پیدا می کند و گاها  ،بالا می باشد در آن ها، قدرت و اختیارات مديران نیز انمیز تحت پوشش قرار می دهند و

منجر به انحلال سازمانی خواهد شد. تصمیم گیری مديران سازمان ها تحت تاثیر معیارهای کمی و کیفی گوناگونی که با 

کارايی که بتواند با در نظر گرفتن معیار های  می باشد. لذا روش های تصمیم گیری کمی قوی و ،يکديگر در تعارض هستند

علاقه ی محققان و  ،اين مساله ،مورد نیاز است. در سال های اخیر ،مديران را جهت تصمیم سازی صحیح ياری رساند ،مختلف

چاپ  مديران زيادی را به خود جلب کرده و تکنیک های مختلفی توسط آنها در کتب و مجلات علمی به زبان های گوناگون به

برخی از محققان به تهیه منابعی به زبان فارسی پرداخته اند، ولی علیرغم تلاش  ،رسیده است. در داخل کشور عزيزمان نیز

های محققان داخلی جهت ارائه اين مطالب، کمبود کتب فارسی جامعی که بتواند به مديران در تصمیم سازی کمک کند و هم 

 مشهود است.   ،دانشگاه مورد استفاده قرار گیردبه عنوان منبعی جهت تدريس در اينکه 

بنابراين، با توجه به خلا موجود در اين زمینه و تجربیات مولفین اين کتاب در زمینه های تصمیم گیری های کمی و 

تصمیم گیری های چند معیاره چه در صنعت و چه در محافل علمی، اين کتاب سعی دارد تا بخشی از نیاز مديران، تصمیم 

  سازد.رندگان و همینطور دانشگاهیان را برآورده گی
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 تصمیم گیری-1-1

تصمیم گیری و حل مساله در همه توابع مديريت مورد استفاده قرار می  .تصمیم گیری يک بخش اساسی از برنامه ريزی است

اين فصل به ارائه ی اطلاعات در  .له ی برنامه ريزی به حساب می آيندگیرند، هر چند که آنها به طور معمول بخشی از مرح

تصمیم گیری و چگونگی ارتباط آن با نخستین عملکرد مديريت در برنامه ريزی، می پردازد. بحث در مورد ريشه های علم 

 می شود.  حل مشکل مهندسی و فرآيندمديريت منجر به يک مدل سازی، فرآيند پنج مرحله ای از علم مديريت، 

 

 ماهیت تصمیم گیری -1-2

 ارتباط با برنامه ریزی -1-2-1

ايگزين منطقی، به منظور انتخاب يک يک انتخاب آگاهانه بین دو يا چند ج شکل گیریروندی از  ،تصمیم گیری مديريتی

اگر تنها يک جايگزين . ، می باشدانجامد)هزينه ها( می  نسبت به عواقب ناخواسته که به مطلوب ترين نتیجه)منافع( گزينه

تصمیم گیری در پیشبرد اينکه؛ چه "اگر برنامه ريزی به واقع  .وجود داشته باشد، هیچ چیزی برای تصمیم گیری وجود ندارد

 سارچت)که توسط آموس و  "کاری انجام دهیم، چگونه آن را انجام دهیم، چه زمانی انجام دهیم، و چه کسی آن را انجام دهد

، آن وقت تصمیم گیری يک بخش اساسی از برنامه ريزی است. تصمیم گیری همچنین در طراحی و پیشنهاد شد( باشد

روش های ايجاد انگیزه در زيردستان، و شناسايی اقدامات اصلاحی در روند ی  بکارگیری نیروی انسانی يک سازمان، توسعه

و  همطالعه قرار گرفتطبق قاعده ای مشخص مورد  ،زیبا اين وجود، به عنوان بخشی از وظايف برنامه ري .نیاز است کنترل مورد

 مورد بحث و بررسی قرار گرفته است.در اينجا 

 

 تصمیم مناسب  -1-2-2

از تجربه عملکرد اجرايی خود به عنوان رهبرشرکت تلفنی بل در نیوجرسی و بنیاد  ،چستر بارنارد در کتاب کلاسیک خود

ال کردن ماهیت تصمیم گیری مديريتی در برخی بخش ها پرداخت. او نتیجه گرفت راکفلر نوشت، و درآنجا او به پیگیری و دنب

 :می گیردنشات شرايط برای تصمیم گیری از سه زمینه متمايز که 

 .استبدادی افراد مافوقاز ارتباطات  -1

 . زير دستان است ی بوسیله گیری تصمیم وط بهبمراز مواردی که -2 

 .اجرايی مربوطه کارابت گرفته از نشاتاز موارد  -3 

 

، ناشی شده "نموداجتناب  از آن . که می توانبالاتر..نیازمندی های مقام  "بارنارد اشاره می کند که شرايط برای تصمیم ها  از 

به وسیله مدير اجرايی تفويض شود. موارد استیناف )اشاره به نیز ممکن است به زير دستان  ،بخشی از آن ،هر چند است.

بارنارد توضیح می دهد  گرفته شود. مدير اجرايیی به وسیله نبايد  همیشه که  اشاره می کند به اينکه تصمیمات  ( زيردستان

نمی توانید معقولانه آن را به ديگران واگذار کنید  شماگیری هايی است که تصمیم  خصوص در ،محک زدن اقدامات اجرايی که

از مهم ترين  ،اجرايی ابتکارتصمیم در  برخاسته از موقعیت های گیرد که می بارنارد نتیجه .کنند و ديگران نیز آن را رد می

نیز اجرايی  مسئولاجرايی هستند. موقعیت هايی وجود دارد که هیچ کس درخواستی برای يک تصمیم ندارد و محک های 

در يک ابتکار عمل برای تفکر به اتخاذ  ،اثرگذار ی قوای مجريه. عدم تصمیم گیری داشته باشد انتقادی در خصوص نمی تواند

نمودن  اجرايیيجاد تغییرات لازم و به منظور ا برنامه هادرک اين و مشکلات و فرصت های پیش روی اين سازمان،  خصوص
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شخص  نسبت به آنها، زيرا برای ايجاد يک تصمیم صورت می گیرد، انجام تعهد اجرايی هنگامتنها در اين  و ها می پردازد آن

 قرار دارد، مسئولیت و تعهد دارند. آن مقام )جايگاه(در  که ديگری

 

 انواع تصمیم گیری -1-3

 تصمیم گیری معمول و غیرمعمول:-1-3-1

پرينگل و همکاران تصمیم گیری ها را در يک سلسله مراتب از معمول به غیرمعمول، بسته به حدی که آن ساختار داراست، 

به طور به عنوان تمرکزی بر شرايط  مناسب سازمان که  ،یری های عادیها به توصیف تصمیم گ آن .طبقه بندی می کنند

مثال ، می پردازند. مستلزم حداقـل عـدم قطعیت است و ، می باشدشامل روش های تصمیم استانداردو  تکرار می شوندمداوم 

و  تامین کنندگانردن به پردازش حقوق و دستمزد، مرتب سازی مجدد اقلام موجودی استاندارد، پرداخت ک های رايج شامل:

گذشته، روش استاندارد پردازش،  یقوانین، رويه ها ، بهدر خصوص سیاست هاغیره است. تصمیم گیرندگان معمولا می توانند 

درصد از تصمیم های مديريت تا حد زيادی معمولی)عادی/روزمره( می  90احتمالا  .و يا تکنیک های محاسباتی تکیه کنند

سازمان  ی سیاست تاسیس شده ی معمولا می توانند به سطوح پايین تر در محدوده ،م گیری های عادیتصمی در واقع .باشد

بتوان  در صورتی کهبرنامه ريزی شوند،  "يک تصمیم" رايانه، به صورتها می توانند برای  واگذار شوند ، و به طور فزآينده آن

از يک تازگی و   نیافته  سازمانعمول، از سوی ديگر، به موقعیت های ساده شکل داد. تصمیمات غیرم ،کافی ی ها را به اندازه آن

ماهیت بدون تکرار می پردازد که اغلب شامل دانش ناقص، عدم اطمینان بالا، و استفاده از قضاوت ذهنی و يا حتی شهود است، 

. متاسفانه، تقريبا تمام فرايند يدنما ارائهبهترين راه حل ممکن را برای اين مشکل خاص هیچ جايگزينی نمی تواند  که در آن

 .وجود دارد "راه حل کتاب درسی "بالا می باشد که برای آن  ی آموزشی در مهندسی بر اساس راه حل مشکلات ساختاريافته

که برای مقابله با  "ابهامدرتحمل "ها بتوانند  مگر اينکه آن ،مهندسین اغلب خودشان را قادر به توفیق در مديريت نمی ببیند

 مورد نیاز است را توسعه دهند. ،مشکلات ساختار نیافته

 
 هدف در مقابل عقلانیت محدود

 
، اين ها رفتار مناسبی برای به حداکثر رساندن راستىه بی منطقی تعريف می کند، اگر مقصودسیمون يک تصمیم را به عنوان 

)الف( مشاهده رفتار جايگزين قبل از "نه توسط چنین تصمیم گیری های عاقلامقادير داده شده در يک موقعیت معین باشند. 

وسیع)جامع(، )ب( با توجه به پیچیدگی کامل از پیامدهايی که در هر انتخاب دنبال می شود، و )ج( با  طورتصمیم گیری به 

رو، از اين ها ساخته شده است، می باشد.  در مجموعه کامل از جايگزين ،به عنوان يک اقدام تنهاکه ارزش های سیستمی 

گزينه های نتیجه انتخاب بهترين جايگزين از میان همه در و  ، شامل بهینه سازی و يا به حداکثر رساندنتصمیم گیری منطقی

 به صورت رويکردی در مدل تصمیم گیری/ برنامه ريزی پیشنهاد شده است. ممکن می باشد که

 کاستی دارد: ،لانیت هدفعقکه رفتار واقعی در حداقل سه روش با اين حال، سیمون معتقد است 

 .نیازمند يک شناخت کامل و پیش بینی پیامدهايی است که هر يک از انتخاب ها به دنبال خواهد داشت ،عقلانیت .1

 در حقیقت، شناخت پیامدها )نتايج( همیشه ناقص می باشد.

 زنجیره ی در ،جربهت کمبود احساس ی عرضه به ديبا تصورات ،نمايان می شود ندهيآ در پیامدها نيا که آنجا از .2

 ی کرد.نیب شیپ ناقص به صورت توان یم را ها ارزش اما بپردازد، ارزش

در رفتار واقعی، تنها تعداد کمی از  .رفتارهای جايگزين احتمالی است ی همه، نیازمند يک انتخاب از میان عقلانیت .3

 اين گزينه های احتمالی به ذهن می آيند.
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در برای در نظر گرفتن همه جايگزين ها يا  را ، فرصت و منابع کافیهستندتحت فشار  گیری برای تصمیم زمانی که مديران

يک مدير بايد تحت شرايط عقلانیت محدود عمل کند، و با در نظر  ها، ندارند؛ جايگزينتک تک  برایتمام حقايق نظر گرفتن 

مديران  .مناسب توجه کند گزينه هایو به  نموده مسائل را درک، هی داردآگا هااملی که از آنوگرفتن تنها تعداد معدودی از ع

می  ،بپردازند. مديران به طور ويژه می باشد،بايد به پذيرش مجموعه اقداماتی که رضايت بخش و يا به اندازه کافی خوب 

جاى   به که ند، بر اين موضوع پافشاری کنزيردستان خود در رابطه باياد بگیرند که  ،مهندسان و دانشمندانبه پیروی از بايست 

دستیابی به هدف، سودمندی برای مطابقت با هزينه های  پیگیری تحقیق و يا طراحی خارج از هدف که در افزايش به،   آنکه

 .به سمت مشکلات بعدی حرکت کنند ،يک مشکل برایاز رسیدن به يک راه حل رضايت بخش  ، پسزم نمی باشد، بپردازندلا

 سطح اطمینان

، با محیط ندهيآدر  که ارتباطی میزان به بسته ت،یقطع عدم اي خطر، نان،یاطم طيشرا عنوان به ستا ممکن یریگ میتصم

 .شده و شناسايی و طبقه بندی گرددبرآورد خواهد داشت، 

 

 تصمیم گیری کمی و کیفی-1-3-2

 قدرت شهرت، مانند کیفی عوامل شما مدير، در زمینه ی کسب و کار تصمیم گیری می کنید، يک عنوان به شما که هنگامی

را  سرمايه بازگشت و سودآوری فروش، آمار قبیل از کمی قابل اندازه گیری های داده همچنین و کارکنان روحیه و تجاری نام

اين نوع تصمیم گیری ها را  .گیری به کار برد تصمیم برای توان می را کمی و کیفی تحلیل و تجزيه دو هر لحاظ خواهید کرد.

 نظر ورودی ها، خروجی ها و روش های تحلیل با هم مقايسه نمود که به شرح ذيل می باشد:می توان از سه م

 تفاوت در ورودی ها:

برای داده  کیفی های روش کنید، استفاده مشابه ی يک مشخصه از اطلاعات است ممکن ،کیفی و کمی تحلیل در که حالی در

قابل  هايی که داده کمی برای های روش که حالی در، ار می گیرندمورد استفاده قر ،قابل سنجش نیستند راحتی ها يی که به

 و تجزيه به خواهید می شما اگر مثال، برای. مورد استفاده قرار می گیرند  ،سنجش هستند و عدد مقدار عددی مشخص دارند

تی برای بدست آوردن مشتريان شما به محصولاتتان با ديد مثبت نگاه می کنند بپردازيد،  شما بايس چگونه تحلیل اينکه

 شما عوض، در. کرد بیان با اعداد می توان را به سختی کیفی داده های اين با بخشی از مشتريان مصاحبه کنید. ،بازخورد

شما را می خرند، تعداد شکايت  محصول ،چه تعداد از مشتريان که اين مانند عینی های به تجزيه و تحلیل داده است ممکن

محصولات و تعداد دفعات استفاده از گارانتی بپردازيد. شما اين اطلاعات کمی را می توانید به شکل  ها، تعداد مرجوعی های

 .رياضی بیان کنید

 تفاوت در تجزیه و تحلیل:

 روش های تحلیل کمی و کیفی متفاوتی استفاده می شوند. را بدست آورديد، ورودی تصمیم خود که شما داده های هنگامی

درک ماهیت و  ها بپردازيد تا به آن ی مطالعه به بايد شما تصاوير، و متون ها، مصاحبه متن مانند یفیک اطلاعات کسب برای

دقت به   به بايد شما قضاوت کنید، ديد مثبت مشتريان نسبت به محصولات شرکت خود را  خواهید می اگر. مفهوم آن برسید

 تحلیل و تجزيه نتايج. توجه کنید ،محصولاتتان می گويندگوش دهید و به جملات مثبتی که در زمینه  ،گويند می چه آن

مانند اينکه به اين نتیجه برسید که مشتريان شما محصولاتتان را بسیار زياد  ،شما به يه يک قضاوت کیفی منجر خواهد شد
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 یدرصد توانید یم شما مثال، عنوان به. است متکی رياضی ارزشیابی و آماری های روش کمی بر تحلیل و تجزيه دوست دارند.

 درصد مشتريانی که محصول ديگری خريده اند را محاسبه کنید.يا  خورده اند، برمحصول شما به مشکل  که بارا  مشتريان  از

  بفروشید. تان راچه میزان محصول ممکن است نتیجه برسید که اين به اطلاعات با اين توانید می شما

 تفاوت در خروجی:

 نتايج که حالی در ،اضافه ای باشد اطلاعات حاوی است ممکن اما .مبهم می باشد اغلب ،کیفی حلیلت و تجزيه از حاصل نتايج

 اما دارند محصولات شما را دوست مشتريان که دهد می نشان مصاحبه مثال، عنوان به منجر به قطعیت خواهد شد. کمی

 ويژگی در دقت با که آن به دلیل ،شما کمی حلیلت و تجزيه بیشتر آنها خواهد شد.باعث خوشحالی  ،محصولات سريعتر تحويل

 و تجزيه از مختلف های خروجی. مشتری رضايت مانند ،نمی باشد اضافی اطلاعات چنین دارایاست،  شده متمرکز خاصی

 بپردازيد که خروجی تحلیل موضوع اين اجازه را می دهد که با استفاده ازخروجی تحلیل کیفی به بررسی اين شما به ، تحلیل

 . بیشتری در مورد مساله بدست آوريد کند تا بر اساس آن اطلاعات کمی چه چیزی را بیان می

 تجزیه و تحلیل کمی از طریقتصمیم گیری 

 

از تحلیل و بررسی کمی نمی توان روش  استفادهمشکلاتی که بسیار مهم و يا بسیار پیچیده می باشند، بدون حل برای 

 ،سازی رياضی مدل .می باشد يک مسالهنیاز به بیان يک مدل رياضی با استفاده از  ،تحلیل کمیتجزيه و . ارائه نمودرا  یمناسب

ساخت مدل های رياضی کاملا   می توان گفت همچنین .می باشد ها رويکرد کمی در تصمیم گیریاز يک بخش پر اهمیت 

 می باشد. سانمهند ی برای بیان مشکلات دنیای واقعی، يک مهارت ضروری برای همه، معقولانه

 

 :عملكرد سیستم و مدل های عوامل اثرگذار

 .که در تصمیم گیری قابل کنترل نیستند، عواملی مانند عوامل محیطی : عوامل غیر قابل کنترل

 

عواملی هستند که ارزش مقادير اثرگذار در عملکرد سیستم را می توان به وسیله تصمیم گیرنده کنترل  :ورودی های کنترل

 کرد.

 معروف هستند. متغیرهای تصمیموامل به نام اين ع

 

باشند، عملکرد سیستم به مقادير متغیرهای نییر غمدل های قطعی: اگر تمام ورودی غیر قابل کنترل دقیقا قابل شناسايی و ت

 بود. تصمیم بستگی دارد و اين مدل يک مدل قطعی خواهد

 
 در اين مواقع، ،هستند تغییر و در معرضکنترل، نامشخص  مدل احتمالاتی يا تصادفی : زمانی که ورودی های غیر قابل

 متغیرهای تصمیم گیری ثابت هستند، نامشخص است. ی مقادير همه حتی در هنگامی کهعملکرد سیستم 

 .انجام می دهیم را مدل های قطعی ی ما مطالعه زمان،در اين 

 

 مراحل انجام تصمیم گیری های تجزیه و تحلیل کمی

 ساختمان مدل: -1

دهد)شناسايی متغیرهای تصمیم گیری، می عملکرد سیستم را نشان ساخت يک مدل رياضی می باشد که چگونگی  

 .(نمايدمحدوديت بر روی آنها، و تابع هدفی که عملکرد سیستم را اندازه گیری 
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 : حل مدل-2

 استفاده از يک الگوريتم کارآمد برای به دست آوردن يک راه حل بهینه می باشد. 

  :اده سازی راه حل، و یا به روز رسانی مدل و تكرارآنپی-3

تکرار  آن را و کرده ايجاددر مدل  تغییرات لازم را ، که در صورت مناسب نبودن،عملی آن امکان سنجیبررسی راه حل ها برای 

 می کنیم.

از دانش و آگاهی کاربردی  جراقابل اهمچنین، بسیاری از اوقات  تصمیم گیرندگان برای تبديل راه حل بهینه به يک راه حل 

  گیرند. خود بهره می
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 : مدل سازی و برنامه ریزی خطیدومفصل 
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 اهداف فصل 

های مختلف، علم و هنر  ( آشنا خواهند شد و با ارائه نمونهLPريزی خطی ) در اين فصل دانشجويان با صورت کلی برنامه

 شود.  آموخته میمدلسازی خطی به دانشجويان 

 مقدمه -2-1

گیری نکنند. مديران برای رسیدن به يک  پیچیدگی و ناآرام بودن محیط سازمانها، باعث شده است که مديران به آسانی تصمیم

هدف مشخص با محدوديتهای بسیاری چون محدوديت منابع، انرژی، نیروی انسانی مواد، پول و ... مواجه هستند. هدف اغلب 

باشد. در ضمن سازمانهايی وجود دارند که  زمانها، رسیدن به سود بیشتر و يا به عبارت ديگر حداکثر کردن سود میمديران و سا

 درصدد حداقل کردن هزينه، ضايعات و ... خود هستند. 

برای  های نیل به هدف، مدير ناچار است که از روشهای کمی گیری و با تنوع محدوديت با افزايش عوامل و فاکتورهای تصمیم

های  کردن يک هدف با توجه به محدوديت های متداول برای بهینه گیری استفاده کند. يکی از روش ريزی و تصمیم برنامه

ريزی خطی شامل مدلی است که دارای يک تابع  ريزی خطی است، همچنانکه در فصل قبل گفته شد، برنامه مختلف، برنامه

 ها وجود دارد.  تغیرهای آن در تابع هدف و محدوديتهدف و چند محدوديت است که روابط خطی بین م

ای تعريف شود که با  له بايد به گونها؛ مسفته شود. اولاريزی خطی در عمل، بايد در نظر گر سه گام اساسی در بکارگیری برنامه

له بايد با استفاده ا، مسالثايک مدل رياضی فرموله شود. ث له بايد در قالبا؛ مسريزی خطی قابل حل باشد. دوما امهاستفاده از برن

روابط کارکردی در مدل »ريزی خطی برگرفته از اين واقعیت است که؛  از يک تکنیک مشخص رياضی قابل حل باشد. نام برنامه

  .«باشد شده به عنوان يک برنامه می رياضی خطی هستند و تکنیک حل مدل شامل مراحل رياضی از پیش تعیین

 سازی  مدل -2-2

ريزی خطی شامل اجزاء و ويژگیهای مشخصی است. اجزاء مدل عبارتند از: متغیرهای تصمیم، تابع هدف و  نامههر مدل بر

گیرد.  ريزی خطی از متغیرهای تصمیم و پارامترها شکل می محدوديتهای مدل. ساختار تابع هدف و محدوديتهای مدل برنامه

به عنوان مثال يک کارخانه  .«کنند ت هر مؤسسه را بیان میفعالیشامل نمادهای رياضی است که سطح  ،متغیرهای تصمیم»

هر  X3,X2,X1ويديو تولید کند. نمادهای  X3تلويزيون و  X2و  X1سازنده ی وسايل الکتريکی را در نظر بگیريد که تمايل دارد 

ی کارخانه  که به وسیله X3,X2,X1يک بیانگر مقادير ناشناخته از سطح تولید راديو، تلويزيون و ويديو هستند. مقادير نهايی 

بیانگر اين است که کارخانه تصمیم گرفته  X1=100کند )برای مثال  را برای کارخانه بیان می« تصمیم»شود، يک  تعیین می

 دستگاه راديو تولید کند(. 111است که 
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کند. تابع هدف  یی رياضی خطی است که هدف مؤسسه را در قالب متغیرهای تصمیم توصیف م تابع هدف مدل، يک رابطه

شود.)برای مثال حداکثر کردن سود و يا حداقل کردن  بیان می« حداقل کردن»و يا « حداکثر کردن»همواره به صورت 

های مدل نیز بیانگر روابط خطی بین متغیرهای تصمیم  ی کالاهای تولیدی ممکن است هدف کارخانه باشد(. محدوديت هزينه

ها اغلب ناشی از محدوديت منابع و  شوند. محدوديت یط عملیاتی به مؤسسه تحمیل میی مح ها به وسیله هستند، محدوديت

ساعت کاری برای تولید راديو  01باشند. برای مثال اگر برای کارخانه، صرف فقط  داخلی مؤسسه می« های سیاستگذاری»يا 

مقادير ثابت در »اشد. مقاديری که به صورت مقدور باشد، کارخانه ناچار است اين محدوديت را در نیل به هدف در نظر داشته ب

  .«شوند رهای مدل خوانده میساعت کار در دسترس(، پارامت 01شود )همانند  ها بیان می تابع هدف و در محدوديت

کنیم که همواره مراحل  توان يک چارچوب منظم را اعمال کرد. ما در اين کتاب توصیه می ای، می برای فرموله کردن هر مساله

 را برای فرموله کردن اعمال نمايید:  زير

 مرحله اول: متغیرهای تصمیم را تعريف کنید.

 مرحله دوم: تابع هدف را فرموله کنید.

 مرحله سوم: محدوديتهای مدل را فرموله کنید.

د، کاملاً شبیه گیر است، و البته همچنانکه اکاف بیان می کن هنر فرموله کردن يک مساله در دنیای واقعی، بسیار پیچیده و وقت

گری است که در ضمن ساختن آن، بايد هر بار برای بهبود مدل و زيباسازی آن تلاش کرد. با اين وجود، تجربه نشان  هنر کوزه

داده است که رعايت مراحل فوق، فرد مبتدی را در مدل سازی ياری خواهد داد. بنابراين به جای در نظر گرفتن کل مساله، 

زء به جزء شناخت و سپس آن را فرموله نمود. در ضمن قبل از هر اقدامی برای فرموله کردن مساله بايد بايد آن را به صورت ج

 به خوبی آن را مطالعه کرد و پس از درک اجزاء آن، فرموله کردن مساله را آغاز نمود.

شود. مسائلی که در بخش  ی فرموله کردن به تفصیل در بخش بعدی ضمن بیان مثالهايی کاربردی تشريح می مراحل سه گانه

شوند، مسائل مبتلا به سازمانها هستند که دانشجو با فراگیری آنها بايد قادر به فرموله کردن اکثر مسائل  بعدی فرموله می

 واقعی با اندک تغییرات باشد.

ای شکل استاندارد له وقتی داراشود. يک مس ريزی خطی با تبديل آن به يک مدل استاندارد، آغاز می ی برنامه لهاحل هر مس

 است که :
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 تابع هدف آن ماکزيمم باشد.  -

 باشند؛  همگی قیدها به صورت  -

 تمامی متغیرها غیرمنفی باشند.  -

 در صورتی که هر يک از سه شرط فوق نقض شوند، شکل مساله استاندارد نخواهد بود. 

 ت: ريزی خطی مدل استاندارد به شرح زير اس شکل کلی برنامه

 

  

  

  

  

  

نشان  Cj  نشان دهنده تابع هدف می باشد که در آن  .1

 دهنده ضرايب متغیرهای تصمیم در توابع هدف می باشد.

2. aijx j ≤bi  نشان دهنده محدوديت های مساله می باشد که در آنaij متغیرهای تصمیم در محدوديت   ضرايب

 .ام می باشد iنشان دهنده میزان منبع  biها و 

 ها يا متغیرهای تفهیم را ايجاد شده است: در آخر شرط غیرمنفی بودن نظريه .3
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 : مفروضات برنامه ريزی خطی

 .روابط به صورت جمع بیان می شود فرض جمع پذيری :

  .کند از ساير فعالیتها عمل میفرض تناسب : هر فعالیت به تنهايی و مستقل 

 .توانند غیر صحیح نیز باشند فرض بخش پذيری : متغیرهای تصمیم می

 .مقادير ثابتی هستند ،فرض معین بودن: کلیه پارامتر ها

 .م دادیرا ارائه خواهس روش ترسیمی و سیمپلک ل مدلسازی،ئمسا، در ادامه ی مطالب

 .زی عدد صحیح را خواهیم داشتدر صورت ناديده گرفتن اين فرض برنامه ري

 سازی ل مدلئنمونه مسا

 مثال 

میزان سود برای محصول  .دو کارگاه در جدول بیان شده است در کارگاه الف و ب همچنین میزان ظرفیتbو aتعداد محصول 

A 6  واحد و برای محصولb 8  اعلام شده واحد  31د و حداقل واح 01واحد در نظر گرفته شده است.حداکثر میزان تقاضا

 له را جهت حداکثر سازی سود فرموله کنید.امیزان نفر نیروی انسانی هم در جدول ذيل آمده است .با اين توضیحات مس .است

 تولید و ترکیب

 در يک کارگاه موجودی کالا

211 

011 

 ظرفیت 801

 Bمحصول 

0 

2 

81 

 نفر ساعت 0

 Aمحصول 

 الف    3

 ب      0

 سود    6 $

 اعت نیروی انسانی نفردر س 0
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Min31 Min01 

 

X1 تعداد محصولA 

X2  تعداد محصولB  

  

  

  

  

  

  

  

% پنبه و 01وع سوم )شود. نوع اول ابريشمی است، نوع دوم پلی استر، ن نوع روسری تولید می 0مثال: در يک کارگاه نساجی 

هزار  21شود هر متر ابريشم دارای هزينه  % پلی استر( از پلی استر و پنبه تولید می31% پنبه و 01% پلی استر( نوع چهارم )01

هانه باشد تقاضای ما می 1611، 3111، 8111است. موجودی اين سه ماده اولیه در ماه به ترتیب  3611، پنبه 2011پلی استر 

نوع  0باشد. حداقل قرارداد برای اين  می 8011هزار ،  16111هزار،  10111هزار ،  0111نوع روسری به ترتیب  0برای اين 

، مترباشد. حداقل ابريشم برای هر واحد روسری نوع اول نیم  هزار می 6111هزار و  3111هزار،  1111هزار،  6111روسری 

قیمت فروش به  باشد.متر پلی استر و پنبه می 161مدل نوع چهارم % و 00متر، مدل نوع سوم  100استر برای نوع دوم  پلی

 له را جهت به دست آوردن حداکثر سود فرموله کنید. امسباشد.  می 0811، 0011، 3111، 10111ترتیب 

 حل:

 متغیرهای تصمیم:
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 :X1میزان تولید نوع اول 

 :X2میزان تولید نوع دوم 

 :X3میزان تولید نوع سوم 

  :X4چهارم  میزان تولید نوع

 111/10-(111/21× 0/1=)011/0سود نوع اول 

 111/3-(011/2×00/1=)1221سود نوع دوم 

 0011-0/1(2011+3611×)00/1=)2801سودنوع  سوم 

 0811-(2011×3/1+3611×0/1)6/1=2806سود نوع چهارم 

X42806+x32801+x21221+x1-001=maxZ 

 

  ابريشم مصرف 

 پلی مصرف 

 پنبه مصرف  

 حداقل قرارداد      حداکثر 
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واند از طريق مجله، راديو و تلويزيون تیلیغات مثال : شرکتی درصدد تبلیغات برای محصولات خود می باشد. اين شرکت می ت

کند. هدف اين شرکت بیشینه سازی میزان افراد تحت پوشش تبلیغات می باشد. علاوه بر اين اين شرکت در نظر دارد تعداد 

ط به خانم تحت پوشش تبلیغاتی قرار گیرند. اطلاعات مربو 10111دفعات تبلیغ در هر رسانه را طوری تعیین کند که حداقل 

 سازی کنید.  اين مساله در جدول ذيل آورده شده است. مساله را مدل

 تلويزيون در زمان عادی در زمان مناسب راديو مجله 

 هزينه هر بار تبلیغات

 میزان کل افراد تحت پوشش

 میزان کل خانم های تحت پوشش

محدوديت های شرکت برای تعداد 

 تبلیغات

111 

8111 

0111 

 2حداکثر 

101 

11111 

0111 

 بار0تا  0بین 

311 

20111 

11111 

 3حداکثر 

211 

10111 

8111 

 2حداقل 

 واحد 2111بودجه تبلیغ در تلويزيون 

 واحد 0111بودجه تبلیغ 

 x1تعداد دفعات تبلیغ در ساعات عادی 

 x2تعداد دفعات در زمان مناسب 

 x3تعداد دفعات تبلیغ در زمان راديو 

 x4تعداد دفعات تبلیغ مجله 
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 مثال : حمل و نقل 

در نظر داريم اين مقدار موجودی را در سه فروشگاه با تقاضای  .011،011،011،311، با موجودی انبار هستیم 0ما دارای 

له را  جهت حداقل سازی هزينه های اآمده است. با اين اطلاعات مسهزينه حمل نیز در جدول  توزيع کنیم. 011،811،611

 .سازی کنید مدل ،حمل و نقل

 انبار موجودی فروشگاه تقاضا

611 

811 

011 

 الف

 ب

 ج

311 

011 

011 

011 

A 

B 

C 

D 

 

 هزينه حمل 

 1/1 الف ب ج

8 

0 

0 

11 

8 

11 

0 

2 

0 

2 

6 

0 

A 

B 

C 

D 

   

 میم:متغیرهای تص
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xij  میزان حمل کالااز انبار :i  ام به فروشگاهjام 

 

  

 شود.  محدوديت تقاضا به صورت بزرگتر مساوی نوشته می -

 شود.  محدوديت عرضه به صورت کوچکتر مساوی نوشته می -

 برای عرضه       

  

  

 تقاضا       برای

 

  

  

  

  

بشکه است قیمت فروش  611و011و   011میزان تقاضا برای اين سه نوع گازوئیل  3و 2و  1سه نوع گازويیل داريم با درجه  -

مواد اولیه الف ب ج  واحد است. مشخصات فنی میزان استفاده 21، 3و محصول  20، 2واحد و محصول 31، 1محصول

 .سازی کنید له را جهت حداکثر سازی سود مدلاهمچنین قیمت و موجودی در جدول آمده است. مس
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 نوع گازوئیل متد تقاضا قیمت فروش واحد مشخصات فنی

 درصد ماده اولیه  الف 21حداقل 

 درصد ماده اولیه الف 10حداکثر 

 1درجه  011بشکه  31

 ه  بدرصد ماده اولی 21حداقل 

 درصد ماده اولیه ج 31حداکثر 

 2درجه  011بشکه  20

 3درجه  611حداکثر  21 ماده اولیه الف 20حداکثر 

 

 نوع ماده اولیه خام  موجودی قیمت هر واحد

$8 

$0 

$2 

$11 

211 

211 

101 

201 

 الف

 ب

 ج

 د

 شود.  می maxفروش=سود که  –هزينه 

 i  :xijنوع گازوئیل  :jنوع ماده خام 
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St: 

  

  

  

  محدوديت تقاضا                

  محدوديت موجودی           

 محدوديت فنی                

  

                

                 

  

  

 

 های کشاورزی  مدل زمین

درآمد فروش و آب مورد نیاز و حداکثر کشت برای بذر  در جدول زيرآمده است.  مزارع،نوع بذر مساحت  0سه مزرعه داريم با 

 .بهینه کنید  ،ه را جهت حداکثر سازی سودلامس
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 مزرعه مساحت هکتار مقدار آب

10 

18 

21 

31 

20 

32 

A 

B 

C 

 

 محصول درآمد فروش آب مورد نیاز حداکثر کشت

21 

30 

01 

30 

0 

6 

0 

0 

10 

20 

31 

30 

 گندم 

 جو 

 ذرت

 پنبه

 

 j  :xijدر مزرعه  iمیزان کشت محصول نوع 
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 شیفت بندی نیروی انسانی 

حداقل نیروی مورد نیاز را نشان می  کنند، جدول زير اوقات کاری و ساعت متوالی در روز کار می 8هر يک از اين خدمتکاران -

 .کنید سازی مدل ،دهد. مساله را جهت حداقل سازی استفاده از نیروی انسانی

  هستند :  ام iتعداد خدمتکاران که درساعت 

 اوقات حداقل نیروی مورد نیاز

0 

8 

11 

0 

12 

6-2 

11-6 

10-11 

18-10 

22-18 
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min Z=  

    

  

  

  

  

  

 ریزی خطی  له برنامهاروش ترسیمی حل مس -2-3

به  ،رياضیدر واقع يک مدل   .رسیم حل آن می ی در فرآيند تحقیق در عملیات اشاره شد که پس از ساختن مدل، به مرحله

شوند. گفته شد  حاصل می ،خودی خود ارزش کاربردی و تحلیلی ندارد. اهمیت و ارزش مدل به نتايج آن است که پس از حل

يکی از ساده ترين روابطی هستند که برای حل آنها  ،ريزی خطی روابط از نوع خطی هستند. روابط خطی که در مدل برنامه

شود که  هايی محدود می ريزی خطی به مدل ه کرد. روش ترسیمی در مدلهای برنامهاستفاد« ترسیمی»ی  توان از شیوه می

توان از يک دستگاه مختصات استفاده کرد. استفاده از  حداکثر دارای دو متغیر تصمیم هستند. برای حل اين نوع مدلها می

پذير است،  بعدی تا حدودی امکانسه  نیز با استفاده از دستگاههای ،هايی که سه متغیره هستند ی ترسیمی برای مدل شیوه

باشد، حل مدل به شیوه ترسیمی به هیچ وجه امکانپذير نخواهد بود. اگر چه  3ی چنانچه تعداد متغیرهای تصمیم بیش از ول

گیرد. چون شیوه  ولی در اين فصل به طور مفصل مورد بحث قرار می ی تئوريک دارد، صرفاً جنبه ،حل مدلشیوه ترسیمی 

0 2-22 
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روش ترسیمی را  در ادامه ،و مفاهیم بعدی کتاب خواهد بود LPی  ای برای درک مفاهیم پیچیده روش بسیار سادهترسیمی، 

 کنیم:  تشريح می مرحله به مرحله،

 تعیین ناحیه موجه -2-3-1

 تشريح می نمايیم:در خصوص ترکیب تولید،  1-2شماره را با ذکر مثال م نخستاگ

د دو نوع محصول است که میزان مصرف هر واحد از آنها از منابع )نیروی کار و مواد اولیه( به ای درصدد تولی کارخانه 1-2مثال 

 صورت زير است. سود حاصل از تولید هر واحد از محصولات نیز داده شده است. 

 منابع مورد نیاز 

 سود )ريال( kgمواد اولیه  ساعت(-نیروی کار)نفر محصول

1 

2 

1 

2 

0 

3 

01 

01 

 سیم مدل عبارتند از:متغیرهای تق

X1 1=تعداد تولید از محصول نوع 

X2 2= تعداد تولید از محصول نوع 

 تابع هدف عبارت است از حداکثرکردن سود ناشی از تولید: 

  

 مدل به ترتیب شامل محدوديت نیروی کار و محدوديت مواد اولیه خواهد بود. محدوديتهای

  ساعت(-محدوديت نیروی کار )نفر

  ( kgمحدوديت مواد اولیه )
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علاوه بر محدوديتهای کارکردی فوق، بايد محدوديتهای غیرمنفی را برای متغیرهای تصمیم به مدل اضافه کرد. حال کلیت 

 شود: به صورت زير نوشته می ،مدل ترکیب تولید

  

S,t: 

  

  

  

و محور  دهیم که محور افقی آن  برای حل مدل فوق با استفاده از روش ترسیمی، ابتدا يک دستگاه مختصات تشکیل می

پردازيم. اين عمل با در نظر  شود. سپس به رسم هر يک از محدوديتها در دستگاه مختصات می مدرج می عمودی آن با

پذير است. حالا به رسم محدوديت نیروی کار توجه  از محدوديتها به صورت يک معادله )خط مستقیم( امکانگرفتن هر يک 

 کنید: 

 کنیم.  تعريف می ابتدا آن را به صورت خط 

تعیین دو نقطه بر روی محورها و سپس متصل کردن آن نقاط با استفاده از يک خط  ،يک خطترين روش برای رسم  ساده

 شود. يعنی: معلوم می x2سپس حل معادله بر حسب  x1=0تواند با استفاده از  ی اول می نقطه مستقیم است.

  

  

 آيد. به صورت زير:  بدست می و حل معادله بر حسب نقطه دوم نیز با 
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(بر روی ی ) ( بر روی محور عمودی و نقطهی ) نقطه واضح است که

نشان  3-1کنیم، همچنانکه در شکل  محور افقی قرار دارد. حال با استفاده از يک خط مستقیم اين دو نقطه را به هم وصل می

بدست آمده در « خط»ل شده است. پس نامعادله به معادله تبدي ،داده شده است. توجه داريد که برای سادگی در ترسیم

است. نه  01(ی نقاط کوچکتر يا مساوی ) نمودار بیانگر تمامیت محدوديت نیروی کار نیست. زيرا محدوديت شامل کلیه

 به صورت هاشور خورده نشان داده شده است. 3-2ی مربوط به محدوديت نیروی کار در شکل  ، ناحیه 01مقادير مساوی )=(

 

را در  Aی  گیرد. نقطه با استفاده از بررسی دو نقطه انجام می ،ت اول مدلصحت ترسیم ناحیه مربوط به محدوديحال آزمون 

را در محدوديت  Aی  (قرار دارد. مقدار نقطهنظر بگیريد. اين نقطه در تقاطع ) در 3-2شکل 

 مربوط جايگذاری کنید:

  

ساعت    

در  ،جزئی از ناحیه مربوط به محدوديت نیروی کار است. بنابراين از نظر رياضی واقعا Aی  گردد که نقطه مشخص می

دارای مختصات  Bی  بپردازيد. نقطه Bی  کند. حال به بررسی نقطه محدوديت مربوط صدق می

 ( است.)
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  ساعت  

قرار دارد. بنابراين از نظر رياضی نبايد در  ،خارج از ناحیه مربوط به محدوديت نیروی کار Bی  نقطه 3-2براساس شکل 

 نیست.  01کوچکتر يا مساوی  111دهد مقدار  صدق کند. همچنانکه بررسی رياضی نشان می ،محدوديت مربوط

ن داده شده است. خط مربوط به نشا3-3شود. همچنانکه در شکل  له ترسیم میامس ی هبه طريق مشابه، محدوديت مواد اولی

( می باشد و  ( و )حد فاصل بین نقاط ) ،دوم مدل ی معادله

 ( خط قرار گرفته است.کوچکتر يا مساوی ) ی به صورت هاشور خورده در منطقه ،ی مربوط به نامعادله دوم مدل ناحیه

 

آمده  3-0ر شکل ه نمايش هندسی محدوديتهای مدل به طور همزمان خواهد شد که دمنجر ب 3-3و  3-2ترکیب دو شکل 

شامل مجموعه نقاطی است که در هر دو محدوديت صدق خواهد کرد. به عنوان مثال  3-0خورده در شکل  است. ناحیه هاشور

 جواب»ند. بنابراين اين نقطه يک ک هر دو محدوديت مدل را ارضاء می Rی  نقطه در نظر بگیريد، 3-0را در شکل  T,S,Rنقاط 

ولی در محدوديت دوم  ،کند ( نقض میمحدوديت اول را ) Sمی باشد. نقطه « موجه

نیز به طريق مشابه  Tگويند. نقطه  می« جواب غیرموجه»ک کند. بنابراين آن را ي (صدق می)

 کند.  تهای مدل صدق نمیی غیرموجه است، چون در هیچ يک از محدودي يک نقطه
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مدل را ارضاء  يرا تمامی نقاط اين ناحیه، محدوديت هایشود. ز نامیده می« ناحیه موجه» 3-0ی شکل  ی هاشور خورده ناحیه

خواهد 1-2له امنجر به حداکثر سود شرکت تولیدی در مس ،نمايند. بنابراين يکی از نقاط اين ناحیه کنند و در آنها صدق می می

سود به  ای است که له، نقطهای اين مس ی بهینه است. نقطه« ی بهینه نقطه»سیمی حل مدل، يافتن رم بعدی در روش تشد. قد

 شود. حداکثر میی موجه،  ازای آن در ناحیه

 نقطه )جواب( بهینه -2-3-2 

قدار سود به ازاء آن ای است که بزرگترين م ی موجه تعیین نقطه ،ريزی خطی ر روش ترسیمی حل مدلهای برنامهدقدم دوم 

شود. برای بدست آوردن اين نقطه ابتدا تابع هدف را به ازای يک مقدار دلخواه ترسیم کنید. برای مثال اگر مقدار  حاصل می

 ريال باشد، تايع هدف عبارت خواهد بود از:  Z 811سود 

  

به  3-6باشد. نمايش هندسی اين تابع در شکل  ها می ی ترسیم خطوط مربوط به محدوديت شبیه رويه ترسیم اين خط کاملا

ريال در ناحیه موجه مدل قرار گرفته  811ه سود بچین آمده است. همچنانکه واضح است، تمام نقاط خط مربوط  صورت خط

همراه به  zريال برای  811بر روی اين خط ارزش معادل  است. خط بدست آمده نشان می دهد که هر ترکیبی از

 دارد. 
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ريال به مقادير بالاتر وجود دارد. چون بخشی از مقادير  811دهد، هنوز امکان افزايش سود از  نشان می 3-6همچنانکه شکل 

ريال  1611ريال و  1211اند. برای مثال به مقادير  ريال قرار گرفته Z=800وجود دارند که بالاتر از خط   موجه برای

 توجه کنید.  3-0در شکل  Zبرای تابع 

ولی بخشی  ،ريال خارج از ناحیه موجه قرار گرفته است Z=1200مشخص شده است، بخشی از خط  3-0همچنانکه در شکل 

 از خط هنوز در داخل ناحیه موجه قرار دارد. 
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ريال و يا  1211ريال به  811دهد که هنوز نقاط موجهی وجود دارند که امکان افزايش سود را از  بنابراين، اين خط نشان می

ريال باشد. بنابراين  1611ی موجهی وجود ندارد که سود حاصل از آن  بیشتر دارند. اين امر بدين معنی است که هیچ نقطه

 ريال است.  1211ريال و بیشتر از  1611شود که حداکثر سود حاصل از تولید محصولات کارخانه کمتر از  مشخص می

( بر مقدار شود که با دور شدن خط تابع هدف از مبدأ مختصات ) هده میمشا 3-0با بررسی شکل 

ای حاصل خواهد شد که خط تابع هدف  حداکثر سود در نقطه»توان گفت:  شود. با عنايت به اين خاصیت می سود افزوده می

 Bاين نقطه در مثال ما، نقطه « گیرد. ی موجه نسبت به مبدأ مختصات در دورترين فاصله قرار ضمن مماس بودن بر يک نقطه

 نشان داده شده است.  3-8است که در شکل 

شماری با خط  د. بديهی است، خطوط موازی بیرا به سمت بالا انتقال دهی Z=800ه ، خط مربوطBی  برای پیدا کردن نقطه

 قابل ترسیم است.  

ی موجه برسید. اين نقطه همان  ی ناحیه قال دهید تا به آخرين نقطهرا آنقدر به سمت بالای ناحیه موجه انت z=800خط 

» ، به ازاء آن حاصل خواهد شد، بنابراين، Zی موجه بهترين نقطه ای است که حداکثر سود،  است. پس آخرين نقطه Bی  نقطه

 بهترين جواب موجه است.« جواب بهینه
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 تعیین مقادیر متغیرهای تصمیم-2-3-3

ی بهینه است در مثال ما، همچنانکه  در نقطه  بدست آوردن مقادير LPدر رويکرد ترسیمی حل مدل سومین مرحله 

( قرار دارد. در تقاطع ) Bی  توان به طريق ترسیمی دريافت که نقطه بر می آيد، می 3-2از شکل 

ها با دقت زيادی انجام  دارد که ترسیم هندسی محدوديتی استخراج مقادير متغیرهای تصمیم در صورتی امکان  اين نحوه

 گرفته باشد. 

 

دقت لازم به عمل نیايد، ناچاريم مقادير متغیرهای تصمیم را به طور تقريبی استخراج کنیم. حال  ،چنانچه در ترسیم نمودار

ی موارد ترسیمی  بل استفاده در کلیهی کلی قا ای اشاره خواهد شد که به عنوان يک قاعده به رويه ب،برای تعیین مقادير جوا

 ی جواب را بیان کنیم.  ابتدا ناچاريم چند خاصیت نقطه ،اين قاعده ی است. برای ارائه

موجه است. اين نقطه  ی ی ناحیه يابد، به نقطه ای می رسیم که آخرين نقطه همچنانکه تابع هدف افزايش می 3-8در شکل 

چون نقاط مرزی شامل دورترين  .«اره در مرز ناحیه موجه قرار داردی بهینه همو نقطه»ناحیه موجه قرار دارد. پس « مرز»در 

ا برای جواب شود که تعداد نقاط کانديد باعث می ،ريزی خطی نقاط نسبت به مبدأ مختصات هستند. اين ويژگی مسائل برنامه

ای جواب بهینه را با استفاده از خاصیت ديگر بر اتوان تعداد نقاط کانديد به شدت کاهش يابد. با اين وجود باز می ،بهینه

 کاهش داد.  ،ريزی خطی برنامه
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مل نقطه ای قرار دارد. گوشه، شا ،از مرز« همواره بر روی يک گوشه»موجه،  ی علاوه بر قرار گرفتن در مرز ناحیه ،جواب بهینه

(و همچنین گیرد. مواد اولیه ) از خطوط مرزی قرار می« قل دو خطحدا»است که در تقاطع 

 3-2( در شکل C,B,Aباشد. گوشه های بدست آمده )نقاط  می خطوط )محورهای( مربوط به 

توان شود. می  مشخص می ،موجه ی ناحیه« حد»طها اين است که براساس اين نقا گذاری آن هستند. علت نام« نقاط حدی»

ما   قرار دارد. بنابراين در مثال« ی حدی جواب بهینه همواره در نقطه»خطی ريزی  به طريق رياضی ثابت کرد که در برنامه

ی حدی بهینه، آخرين نقطه ای است که خط تابع هدف در ناحیه  شود. نقطه د میومحد C,B,Aبه يکی از نقاط  ،جواب بهینه

 نشان داده شده است.  3-8شود. اين خاصیت در شکل  موجه بر آن مماس می

از تقاطع دو خط مرزی  Bاست. از آنجا که نقطه  Bی  گوشه ،يابیم که جواب بهینه میدر  3-2از شکل 

ا حل همزمان اين دو معادله توان ب بوجود آمده است، پس می 

 را بدست آورد.  و مقادير 

  

 اه معادلات را بنويسید:دستگ ضرب کرده و مجددا-0ر ( را د1طرفین معادله )

  

 از دستگاه معادلات داريم:  حال با حذف 

  

  

را نیز تعیین کرد. پس به کمک  مقدار ،به کمک يکی از معادلات اصلی ، می توانبنابراين با مشخص شدن مقدار

 ريم:( دا1معادله )
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 کنیم:  تعیین می(، را به ازاء گوشه )zحال مقدار تابع هدف؛ 

  

  

 Z=1360ريال 

 خلاصه کرده ايم.  1-2مشخصات هر يک از گوشه های موجه را بدست آورده و در جدول  ،ی فوق ا استفاده از رويهببنابراين 

 های موجه( مشخصات نقاط حدی )گوشه 1-2جدول 

 نام گوشه (و مختصات ) (Zمقدار تاربع هدف )

Z=1000 

Z*=1360 

Z=1200 

  

  

  

A 

B 

C 

دارای سود بیشتری است و از آنجا  (C,A، بهترين گوشه است. چون نسبت به ساير نقاط حدی )Bی  پرواضح است که گوشه

همان جواب  ،ريزی خطی، جواب بهینه همواره بر روی گوشه قرار دارد، پس اين نقطه که براساس خاصیت مدلهای برنامه

 خواهد بود. 1-2ی مدل ترکیب تولید در مثال  بهینه

ند. ارس ای جوابهای گوشه موجه میتحلیل مثال فوق و مفاهیم بیان شده، در حل ترسیمی ما را به سه خاصیت اساسی بر

 کند.  اين جوابها با جواب بهینه را بیان میی رابطه  ،خاصیت اول
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 3-2ی موجه است. اين خاصیت در شکل  يکی از جوابهای گوشه« قطعاَ»ريزی خطی،  له برنامهامس ی ( جواب بهینه1خاصیت 

تقاطع دو خط  است که از Bی  دی است. جواب بهینه نقطهبه وضوح ديده می شود. علیرغم اينکه مدل دارای نقاط مرزی متعد

 .باشد يعنی گوشه می مرزی تشکیل شده است،

 است.« متناهی»( تعداد جوابهای گوشه موجه 2خاصیت 

رسد. برای اينکه متوجه شويد که چرا در  د، اين خاصیت بديهی به نظر میی موجه وجود دار گوشه 0که فقط  1-2در مثال 

همزمان يک ی موجه جواب، واب گوشه جم که هر کنی وجه متناهی است، يادآوری مید جوابهای گوشه محالت کلی تعدا

معادله از n( معادله محدوديت انتخاب شده است. تعداد ترکیبات مختلف انتخاب m+nای است که از بین ) معادله nدستگاه 

 ( معادله موجود برابر با:m+nمیان )

  

دهد. در مثال  تعداد جوابهای گوشه موجه را نشان می« حداکثر»قابل شمارش است. البته اين عدد در حقیقت  است، که عددی

 باشد، تعداد  می 2(m=2) تعداد محدوديتهای کارکردی مساوی ( وn=2که تعداد متغیر تصمیم دو ) 2-1

  

های مدل را به طريق ترسیمی  به خوبی تعداد گوشه 3-11کل مورد آنها موجه است، ش 0گوشه برای مدل وجود دارد که فقط 

 نشان می دهد. 
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له بدست آمد. به عبارت ديگر، با بدست آوردن و امس ی و پس از انجام محاسبات لازم، جواب بهینه 2با استفاده از خاصیت 

، 3-1ه بدست خواهد آمد. جدول جواب بهین سرانجامموجه که تعدادی متناهی است،  ی های گوشهب مقايسه کردن تمام جوا

 دهد. را بخوبی نشان می 2حاصل استفاده از خاصیت 

خود )از نقطه نظر تابع هدف( بهتر باشد، « مجاور»موجه از تمام جوابهای گوشه موجه  ی گوشه ب( چنانچه يک جوا3خاصیت 

 ت(.موجه بهتر خواهد بود )يعنی جواب بهینه اس ی در اين صورت از تمام جوابهای گوشه

ی موجه  نسبت به دو گوشه Bی  را دريافت. در شکل مشخص است که گوشه 3توان صحت خاصیت  بخوبی می 3-11در شکل 

 ببیشتری برخوردار است. پس اين گوشه، جوا Zاز مقدار  1-2هتر است چون بر اساس جدول ب A,Cيعنی   ،مجاور خود

يعنی مبدأ مختصات  ،ی موجه مجاور خود شهنسبت به دو گو Aی   ی مدل است. در حالی که گوشه بهینه

 ، ازدأ مختصاتباز چنین خاصیتی برخوردار نیست. يعنی علیرغم بهتر بودن نسبت به م B( و )

در آن است  3اهمیت خاصیت »بهینه نخواهد بود.  ی موجه قطعاَ ار است. پس اين گوشهدربرخو Bکمتری نسبت به  Zمقدار 

 « دن جواب بهینه لازم نیست تا تمام جوابهای گوشه موجه را آزمايش کرد.که برای بدست آور

به  LPريزی خطی، مراحل رويکرد ترسیمی حل مدل  ی حل مدل برنامه گانه حال با توجه به مفاهیم بیان شده و خواص سه

 شود:  صورت زير خلاصه می

یین موجه را تع ی ه ناحیهلنید. با توجه به نوع نامعادمحدوديتهای مدل را در قالب يک معادله در دستگاه مختصات رسم ک-1

  .(ر بزنیدرا هاشوکنید )فضای مشترک محدوديتها 

بهینه به سمت مناسب ی  ع هدف را برای تعیین نقطهبتابع هدف را به ازای يک مقدار دلخواه ترسیم کنید، سپس خط تا-2

 شود.  ست که تابع هدف بر آن مماس میی موجه ا ی ناحیه آخرين نقطه ،ی بهینه د. نقطهانتقال دهی

 ی بهینه تعیین گردد.  ی بهینه را حل کنید تا مقادير متغیرهای تصمیم در گوشه دستگاه معادلات مشترک گوشه-3

 «يا»

های ناحیه موجه را حل کنید تا ارزش متغیرهای تصمیم در هر گوشه تعیین  دستگاه معادلات مربوط به هر يک از گوشه-2

 شود. 
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ی  به ازای آن گوشه مشخص شود. ضمن مقايسه Zتا مقدار  ،گذاری کنید های موجه را در تابع هدف جای قادير گوشهم-3

 ی بهینه را معین کنید. ، گوشهZمقدار 

 روش حل ترسیمی برای یك مدل حداقل سازی -2-4

بود. نشان داد. به عبارت ديگر  ريزی خطی را که هدف آن حداکثر کردن سود مراحل حل روش ترسیمی مدل برنامه 1-2مثال 

ريزی خطی با تابع هدف  )حداکثرسازی( بود. چنانچه يک مدل برنامه« Max»از نوع  1-2له بیان شده در مثال اتابع هدف مس

«minimize (min)- توان به حل آن با استفاده از روش ترسیمی  دو متغیره نیز وجود داشته باشد، می -حداقل سازی

 پرداخت. 

 مدل حداقل سازی زير را در نظر بگیريد:  2-2مثال 

  

S,t: 

  

  

  

ی  ب بهینهشرح زير به ذکر آنها برای رسیدن به جوامراحل حل ترسیمی مدل فوق کاملاً مشابه مدل حداکثرسازی است که به 

 پردازيم.  مدل فوق می

 نشان داده شده است. 3-11ت مربوط به دو محدوديت مدل است. همچنانکه در شکل اولین قدم، رسم معادلا
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(مربوط به هر دو ود بزرگتر يا مساوی )کنیم. به طوری که قی ت را پیدا میدو محدودي ی مشترک موجه هر حال ناحیه

 دهد.  اين مهم را نشان مینیز به خوبی  3-12ی هاشور خورده، در شکل  محدوديت را بیان کند. منطقه

 ی بهینه است.  بعد از پیدا کردن ناحیه موجه، قدم دوم، تعیین دوم گوشه

 

فاصله نسببت به مبدأ « بیشترين»ای بود که دارای  ی مرزی، نقطه به خاطر داريد که در مدل حداکثر بهسازی ، بهترين نقطه

فاصله نسبت به مبدأ « کمترين»ای است که دارای  مرزی نقطهی  سازی، بهترين نقطه مختصات بود. برعکس در مدل حداقل

نسبت به مبدأ مختصات « ی حدی ين گوشهدورتر»ی بهینه،  اکثر سازی، گوشهمختصات باشد. به عبارت ديگر در مدل حد

 به مبدأ مختصات است. چون هر چه مقدار« ی حدی نزديکترين گوشه»ی بهینه،  ولی در مدل حداقل سازی، گوشه ،است
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-13اند. شکل  به خوبی بیان شده 3-13کمتر خواهد بود. مفاهیم فوق در قالب شکل  zمتغیرهای تصمیم کوچکتر باشد، مقدار 

دهد. همچنانکه تابع هدف به سمت پايین )مبدأ مختصات( انتقال  ( و خط تابع هدف را نشان میC,B,Aای ) نقاط گوشه 3

، Aی  است. به عبارت ديگر، گوشه Aی  شود، نقطه ی موجه با آن مماس می قهای که تابع هدف از منط يابد، آخرين نقطه می

 کند. را حداقل می zای است که بدون غیرموجه شدن خط تابع هدف، مقدار  آخرين گوشه

 

ت از تقاطع معادلا Aی  است. از آنجا که گوشه Aی  در گوشه آخرين مرحله در روش ترسیمی، پیدا کردن مقادير 

 حاصل شده است، پس داريم:  مرزی 

  

  

  

ی  ی تولید به ازاء گوشه ( مقدار هزينهعبارت است از ) 3-2ی مدل در مثال  ی بهینه بنابراين گوشه

 ، برابر است با:zبهینه 
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Z=24 

اين کار را « تمرين»شود دانشجويان عزيز به عنوان  را پیدا کرد که توصیه می C,Bهای  توان مختصات گوشه طريق مشابه میبه 

 انجام دهید. 

 ریزی خطی  موارد خاص در برنامه -2-5

( و maxريزی خطی به صورت حداکثر سازی ) در بخشهای قبلی اين فصل، اشکال اساسی و استاندارد برنامه

ريزی خطی وجود دارد. اگر چه اين دسته از مدلهای  ( بیان شد. با اين وجود، موارد خاصی از مسائل برنامهminسازی) حداقل

شويم.  ولی در اينجا با چگونگی تشخیص آنها و خواص هر يک آشنا می ،دهند رخ می یکمتر در دنیای واقع ،ريزی خطی برنامه

 زير است: ريزی خطی شامل حالتهای موارد خاص در برنامه

 جواب بهینه جداگانه -1

 فاقد ناحیه موجه )جواب( -2

 ناحیه جواب بیکران -3

 جواب تبهگن-0

 پردازيم. حال به تشريح هر يک از موارد فوق می

 جواب بهینه چندگانه -2-0-1

حداقل يا حداکثر  ،ريزی خطی در فرم استاندارد دارای يک نقطه )گوشه( بهینه هستند. تابع هدف در اين گوشه مسائل برنامه

ريزی  بهترين است. فرم خاصی از مدلهای برنامه ،ريزی خطی گردد. جواب بهینه در مقايسه با ساير جوابهای مدل برنامه می

نهايت است. به عنوان نمونه به  بی ،ی بهینه دارند. در اين نوع مدلها تعداد نقاط بهینه خطی وجود دارد که بیش از يک گوشه

 د.ینتوجه ک 3-2مثال 

 ريزی خطی زير را در نظر بگیريد: له برنامهامس 3-2مثال 

  

S,t: 
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 شود.  ديده می 3-10نمايش هندسی، حل اين مدل در شکل 

فته است. قرار گر  شود خط تابع هدف، موازی با خط محدوديت  همچنانکه در شکل ديده می

يابد، بجای  به عبارت ديگر شیب هر دو خط با همديگر يکسان است. بنابراين همچنان که خط تابع هدف به بالا انتقال می

شود. اين بدان معنی است که تمامی نقاط قرار گرفته  منطبق می C,Bخط رابط نقاط  مماس شدن با يک نقطه حدی، بر پاره

خط سودی مساوی  و به عبارت بهتر، هر نقطه بر روی اين پاره گیرند ی مدل قرار می بهینه جزء نقاط BCخط  بر روی پاره

(Z=1200)1200 گويند. با « جواب بهینه چندگانه»ريزی خطی، مدلهای دارای  خواهد داشت. اين نوع مدلها را در برنامه

به عنوان  BCخط  پس نقاط انتها پاره ( خواهیم بود،1ريزی خطی به دنبال گوشه بهینه )خاصیت  توجه به اينکه در برنامه

 شوند.  همديگر نیز گفته می« جايگزين»ی  ، جوابهای بهینهC,Bی  های بهینه شوند. گوشه گوشه های بهینه تعريف می

 

ی  با سود حداکثر هستند. با اين نگاه جواب بهینه ،گیری متفاوت گیری، درصدد يافتن سناريوهای تصمیم مديران برای تصمیم

پذيری لازم و قدرت مانور  گیری خود دارای انعطاف انه برای مديران خشنودکننده نیز هست! چون مدير در تصمیمچندگ

گیری می  مدير با دو سناريوی بهینه روبرو است. که با توجه به شرايط تصمیم 3-2مناسب خواهد بود. به عنوان نمونه در مثال 
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يعنی  ،استفاده کند Bی  تواند از گوشه طلبد، میبنچه شرايط بازار تنوع کالا را تواند سناريوی مناسب خود را انتخاب کند. چنا

 استفاده خواهد کرد.  cی  کند، از نقطه طلب می را (و اگر بازار شرايط حجم تولید در يک کالا)

 فاقد ناحیه موجه )جواب( -2-5-2

له امس ،ی مشترک پیدا کرد. بنابراين های مدل ناحیه ی محدوديت یهتوان برای کل نمی ،ريزی خطی در برخی از مسائل برنامه

ی اين دسته از مدلها را در مثال  بی معنا است. نمونه ،ی موجه خواهد بود. در اين گونه مدلها پیدا کردن جواب بهینه فاقد ناحیه

 خواهید ديد.2-0

  ريزی خطی زير را در نظر بگیريد: له برنامهامس 0-2مثال   

  

S,t: 

  

  

  

  

ی موجه هر يک از محدوديتهای مدل فوق است. همچنان که مشخص است، محدوديتهای مدل  بیانگر منطقه 3-10شکل 

توان برای  بنابراين نمیهای مدل در تناقض با همديگر هستند.  مشترک نیستند. به عبارت ديگر محدوديت ی دارای ناحیه

 ی مشترک پیدا کرد.  ی آنها ناحیه همه
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در هیچ يک از آنها صدق  Bی  کند و نقطه را ارضاء می در شکل فوق فقط محدوديت  Aی  نقطه

ه موجه فاقد ناحی 0-2پس مدل مثال  افت که در هر سه محدوديت صدق کند،ای نمی توان ي از آنجا که هیچ نقطه کند، نمی

در عالم واقع وجود خارجی ندارند. علت بروز چنین  ،موجهی فاقد ناحیه  مسلم است، مدلهایل حل نیست. آنچه باست و قا

له و اله و مشاهدات غیرواقعی از محیط سازمانی است. گاهی اوقات نیز علیرغم تعريف صحیح مسامدلهايی تعريف نادرست مس

ی چنین  شوند، در نتیجه چنین مدلی ايجاد می شود با مشاهده ه دچار خطا میلای درست، در فرموله کردن مس مشاهده

 بايد درصدد رفع عیب آن برآمد.  ،لهاوضعیتی برای مدل مس

 ناحیه جواب بیكران  -2-5-3

 موجه در ی یهشود. به عبارت ديگر ناح حصور نمیی محدوديتها م در برخی از مسائل ناحیه موجه مدل طراحی شده، به وسیله

شود. در چنین مدلهايی ممکن است تابع هدف به نحو نامحدودی افزايش )کاهش( يابد و  میان معادلات مرزی بسته نمی

 هايی است.  ی خوبی از چنین مدل نمونه 0-2مدل ارائه شده در مثال  .ی حداکثر )حداقل( نرسد گاه به نقطه هیچ

 مدل زير را در نظر بگیريد:  0-2مثال 

  

S,t: 
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به  گون حد و مرزی در حال افزايش است، نشان داده شده است که چگونه تابع هدف اين مدل بدون هیچ 3-16در شکل 

 شود.  گاه جواب بهینه حاصل نمی طوری که هیچ

 

ارجی وجود خ ،ريزی خطی ین مورد خاصی از برنامهواضح است که سود نامحدود در عالم واقع غیرممکن است. بنابراين چن

 له و يا اشتباه در فرموله کردن آن خواهد بود. ااشتباه در تعريف مس د. علت پديد آمدن چنین حالتی،ندار

ای هستند .  دارای جواب بهینه گوشه ،موجهی ريزی خطی وجود دارند که علیرغم بیکران بودن ناحیه  مدلهايی از برنامه

 شود.  ديده می 3-10و شکل  6-2از اين نوع مدلها در مثال  ای نمونه

 مدل زير را در نظر بگیريد:  6-2مثال 

  

S,t: 
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یدا کرد ای را پ توان گوشه بیکران است و می ،لهافضای موجه مس ،شود مشخص می 6-2همچنانکه از روش ترسیمی حل مثال 

یکران دارای گوشه بناحیه جواب »شود. بنابراين، اين نوع مدلها را مدلهای دارای  حداکثر می ،که تابع هدف به ازای آن گوشه

که مقدار تابع هدف به ازای آن بارت است از : ی بهینه در مدل فوق ع ويند. گوشهگ« بهینه

 مساوی است با: 

  

 ب تبهگنجوا-2-5-4

مرزی  ی از بیش از دو معادله ،ای موجه مرزی کافی است. اگر گوشه ی دو معادله ،ريزی خطی برای تشکیل هر گوشه در برنامه

با تعداد معادلاتی که از گوشه  ،تشکیل شود، برخی از معادلات در آن زايد خواهند بود. تعداد معادلات مرزی زايد مساوی است

-2يند. مثال گو« تبهگن»ی  گوشهرا ، که آن ی مرزی تشکیل شده باشد ای که از بیش از دو معادله گوشه 2منهای  ،گذارند می

 باشند.  بیانگر مفهوم تبهگنی می 3-18و شکل  0

 ريزی خطی زير را در نظر بگیريد:  له برنامهامس0-2مثال 

  

S,t: 
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واقع  Bی  شود. همچنانکه واضح است، جواب بهینه در گوشه ديده می 3-18ه روش ترسیمی در شکل بفوق  ی  لهاحال مس

 از سه معادله مرزی: Bی  ( است. گوشهشده است که )

  

  

  

 

با ترکیب دو  Bی  واضح است که يکی از معادلات مرزی فوق زايد است. گوشهه تعريف گوشه، بتشکیل شده است با توجه 

ی تبهگن باشد، به  ای گوشهرای که دا لهاو مس گويند« بهگنگوشه ت»ای را  آيد. چنین گوشه میاز معادلات فوق بدست  معادله

 شود.  ريزی خطی تعريف می عنوان يکی از حالتهای خاص برنامه

 ،ی موجه تبهگن( باشند ا گوشهيهگن بت ی ی تبهگن )گوشه بهینه ريزی خطی که دارای گوشه برنامه پس آن دسته از مدلهای

 ريزی خطی معروف هستند. به مدل تبهگن برنامه
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 ریزی خطی فرم استاندارد مدل برنامه-2-6

دارای شکل استاندارد  له وقتیاشود. يک مس ريزی خطی با تبديل آن به يک مدل استاندارد، آغاز می ی برنامه لهاحل هر مس

 است که :

 تابع هدف آن ماکزيمم باشد.  -

 باشند؛  همگی قیدها به صورت  -

 تمامی متغیرها غیرمنفی باشند.  -

 در صورتی که هر يک از سه شرط فوق نقض شوند، شکل مساله استاندارد نخواهد بود. 

 ر است: ريزی خطی مدل استاندارد به شرح زي شکل کلی برنامه

  

  

  

  

  

  

 متغیرهای کمبود و مازاد  -2-7

گیر است، در روش سیمپلکس با استفاده از متغیرهای غیرمنفی،  از آنجا که در نامعادلات، انجام عملیات رياضی مشکل و وقت

اضافه شده آنها را به  کنند. اين متغیرها يا به سمت چپ قیدهای  محدوديتها را به معادله تبديل می نامعادلات مربوط به

شود که در اين  کم می شوند و يا از سمت چپ قیدهای  کنند که در اين صورت متغیر کمبود نامیده می تساوی تبديل می

شود. در صورت اضافه  برای نشان دادن متغیرهای کمبود و مازاد استفاده می از نماد  شوند. حالت متغیر مازاد نامیده می

 فرم استاندارد، شکل کلی آن به صورت زير درخواهد آمد:  ی لهاکردن اين متغیرها به مس
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  ریزی خطی روش جبری حل مسائل برنامه-2-8

معادله مربوط به قید و تابع  mی خطی ) معادله m+1ريزی خطی فرم استاندارد، بعد از اضافه کردن متغیرهای کمکی ،  برنامه

ی  معادله mاست، با حل همزمان  از  تابعی z( خواهد داشت. اما از آنجا که z,s,xمتغیر )شامل  m+n+1هدف است( و 

معادله  mنیز به دست خواهد آمد. به اين ترتیب يک دستگاه با  zمتغیر است، مقدار  m+nی  مربوط به قیدها که دربرگیرنده

رد(. يکی از متغیر خواهیم داشت که تعداد جوابهای آن نامعین است )يا بدون جواب است يا تعداد نامحدودی جواب دا m+nو 

ای است که تعداد متغیرها با معادلات برابر  روش ها برای تعیین جواب اين گونه دستگاهها، کاهش تعداد متغیرها به اندازه

شود. در روش سیمپلکس نیز  ای که بیش از تعداد معادلات هستند، مقدار صفر داده می شوند. بدين منظور به متغیرهای اضافه

 شود.  می اين شیوه به کار گرفته

کند که  موجودی آن در ماده  ای استفاده می يک کارگاه کوچک به منظور تولید دو نوع محصول، از ماده ی اولیه (8-2مثال 

سه واحد « ب»واحد از ماده اول و برای تولید هر واحد محصول  2، مصرف «الف»واحد است. برای تولید هر واحد محصول  20

واحد است. در صورتی که سود هر واحد از  8و  6تقاضای ماهانه برای اين دو محصول به ترتیب  از اين ماده لازم است. حداکثر

 ريزی خطی و نمودار آن به صورت زير خواهد بود: تومان باشد مدل برنامه 3و 0محصول اول و دوم به به ترتیب 
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 برای حل اين مساله، ابتدا بايد قیدها را با اضافه کردن سه متغیر کمبود، به تساوی تبديل کرد: 

  

  

  

  

  

متغیر انتخاب و همزمان  0-3=2نهايت جواب دارد. برای حل آن کافی است به طور اختیاری  قید، بی 3متغیر و  0اين معادله با 

آيد، قابل حل و تنها دارای يک  ای که بدين ترتیب به دست می ای سه متغیره به آنها مقدار صفر داده شود. دستگاه سه معادله

 باشد، آنگاه: جواب خواهد بود. فرض کنید 

  

  

  

 ريزی خطی به شرح زير است:  جواب برای مدل برنامه خواهد شد که شامل يک
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کند. برای پیدا کردن  بوده و شرط غیرمنفی بودن متغیرها را برآورده نمی که جوابی غیرموجه است؛ زيرا 

 م داشت:کنیم. در نتیجه خواهی را معادل صفر قرار داده، دستگاه را حل می s1,s3جواب ديگر، اين بار 

  

اين جواب موجه است، زيرا در تمامی معادلات صدق کرده و شرط غیرمنفی بودن متغیرها را داراست. هر مرتبه، با انتخاب دو 

 آيد.  متغیر، که حداقل يکی از آنها جديد باشد، جوابی جديد به دست می

متغیر است، ترکیبات مختلفی  m+n=5معادله و  m=3رای ی جوابهای ممکن در دستگاه مذکور، که دا ی کلیه برای محاسبه

 شود:  ی زير محاسبه می از متغیرها وجود دارد که از رابطه

  

له است؛ جوابی موجه که مقدار تابع هدف را در بهترين وضعیت ااين مس ی ده جواب وجود دارد که يکی از آنها جواب بهینه

 دهد.  قرار می

 ریزی خطی به روش سیمپلكس رای حل مساله برنامهتعاریف اساسی ب

ريزی خطی، نیازمند تعريف و به کارگیری اصطلاحاتی است که در ادامه به بیان آنها خواهیم پرداخت.  برنامه ی حل هر مساله

متغیر  m متغیر، m+nقید و  mای با  در قسمت قبل گفتیم که بعد از اضافه کردن متغیرهای کمبود برای حل دستگاه معادله

متغیر مساوی صفر را متغیر غیرپايه  nمتغیر غیرصفر را متغیر پايه و  Mدهیم.  متغیر را مساوی صفر قرار می nرا نگاه داشته، 

نامند. بنابراين متغیرهايی که دارای مقدار صفرند، متغیرهای غیرپايه و متغیرهايی که دارای مقدار غیرصفرند، متغیر پايه  می

شود. جواب پايه  متغیر جواب پايه نامیده می mمعادله و  mی به دست آمده از حل  جواب دستگاه معادله شوند. نامیده می

متغیر موجود در  m+nای است که درآن به طور همزمان برای  متغیر صفر نیز هست. جواب پايه موجه، جواب پايه nشامل 

ای غیرموجه  ق کند. عدم برقراری اين شرط به جواب پايهمتغیر آن صفر است، شرط غیرمنفی بودن متغیرها صد nدستگاه که 

. توجه شود ای موجه بهینه نامیده می ايهای موجه، مقدار تابع هدف را بهینه کند، جواب پ شود. چنانچه جواب پايه منجر می

نقاط  ی دهنده نشان ای غیرموجه، ی موجه و جوابهای پايه نقاط گوشه ی دهنده ای موجه، نشان داشته باشید که جوابهای پايه

 ی غیرموجه نیز هستند. گوشه
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 روش سیمپلكس برای حل مسائل استاندارد-2-9

 اصول اساسی روش سیمپلكس -2-9-1

ريزی خطی وجود دارد؛ ولی اين روش برای حل  امکان حل مسائل برنامه قبل،اگر چه با روش جبری ارائه شده در بخش 

شوند و هم جوابهای غیرموجه. در  ر روش جبری هم جوابهای موجه محاسبه میريزی خطی کارا نیست؛ چون د مسائل برنامه

شود. به عبارت ديگر  صورتی که جواب بهینه، جوابی موجه است و پیدا کردن جوابهای غیرموجه، موجب افزايش محاسبات می

 طی نیست. ريزی خ برنامه ی مند برای يافتن جواب بهینه در مساله روشی نظام ،توان گفت روش جبری می

به طور اساسی بر مبنای همان اصول جبری ذکر شده  ،( آن را ارائه کرد1201-63روش سیمپلکس که دانتزيگ در سالهای )

 در قبل است؛ اما با دو تفاوت: 

 شود)اصل بهینگی(.  ای منجر به مقادير نامناسبی برای تابع هدف نمی اول اينکه در روش سیمپلکس جوابهای پايه

جوابهای غیرموجه در طول عملیات سیمپلکس حاصل نمی شود )اصل موجه بودن(. علاوه بر اين، روش سیمپلکس دوم اينکه 

کند. بر اين اساس، عملیات روش  ی عملیات )سنجش بهینگی( ارائه می معیاری جبری برای تعیین جواب بهینه و خاتمه

يابد. در هر مرحله از  های مجاور موجه بهتر، ادامه می سیمپلکس با يک جواب موجه ابتدايی، شروع و با حرکت بر روی گوشه

جواب مطلوبتر شده، در نهايت جواب بهینه به دست می آيد. چارچوب اين روش برای رسیدن به جواب بهینه چنین  ،عملیات

 است: 

 ی گوشه ی موجه ابتدايی شروع کنید.  قدم ابتدايی: از يک نقطه

 جه مجاور بهتر، حرکت کنید. ی مو ی گوشه قدم تکراری: به يک نقطه

ی موجه مجاورش بهتر شد، جواب بهینه حاصل شده است و بايد توقف  ی گوشه ی موجه از نقاط گوشه توقف: هرگاه يک نقطه

 کنید. 

را که قبلاً به  8-2مربوط به مثال  ی شود. مساله همواره با پیدا کردن يک جواب موجه آغاز می ،در روش سیمپلکس، عملیات

بری حل شده است، مجدداً مورد توجه قرار دهید. مساله بعد از اضافه شدن متغیرهای کمبود، به صورت زير درخواهد روش ج

 آمد:
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ای  آيد؛ يعنی در دستگاه معادله دست می متغیر برابر صفر قرار گیرد جواب ابتدايی برای اين مساله به n=2چنانچه تعداد 

ای شوند(. اين دو متغیر يعنی  معادله بايد به دو متغیر مقدار صفر اختصاص يابد )دو متغیر غیر پايه 3متغیر و  0متشکل از 

قدار اند و م  ماند که متغیرهای پايه ، متغیرهای تصمیم هستند. به اين ترتیب، سه متغیر کمبود باقی می

(. بنابراين، جواب موجه آنها برابر با اعداد ثابت سمت راست معادلات است )

 ای ابتدايی برای اين مساله عبارت است از:  پايه

(1                    )1                       =  

(1                    )6                      =  

(2                    )8                    =  

(3                       )20 =           

 ای موجه ابتدايی       جواب پايه

 

 معادلات هستند. ی ای و اعداد داخل پرانتز شماره  رهای پايهمتغیرهای داخل دايره متغی :تذکر

 ای ابتدايی توجه کنید:  ی بحث، به نکات زير در خصوص خواص جبری جواب پايه قبل از ادامه
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در  ای  است. به بیان ديگر، ضرايب متغیرهای پايه ای  ی تابع هدف شامل متغیرهای غیرپايه معادله -1

 ( برابر با صفر است. zتابع هدف صفرند؛ بنابراين مقدار تابع هدف )

+ در همان معادله و ضريب صفر در ساير معادلات است. به 1در هر معادله دارای ضريب  ای  هر متغیر پايه -2

 دارد. + و در بقیه معادلات ضريب صفر1ی خود ضريب  ای در معادله عبارت ديگر، هر متغیر پايه

 دهند و مقدار ساير متغیرها، صفر است. ای را نشان می اعداد سمت راست معادلات مقدار متغیرهای پايه -3

 اين خصوصیات صادق است.  ،ای ابتدايی نیست، بلکه در تمام مراحل سیمپلکس نکات فوق منحصر به جواب پايه

 ای موجه بهتر  جواب پایه -2-9-2

آيد که اين چهارگام را يک تکرار  ای موجه بعدی در چهارگام به دست می ابتدايی، جواب پايه بعد از پیدا کردن جواب موجه

 نامند.  می

 ای شدن )انتخاب متغیر ورودی(.  ای برای پايه انتخاب يک متغیر غیرپايه-1

 ای شدن )انتخاب متغیر خروجی(.  ای برای غیرپايه انتخاب يک متغیر پايه-2

 جديد.ای  محاسبه جواب پايه-3

 ای جديد )سنجش بهینگی(.  بررسی شرط بهینه بودن جواب پايه-0

يابد؛ در غیر اين صورت عملیات تا يافتن جواب بهینه يا نتايج ديگری که  اگر جواب موجه و بهینه باشد عملیات خاتمه می

 يابد. دارد، ادامه می« جواب نامحدود»است يا « بدون جواب موجه»نشان دهد مسأله 

 ای جديد)شرط بهینگی روش سیمپلکس( گام اول: انتخاب متغیر ورودی برای جواب پايه -2-2-2-1

ترين مافزايش مقدار تابع هدف تا حد ممکن مورد نظر است. بنابراين، مه  استاندارد، دارای تابع هدف ماکزيمم بوده، ی مساله

ابع هدف شود. اين امر با انتخاب متغیری صورت تواند موجب بیشترين افزايش در مقدار ت ، می«متغیر ورودی»انتخاب برای 

پذيرد که بزرگترين ضريب مثبت را در تابع هدف مساله يا بزرگترين ضريب منفی را در تابع هدف مساوی صفر يا در جدول  می

 سیمپلکس داشته باشد. برای مثال تابع هدف زير را در نظر بگیرند:
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مقدار مثبت است، بايد به عنوان متغیر ورودی انتخاب شود. در صورت  ندارای بیشتري از آنجا که در اين تابع هدف ضريب 

 شود:  ی زير تشکیل می ی تابع هدف، معادله انتقال متغیرها به سمت چپ معادله

(1                                 )  

 شود.  رين ضريب منفی انتخاب میبه دلیل دارا بودن بزرگت در اين حالت نیز 

 ای جديد)شرط موجه بودن برای روش سیمپلکس( گام دوم: انتخاب متغیر خروجی برای جواب پايه -2-2-2-2

مجموعه  بايد از ( ياای فعلی ) ، يکی از متغیرهای پايه به مجموعه متغیرهای پايه ای جديد با ورود متغیر پايه

ای  ای شود. برای انتخاب متغیر خروجی، ابتدا بايد به اين نکته توجه کرد که در جواب پايه ای خارج و غیرپايه متغیرهای پايه

ای موجه باقی  جديد، با ورود متغیر جديد، تا آنجا که ممکن است مقدار تابع هدف افزايش يابد )تا حدی که متغیرهای پايه

بايد برای خروج انتخاب گردد که مقدار آن متغیر با ورود متغیر  ،ای فی نشود(. بنابراين، آن متغیر پايهبماند و مقدار آنها من

 توجه کنید.  2-2رسد. به منظور درک چگونگی انتخاب متغیر خروجی به معادلات مثال  ورودی به صفر می

(1                           )6 =  

(2                )         8  =  

(3                    )  

منفی و در نتیجه  s1ای  بیشتر شود، متغیر پايه 6از  x1است. اگر  x1 ،6حداکثر افزايش مجاز مقدار  2ی شماره  در معادله

صفر است. در  2در معادله  x1ضريب  گذارد؛ زيرا نمی s2ايی  تأثیری بر متغیر پايه x1افزايش  2شود. در معادله  موجه می

را منفی و در نتیجه  s3، مقدار 12( و افزايش آن بیش از است ) 12حداکثر  x1افزايش مجاز  3ی شماره  معادله

اشد. شايان ذکر است ب 6تواند  می x1نبايد با افزايش ياغیرموجه خواهد ساخت. از آنجا که هیچکدام از متغیرهای،

گذارد )اين  ی سوم به تدريج رو به کاهش می در معادله در معادله اول و  ، مقدار6از صفر تا  x1با افزايش تدريجی 

خواهدشد. با افزايش 12مساوی  مساوی صفر و شود، افزايش تأثیری بر معادله دوم ندارد( و وقتی 

ماند.  باشد، همچنان غیرمنفی باقی می 12کمتر از  تا وقتی که افزايش شود، ولی  منفی می مقدار  6از  بیشتر

 باشد. 6، فزايش اين است که حداکثر ا و بنابراين، شرط منفی نشدن هر دو متغیر
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 شود، اصل موجه بودن گويند.  ی متغیرها می اصل انتخاب متغیر خروجی را که موجب غیرمنفی شدن کلیه

ی انتخاب متغیر خروجی ارائه شده است. برای هر معادله از مجموعه معادلات موجود، نسبت  ی رويه خلاصه 2-2در جدول 

ای که  ای مربوط به معادله گردد و متغیر پايه )ضريب متغیر ورودی( محاسبه میبه ضرايب مثبت  (اعداد سمت راست )

ی محاسبه متغیر خروجی برای  شود. جدول زير نحوه کمترين نسبت محاسبه شده را دارد، به عنوان متغیر خروجی انتخاب می

 مثال فوق است.

 متغیر خروجی  گیری در مورد انتخاب تصمیم-2-2جدول 

 مجموعه معادلات موجود                                      که در آن  

 متغیر ورودی است

                         حداقل 

                                          

                           

 متغیر خروجی است. تصمیم: 

 

 ای جديد: گام سوم: محاسبه جواب پايه-2-2-2-3

به عنوان  به عنوان متغیر ورودی جديد انتخاب و وارد مجموعه متغیرهای پايه ای گرديد و  طی مراحل قبل متغیر 

ای نخواهد بود(. در اين مرحله محاسبات برای به دست  ای جديد، جزو متغیرهای پايه جی برگزيده شد )جواب پايهمتغیر خرو

 کنیم. ای پیشین را دوباره طرح می پذيرد. به منظور پیوستگی کلام، جواب پايه ای جديد صورت می آوردن جواب پايه
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(1 )       

 =متغیر خروجی( = متغیر ورودی و ( جواب ابتدايی )1)

(2) 

(3 ) 

غیرپايه و  و  ، دو متغیر3و2، 1کنید از پنج متغیر موجود در معادلات  طور که مشاهده می همان ،در جواب ابتدايی فوق

ای وجود دارد  يهفقط يک متغیر پا هستند. از آنجا که در هر معادله، اولا ای پايه يادارای مقدار صفرند و سه متغیر ، 

، متغیر 1ی  ای به راحتی میسر است. مثلاً در معادله + دارد دستیابی به مقدار متغیر پايه1ای ضريب  اين متغیر پايه و ثانیا

ای مربوط به هر معادله  ور که اشاره شد متغیر پايهط است. بنابراين همان 6+ بوده، مقدارش برابر با 1دارای ضريب  s1ای  پايه

است ای جديد نیز که ورودی آن + و در ساير معادلات ضريب صفر داشته باشد. در جواب پايه1بايد در آن معادله ضريب 

ای محسوب  متغیر پايه د و ای نخواهد بو متغیر خروجی پايه ، 1ی  همین شرط بايد برقرار باشد؛ يعنی در معادله

+ و در ساير معادلات صفر باشد. معادله متغیر خروجی را سطر لولا و ستون متغیر 1در اين معادله  شود و بايد ضريب  می

ی معادلات تشکیل دهنده،  کلیهدر  سطر لولا و ضرايب  1گويند. در اين مرحله از محاسبه، معادله  ورودی را ستون لولا می

 ستون لولاست. 

جردن شامل دو  -+ و در ساير معادلات ضريب صفر پیدا کند از روش حذفی گاس1ضريب  1در معادله  برای اينکه 

 شود:  دستورالعمل زير استفاده می

اين عمل در سیمپلکس برای سطر لولا ضرب )يا تقسیم( کردن دو طرف يک معادله در )يا بر( يک عدد ثابت غیر صفر. -1

 پذيرد.  صورت می
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شود.  ی ديگر. اين عمل برای به دست آوردن ساير معادلات انجام می جمع )يا تفريق( مضربی از يک معادله با )يا از( معادله-2

ای  ن معادله در جواب پايهشود، تا وضعیت جديد اي به عبارت ديگر مضربی از سطر لولا با ساير معادلات جمع، يا از آنها کسر می

 جديد مشخص شود.

جردن  -است نیازی به بکارگیری دستورالعمل اول روش گاس 1،  ( ضريب1در اين مثال، از آنجا که در سطر لولا )معادله 

جمع  3را با معادله  1ر معادله براب -2ی صفر و  را با معادله 1ی  برابر معادله 0از ساير معادلات  نیست. اما برای حذف 

جردن استفاده نشده است. با  -صفر بوده است، از دستورالعمل دوم گاس از قبل ضريب  2کنیم. از آنجا که در معادله  می

 ی موجه جديد است: انجام عملیات فوق مجموعه معادلات زير به دست می آيد که بیانگر جواب پايه

(1 )       

 ( اولین جواب اساسی )تکرار اول(1)

(2) 

(3 ) 

ای ابتدايی( عبارت است از:  ای، بعد از جواب پايه ای جديد )اولین جواب پايه بنابراين، جواب پايه

ای معادل  که مقدار تابع هدف به ازای اين جواب پايه 

 آيد دارای خصوصیات ذيل هستند:  یجردن به دست م -است. معادلاتی که از عملیات حذفی گاس 31

است. به عبارت ديگر، ضريب متغیرهای  ای  ی جديد تابع هدف )معادله صفر( شامل دو متغیر غیر پايه معادله-1

 در معادله صفر، برابر با صفرند.  ياای  پايه

 + در تنها يک معادله هستند.1دارای ضريب ياای جديد  هر کدام از متغیرهای پايه-2
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 zو مقدار ياای  ی مقدار متغیرهای پايه دهنده ، اعداد سمت راست معادلات، نشان2براساس ويژگی شماره -3

 هستند.

 ای جدید گام چهارم: سنجش بهینگی جواب پایه -2-9-2-4

ای جديد، بررسی اين امر که آيا اين جواب بهترين جواب بوده، بیشترين مقدار را برای  ن هر جواب پايهبعد از به دست آورد

 وجود دارد، ضروری است. با افزايش مقدار  31از  zدر بر خواهد داشت يا نه و اينکه آيا امکان افزايش مقدار  zتابع هدف 

ماند و مقدارش همچنان صفر است(.  ای باقی می در تابع هدف غیرپايه دارد )وجود  zی صفر، امکان افزايش  در معادله

ای بهینه است که ضرايب تمامی متغیرهای موجود در تابع  ای به دست آمده، بهینه نیست. وقتی جواب پايه بنابراين جواب پايه

ای، بعد از به دست آوردن هر جواب  بودن جواب پايه ی تابع برای بررسی بهینه هدف غیرمنفی باشند. بررسی ضرايب معادله

( انتخاب متغیر خروجی ، انتخاب متغیر ورودی )0تا  1ای را، سنجش بهینگی گويند. بعد از تکرار مجدد گامهای  پايه

 : آيد ای جديد)دومین جواب( به دست می جردن، جواب پايه -( و انجام عملیات حذفی گاس)

(1 )       

 ( دومین جواب پايه )تکرار دوم(1)

(2) 

(3 ) 

  

اند، جواب فوق  ی صفر غیرمنفی جواب فوق است. از آنجا که ضرايب تمامی متغیرها در معادله  نشان دهندهشکل در  Bنقطه 

 می باشد.   Zبهینه بوده، بیانگر بیشترين مقدار برای 
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 م سیمپلكس الگوریت -2-11

ای از قوانین محاسباتی خلاصه و  در قسمت قبل با عملیات جبری در روش سیمپلکس آشنا شديد. اين عملیات در مجموعه

 شويد.  تحت عنوان الگوريتم سیمپلکس ارائه شده است که در اينجا با آن آشنا می

 ولفرم استاندارد به فرم قابل ورود به جدی گام اول: تبدیل مساله  -2-11-1

بعد از اضافه کردن متغیرهای کمکی به سمت چپ  ،ذکر شده در اين مثال ی مساله ،در نظر بگیريد را مجددا 8-2مثال 

 ها و تبديل آنها به معادلات و انتقال متغیرهای تابع هدف به سمت چپ تساوی، به صورت زير درخواهد آمد: نامعادله

(1                           )  

(1       ) 

 (2       )  

(3      )  

  

نمايش داده شده است. هر سطر از اين جدول متناظر با يک معادله از مساله  3-2مقادير متغیرهای معادلات فوق در جدول 

بیانگر معادلات مربوط به  3تا  1دلات . معا ی تابع هدف  است. معادله صفر، نشان دهنده

 قیدهای اول تا سوم است.

 گام اول جدول )ناقص( 3-2جدول 

 اعداد ثابت 

 سمت راست

 

 شماره سطر )معادله(

1 

6 

1   1    1   3-    0-    1 

1    1    1    1    1     1 

1 

1 
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8 

20 

1   1     1      1    1    1 

1   1    1     3     2     1 

2 

3 

 

 گام دوم: تعیین یك جواب موجه ابتدایی برای جدول مرحله قبل-2-11-2

و همگی اعداد سمت راست غیرمنفی باشند، متغیرهای کمبود به عنوان  در صورتی که تمامی قیدهای مدل به صورت 

ای جدول ابتدايی  متغیرهای پايه ای ابتدايی قابل استفاده اند. در اين مثال متغیرهای  جواب پايه

 توان جدول مرحله قبل را به صورت زير تکمیل کرد: اند.  به اين ترتیب می ای متغیرهای غیرپايه و

 گام دوم جدول )جواب ابتدايی( -0-2جدول 

 اعداد سمت راست
 

 متغیرهای پايه شماره سطر 

1 

6 

8 

20 

1   1    1   3-    0-    1 

1    1    1    1    1     1 

1   1     1      1    1    1 

1   1    1     3     2     1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

 

 ای موجه ابتدايی با استفاده از جدول فوق عبارت است از: جواب پايه

  

ای( از ستون چهارم )ستون اعداد سمت راست(  ستون اول )متغیرهای پايهبرای خواندن جدول کافی است مقدار متغیرهای 

موجود، ولی در ستون اول موجود نیست، صفر است. اين متغیرها، متغیرهای  ،خوانده شود. مقدار ساير متغیرهايی که در مساله

 ای هستند.  غیرپايه

 گام سوم: انتخاب متغیر ورود:-2-11-3
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ای که بزرگترين قدر مطلق را دارد(، در سطر صفر انتخاب  ، کافیست منفی ترين عدد )عدد منفیبه منظور تعیین متغیر ورودی

در سطر صفر، منفی ترين عدد موجود و متغیر مربوط به  -0شود. متغیر مربوط به اين عدد، متغیر ورودی است. در اين مثال 

دهند. در صورتی  ستون لولا را تشکیل می 3و  2، 1در سطرهای  است. اعداد موجود در ذيل ستون متغیر  آن، متغیر 

وجود داشته باشد( متغیر  -0که در سطر صفر، عدد منفی با بزرگترين قدرمطلق، بیشتر از يکی باشد )مثلاً در سطر صفر دو تا 

 است، صورت می پذيرد.  -0ورودی با انتخاب اختیاری يکی از دو متغیری که ضريب آن 

 گام چهارم: انتخاب متغیر خروجی-2-11-0

برای هر سطر از جدول به جز سطر صفر، نسبت اعداد سمت راست به ضرايب مثبت متغیر ورودی )اعداد مثبت ستون لولا( را 

ی مربوط به ا )ضرايب منفی و صفر را در ستون لولا در نظر نگیريد(. متغیر پايه محاسبه کنید. اين نسبت عبارت است از 

به عنوان متغیر خروجی در نظر بگیريد. سطر مربوط به متغیر خروجی، سطر لولا  ،سطری که کمترين نسبت حاصله را دارد را

چون  2است. در سطر  و برای سطر سوم ، نسبت حاصل 1شود. در مثال فوق برای سطر نامیده می

و مربوط به سطر اول بوده، متغیر  6شود. بنابراين کمترين مقدار نسبت حاصل  ن نسبت محاسبه نمیصفر است اي ضريب

 متغیر خروجی است. ای مربوط به اين سطر يعنی  پايه

 ای و حدول جدید برای جواب جدید گام پنجم: به دست آوردن جواب پایه-2-11-5

ای  به عنوان متغیر خروجی انتخاب شد، متغیرهای پايه به عنوان متغیر ورودی و ، متغیر 0و  3از آنجا که در مراحل 

ای  شود. در جدول جديد، هر متغیر پايه میجايگزين  خواهند بود و در اولین سطر جدول جديد جديد 

+ و در ساير سطرها ضريب صفر داشته باشد. بدين 1مربوط به آن متغیر است ضريب بايد در محل تقاطع سطر و ستونی که 

 شود: جردن استفاده می -منظور از روش گاس

( را مدنظر قرار دهید سطر متغیر خروجی سطر لولا، ستون متغیر ورودی، ستون لولا و عدد محل تقاطع 0-2جدول فعلی )-1

 گام پنجم جدول  -0-2جدول        سطر و ستون لولا عدد لولاست.           

 اعداد سمت راست
 

 متغیرهای پايه شماره سطر 

1 1   1    1   3-    0-    1 1 Z 
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6 

8 

20 

1    1    1    1    1     1 

1   1     1      1    1    1 

1   1    1     3     2     1 

1 

2 

3 

  

  

  

 

در جدول جديد )توجه داشته باشید که در جدول جديد اولین سطر محاسبه شده سطر  1ی اعداد سطر  برای محاسبه -2

شوند. از آنجا  ( بر عدد لولا تقسیم می0-2جدول فعلی )جدول  1جايگزين سطر لولای جدول فعلی است(، تمامی اعداد سطر 

خواهد  0-2جدول  1شود، همان سطر  لولای جديد نامیده می جديد که سطر 1که عدد لولا در اين جدول يک است، سطر 

 بود. 

در  ( ساير اعداد ستون 6-2جدول  1برای محاسبه اعداد ساير سطرهای جدول جديد )به جز سطر لولای جديد = سطر  -3

 شود:  ز فرمول زير استفاده میشوند، بدين منظور ا باشد، صفر می 1، به جز عدد لولا که بايد همواره در جدول 0-2جدول 

 سطر قديم = سطر جديد –)ضريب ستون لولا( × )سطر لولای جديد( 

گیرد. برای تشريح  ی فوق، عددی است که در ستون لولا مقابل سطر مود نظر قرار می منظور از ضريب ستون لولا در رابطه

 شود.  محاسبه می 6-2مطلب، اعداد سطرهای جديد جدول 

 : سطر صفر جديد

]31  1 1 0  3-  1  1[=]6  1  1  1  1  1 1[ (0- )]1  1  1  1  3-  0-  1[ 

 جديد: چون ضريب ستون لولا صفر است، سطر جديد همان سطر قديم خواهد بود:  2سطر 

 جديد:  3سطر 

]12  1 1 2-  3  1  1[=]6  1  1  1  1  1 1[ (2 )-]20  1  1  1  3    2  1[  

 ديد به صورت زير خواهد بود:به اين ترتیب جدول ج

 جدول جديد )اولین تکرار( 6-2جدول 



 

 

64 
 

 اعداد سمت راست
 

 متغیرهای پايه شماره سطر 

31 

6 

8 

12 

1   1    0   3-    1    1 

1    1    1    1    1     1 

1   1     1      1    1    1 

1   1    2-     3     1     1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

 

 بنابراين جواب جديد عبارت است از :

  

 گام ششم: سنجش بهینگی-2-11-6

( اين جدول بهینه نیست و مراحل قبل مجدداً بايد تکرار شود. -3عدد منفی وجود دارد) 6-2از آنجا که در سطر صفر جدول 

 متغیر خروجی است.  متغیر ورودی و  در جدول زير اين تکرار صورت پذيرفته است. 

 جواب بهینه )دومین تکرار( 0-2جدول 

 اعداد سمت راست
 

 متغیرهای پايه شماره سطر 

02 

6 

0 

0 

1   1    3   1    1    1 

1    1    1    1    1     1 

   1         1    1    1 

   1    -      1     1     1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

 

 

 اند، جدول نهايی است و جواب بهینه عبارت است از:  از آنجا که تمامی اعداد سطر صفر غیرمنفی
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 روش حل مسائل فرمهای غیراستاندارد -2-11

 ستاندارد، مسائلی هستند که هر سه شرط زير را داشته باشند: فرمهای غیرا

 تابع هدف آنها حداقل باشد؛-1

 يا = داشته باشند؛  قیدها علامت -2

 متغیرهای تصمیم مقادير منفی نیز بپذيرند )آزاد در علامت باشند(.-3

 مسائل با تابع هدف حداقل -2-11-1

، تابع -1توان با ضرب کردن تابع هدف در  است می z–)تابع هدف( به مفهوم حداکثر کردن  zاز آنجا که حداقل کردن مقدار 

 ی قبلی به حل آن اقدام نمود.  هدف حداقل را حداکثر کرده، طبق روش ذکر شده

 یا =   قیدهای دارای علامت -2-11-2

معرفی « ای دو مرحله»و « بزرگ M»هستند، دو روش »=« يا « »به منظور حل مسائلی که دارای قیدهايی با علامت 

 گیرند.  شود. اين دو روش علیرغم تفاوتهای ظاهری، مبانی عملیاتی يکسانی را به کار می می

 بزرگ یا روش جریمه Mروش 

  مسائل با قیدهای -1

 مسأله زير را در نظر بگیريد. -2مثال 
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 برای حل اين مساله، قیدهای مدل را بايد به معادله تبديل کرد. بدين منظور به سمت چپ دو قید اول، متغیرهای کمبود

 کسر شده است  اضافه و از سمت چپ سومین قید، و

(1          )   

(1        )  

(2         )  

(3  )  

 ای ابتدايی عبارت خواهد بود از:  لذا ، جواب پايه

  

نام متغیر  است اين جواب غیرموجه است. به منظور موجه کردن آن بايد از متغیر غیر منفی جديدی به از آنجا که 

شود استفاده کرد. اين متغیر بايد به سمت چپ معادله سوم اضافه شود )توجه داشته باشید که  نشان داده می Rمصنوعی که با 

 شوند(. اضافه می»=« يا « »متغیرهای مصنوعی فقط به سمت چپ قیدهای 

  

تغییر خواهد کرد و تنها در  قید اصلی سوم يعنی 3با اضافه کردن يک متغیر مصنوعی به معادله 

 شود:  R=0صورتی مساله به همان صورت اصلی باقی خواهد ماند که 

در سمت راست و در تابع هدف حداقل با اختصاص  Rبه  M–اين امر با تخصیص ضريب  ،در مسائلی با تابع هدف حداکثر

در تابع  Rعددی است بسیار بزرگ که کم کردن آن از  Mپذيرد.  ورت میبه متغیر مصنوعی )در سمت راست( ص Mضريب 

ای شدن ( متغیر مصنوعی در جدول نهايی  هدف حداکثر )يا اضافه کردن در تابع هدف حداقل( منجر به صفر شدن )غیر پايه

قیدها به مفهوم  موجود در Rاز سمت راست تابع هدف حداکثر به ازای هر  MR)جواب بهینه( خواهد شد. کم کردن يک 

عددی بسیار  Mی تابع هدف است و از آنجا که  خواهد بود؛ زيرا هدف، حداکثر کردن معادله Rجريمه ی متغیر مصنوعی 
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خواهد شد. از آنجا که  Zدر جواب نهايی مقداری غیر صفر داشته باشد، منجر به کاهش  Rچنانچه  MR–بزرگ است، وجود 

ای در جدول نهايی انتخاب نخواهد  را به عنوان يک متغیر پايه Rکند هیچگاه  ل میعم Zسیمپلکس در جهت حداکثر کردن 

خود بازخواهد گشت. در صورتی که تابع هدف، حداقل باشد، اضافه کردن  ی له به شکل اولیهامس مجددا Rکرد و با صفر شدن 

MR  در ازای هرR در مثال فوق فقط يک پذيرد. چون  موجود در قیدها، به سمت راست تابع هدف صورت میR  در قیدها

اضافه کرده، مساله  MRيا به سمت چپ آن  MR-ی صفر،  وجود دارد و تابع هدف ماکزيمم است بايد به سمت راست معادله

 را به صورت زير در آورد:

(1           )  

(1        )  

(2         )  

(3  )  

 در اين حال جدول ابتدايی سیمپلکس عبارت خواهد بود از: 

 جدول ابتدايی يکه نشده 8-2جدول 

 اعداد سمت راست
 

 متغیرهای پايه شماره سطر 

1 

3 

3 

6 

M   1    1  1    3-    2-   1 

1    1    1    1    1     1    1 

1   1     1    1    1    1     1 

 1  1-    1    1    3    6-  1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

 R 

 

در  Rو در بقیه سطرها صفر باشند و اين وضعیت برای متغیر اساسی  1ای بايد در سطر خودشان  از آنجا که متغیرهای پايه

 M–وم را در را حذف کرد. بدين منظور کافی است سطر س Mاست(، بايد  Mدر سطر صفر  Rسطر صفر برقرار نیست )ضريب 
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( اين عملیات را يکه 3-2جمع کنیم تا سطر صفر جدول جديد به دست آيد )جدول  3-8ضر کررده، با سطر صفر جدول 

 شود.  کردن گويند و تکرار محسوب نمی

 جدول ابتدايی يکه شده  2-2جدول 

 اعداد سمت راست
 

 متغیرهای پايه شماره سطر 

M6- 

3 

3 

6 

1M      1  1    (M3-3-( )M6+2-1  )1 

1    1    1    1    1     1    1 

1   1     1    1    1    1     1 

 1  1-    1    1    3    6-  1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

 R 

 

 ای ابتدايی جدول فوق عبارت است از: جواب پايه

  

را، مانند مسائل فرم استاندارد تکرار کرد. جدول زير مراحل حل  6، 0، 0 ،3به منظور پیدا کردن جواب نهايی بايد گامهای 

 دهد. له را نشان میامس

 له سیمپلکس برای قیدهای احل مس 11-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

6 

3 

1 

2 

(1+M  )1-   1     1   1   8-   1 

1    1    1    1    1     1    1 

            1   1    1      2    1 

      -      1   1    1      2-    1 

 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

 R 
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11 

  

  

3 

       0    1    1  1  1 

           1     1      1     1 

               1   1   1   1 

1       1       1     1       1    1     1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

   

 

و مقدار  R=0 به اين ترتیب جواب بهینه عبارت است از : 

Z=10 .خواهد بود 

ابزاری محاسباتی برای دستیابی به يک جواب موجه ابتدايی در مسائلی  R: متغیر مصنوعی Rاهمیت توجه به متغیر مصنوعی 

ردند. اين متغیر دارای مفهوم اقتصادی نبوده، فقط به گ موجب حذف مبدأ مختصات از منطقه موجه می است که قیدهای 

بزرگتر يا »گیرد. اضافه شدن متغیر مصنوعی به سمت چپ قیدهايی  ی محاسباتی مورد استفاده قرار می عنوان تسهیل کننده

است و با متغیر غیرمنفی  Rو تبديل آن معادله به منزله کوچک کردن عدد سمت راست معادله است. توجه کنید که « مساوی

کوچک شدن عدد سمت راست، عرض از مبدأ معادله کاهش يافته، معادله حدی مربوط به معادله به مبدأ مختصات نزديک 

گذرد و منطقه موجه بزرگ خواهد  مساوی عدد سمت راست معادله شود خط از مبدأ مختصات می Rشود. در صورتی که  می

ی موجه ابتدايی مورد استفاده قرار گیرد. تذکر اين نکته لازم  ن نقطه گوشهتواند به عنوا شد؛ به طوری که مبدأ مختصات می

شود و با اضافه  بزرگتر از صفر باشد، مبدأ مختصات از منطقه موجه حذف می است که چنانچه اعداد سمت راست قیدهای 

 توان منطقه موجه را تا مبدأ مختصات گسترش داد.  شدن متغیر مصنوعی می

متغیرهای تصمیم موجود در  ديگر غیر کمبود يا مازاد نیست و اکثرااز آنجا که قید تساوی نیازمند مت مسائل با قیدهای =، -2

ای اينگونه قیدها استفاده می شود.  به عنوان متغیر پايه Rاز متغیر مصنوعی  ،ای را ندارند شرايط يکم متغیر پايه ،معادله

 Rشوند و به ازای هر  به سمت چپ قید اضافه می« بزرگتر يا مساوی»مانند قیدهای « ویتسا»متغیرهای مصنوعی در قیدهای 

گردد. عملیات همانند حالت قبل تا يافتن جواب نهايی  کسر می MR–موجود در قیدها از سمت راست تابع هدف حداکثر 

 يابد.  ادامه می

 :11-2مثال 
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، و به به سمت چپ دو محدوديت دوم و سوم متغیرهای مصنوعی  ،براساس دستورالعملهای قبل به قید اول

 شود. لذا:  اضافه می تابع هدف، 

  

  

  

  

  

 به اين ترتیب جدول ابتدايی سیمپلکس، به صورت زير خواهد بود:

 جدول ابتدايی يکه نشده 11-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

3 

3 

    M  M      1      3-    2-  1  

1    1    1    1    1         1 

1      1   1    1      1    1 

1 

1 

2 

Z 

  

  



 

 

70 
 

6   1  1   1    3      6-    1 3   

)حذف  و هستند بايد نسبت به يکه کردن بردارهای  Mدر سطر صفر،  و  ای  چون ضريب متغیرهای پايه

Mرا  3و  2توان هر کدام از دو سطر  (اقدام کرد. برای اين کار براساس جدول فوق می و ها در تابع هدف ذيل ستون

ضرب و با سطر صفر همین جدول جمع کرد تا سطر صفر جدول به صورت زير به دست آيد. ساير سطرها به همان  M–در 

 ماند.  صورت باقی می

 جدول ابتدايی يکه شده 12-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    د سمت راستاعدا

M2- 

3 

3 

6 

1    1     1  (M0-3-(    )M6+2-  )1  

1    1    1     1            1              1 

1    1    1    1             1             1 

 1  1     1    3             6-           1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

 

متغیر خروجی است و بعد از دو تکرار جواب بهینه ی زير به دست  متغیر ورودی و کنید طور که مشاهده می همان

 خواهد آمد: 

  

 بزرگ Mگامهای لازم برای حل مسائل به روش -2-12

« بزرگتر يا مساوی»يک متغیر مصنوعی بیفزايید و به سمت چپ قیدهای « مساوی»پ قیدهای گام اول: به سمت چ-2-12-1

 بعد از کم کردن يک متغیر کمکی، يک متغیر مصنوعی اضافه کنید. 

موجود در  Rآن را به حداکثر تبديل و به ازای هر  -1گام دوم: در صورتی که تابع هدف حداقل باشد با ضرب آن در -2-12-2

 کم کنید.  MRسمت راست تابع هدف يک  قیدها از
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های موجود در سطر Mرا يکه کنید ) Rله را وارد جدول سیمپلکس کنید و بردار متغیرهای اساسی اگام سوم: مس-2-12-3

 صفر و در ذيل ستون متغیرهای مصنوعی جدول ابتدايی را صفر کنید(. 

ر ورودی، متغیر خروجی و تکرارهای لازم را تا يافتن جواب گام چهارم: مانند روش سیمپلکس فرم استاندارد، متغی-2-12-0

 نهايی ادامه دهید. 

 ای روش دو مرحله-2-13

ای برای حل مسائلی با  بزرگ در محاسبات کامپیوتری از ثبات کمتری برخوردار است، از روش دو مرحله Mاز آنجا که روش 

دهند. همان گونه که از  ای موجه يکسانی به دست می وش ها، جواب های پايهشود. هر دوی اين ر يا = استفاده می قیدهای 

 شود:  ای پیداست، مساله در دو مرحله حل می نام روش دو مرحله

 پیدا کردن جواب موجه ابتدايی )با استفاده از تابع هدف مصنوعی(. -1

 پیدا کردن جواب بهینه مساله )با استفاده از تابع هدف اصلی مساله(.-2

 ای به صورت زير است:  شکل کلی روش حل دو مرحله

بزرگ ابتدا با اضافه کردن متغیرهای مصنوعی به سمت چپ قیدهای= و کم کردن متغیرهای  Mدر اين روش مانند روش 

ی اول  حلهگیرد. آنگاه در مر و افزودن متغیرهای مصنوعی، تغییرات لازم در قیدها انجام می کمکی از سمت چپ قیدهای 

برای حل مساله از تابع هدفی که از مجموع متغیرهای مصنوعی موجود در قیدها تشکیل يافته است، به جای تابع هدف اصلی 

شود. بهترين مقدار برای آن صفر است )چرا؟( در پايان مرحله اول چنانچه مساله دارای جواب بهینه باشد  مساله استفاده می

ای جدول سیمپلکس،  و حذف متغیرهای مصنوعیی از ستون متغیرهای پايه Wبه صفر رسیدن رسد. با  به صفر می Wمقدار 

ی موجه است. مرحله دوم، با حرکت در منطقه موجه برای يافتن  ی رسیدن به منطقه آيد که نشانه جواب گوشه به دست می

 شود.  ايانی مرحله اول استفاده میيابد. در اين مرحله از تابع هدف اصلی مساله و قیدهای پ بهترين جواب ادامه می

وجود دارد، تابع هدف فقط  Rدر نظر بگیريد. از آنجا که در هر سه قید اين مساله فقط يک  را مجددا 2-2مثال  (11-2مثال

 شود.  شامل اين متغیر است. تابع هدف اصلی اين مساله در اين مرحله موقتاً ناديده انگاشته می
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گاه  از آنجا که تابع هدف حداقل است، ابتدا آن را به حداکثر تبديل کرده، سپس متغیر را به سمت چپ تساوی منتقل و آن

 (:13-2کنیم )جدول وارد جدول می

  

بايد يکه شود(. فر، يک است بايد آن را به صفر تبديل کرد )بردار در سطر ص چون ضريب  13-2در بخش اول جدول 

کنیم تا سطر صفر بخش دوم جدول به دست  ضرب کرده، با سطر صفر جدول ابتدايی جمع می -1را در  3برای اين کار سطر 

 ابد.ي آيد. بقیه عملیات طبق دستورالعملهای عادی سیمپلکس تا پايان مرحله اول ادامه می

 مرحله اول  13-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

3 

3 

6 

1    1    1     1     1    1   1- 

1    1    1     1      1      1     1 

1    1    1    1        1     1    1 

 1  1-     1    1      3      6-   1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

6- 

3 

3 

6 

1     1          1    1  3-     6    1- 

1     1         1        1     1     1    1 

1         1          1       1   1    1     1 

1     1-    1       1    3        6-     1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

1 1      1      1       1      1    1    1- 1 Z 
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3 

1 

2 

1           1         1       1    1   1   1 

                1     1      1    2   1 

                1        1    1    2-  1 

1 

2 

3  

  

  

  

اند، شرط بهینگی برای مرحله اول برقرار است.  ( غیرمنفیz)بجز  13-2چون تمامی اعداد سطر صفر در آخرين بخش جدول 

تذکر اين نکته ضروری است که شرط بهینگی غیرمنفی شدن ضرايب متغیرهای تصمیم، کمکی و مصنوعی در سطر صفر 

در سطر صفر، دلیل غیربهینه بودن مساله نیست و تنها بیانگر حداقل بودن  zيا  wست و بنابراين منفی شدن ضريب جدول ا

 باشد حداقل است.  -1باشد، تابع هدف، حداکثر و اگر  1در سطر صفر  zتابع هدف است. به عبارت ديگر اگر ضريب 

شود تا  بخش آخر جدول فوق( استخراج می 3و  2، 1رهای برای شروع مرحله دوم، قیدهای پايانی مرحله اول )يعنی سط

( به دست آيد. تابع هدف مصنوعی )سطر صفر( از بخش آخر جدول 3و  2، 1قیدهای بخش اول جدول مرحله دوم )سطرهای 

 شود:  حذف و تابع هدف اصلی مساله با انجام عملیات زير وارد جدول جديد می 13-3

  

پذيرد. در  يکه نیست، عمل يکه کردن در بخش دوم اين جدول صورت می 10-2در بخش اول جدول  ای چون متغیر پايه

حذف شده است. زيرا متغیر مصنوعی فقط به منظور دستیابی به جواب گوشه موجه مورد استفاده قرار  Rجدول زير ستون 

نیازی به  ،موجه انجام می گیرد ی ملیات مرحله دوم در منطقهگیرد که در پايان مرحله اول به دست آمده است و چون ع می

 متغیر مصنوعی نیست و ستون آن حذف می شود. 

 تکرارهای مرحله دوم 10-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

3 

3 

6 

1          1        1     3-      2-     1 

1       1          1        1      1      1     

     1        1        1      2      1 

1 

1 

2 

3 

Z 
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       1         1       1         2-    1   

6 

3 

1 

2 

1        1       1       1         8-      1 

1       1          1      1         1       1 

    1           1     1         2      1 

         1      1        1          2-    1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

11 

  

  

3 

         0      1       1          1      1 

-      -      1      1          1      1 

                 1     1         1       1 

1         1      1       1         1       1 

1 

1 

2 

3  

Z 

  

  

  

 از آنجا که تمامی اعداد سطر صفر در بخش آخر جدول غیر منفی است، جدول بهینه و نهايی بوده، جواب بهینه عبارتست از : 

  

 ای: گامهای حل مسائل در روش دو مرحله

بزرگتر »ی متغیری مصنوعی بیفزايید و به سمت چپ قیدها« مساوی»گام اول: به سمت چپ قیدها يا محدوديتهای -2-13-1

 بعد از کم کردن يک متغیر کمکی، متغیری مصنوعی اضافه کنید.« يا مساوی

 شود.  نشان داده می min wشود و با  گام دوم: تابع هدفی با متغیرهای مصنوعی موجود در قیدها تشکیل می-2-13-2

مانند مسائل سیمپلکس فرم استاندارد،  گام سوم: تابع هدف گام دوم را به حداکثر تبديل و به همراه قیدهای گام اول-2-13-3

 وارد جدول سیمپلکس کنید. 

در سطر صفر، ذيل ستون متغیرهای  1گام چهارم: بردار متغیرهای مصنوعی را در جدول ابتدايی يکه کنید )اعداد -2-13-0

 را با عملیات يکه کردن به صفر تبديل کنید(.  Rمصنوعی 
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رم استاندارد، متغیر ورودی، متغیر خروجی و تکرارهای لازم را تا يافتن جواب گام پنجم: مانند روش سیمپلکس ف-2-13-0

 نهايی اين مرحله ادامه دهید. 

( را از جدول نهايی حذف و تابع هدف اصلی مساله 1گام ششم: سطر صفر جدول نهايی گام پنجم )تابع هدف مرحله -2-13-6

 حداقل باشد آن را به حداکثر تبديل نمايید(.  Zله يعنی را جايگزين آن کنید )در صورتی که تابع هدف اصلی مسا

گام هفتم: بردار متغیرهای اساسی در جدول گام ششم را يکه کنید و تا يافتن جواب نهايی تکرارهای لازم را انجام -2-13-0

 دهید. 

 مسائل با متغیرهای آزاد در علامت  -2-11-3

شوند؛ اما ممکن است در  ی، متغیرهای تصمیم معمولاً غیر منفی فرض میريزی خط در برنامه ،طور که قبلاً گفته شد همان

شوند. در  شرايط خاصی چنین فرضی در مورد آنها صدق نکند که در اين صورت متغیرهای آزاد در علامت نامیده می

متغیرهايی آزاد در باشند، « سطح موجودی کالا»يا « سطح تولید»سازی چنانچه متغیرهای تصمیم بیانگر مفاهیمی مانند  مدل

تواند افزايش يابد )مثبت شدن متغیر تصمیم(، کاهش يابد)منفی شدن  علامت خواهند بود؛ زيرا سطح تولید يا موجودی می

 متغیر تصمیم( يا بدون تغییر باقی بماند )صفر شدن متغیر تصمیم(.

 غیرمنفی باشند. روش سیمپلکس فقط برای حل مسائلی قابل استفاده است که متغیرهای تصمیم آنها

لذا، قبل از ورود متغیرهای آزاد در علامت به جدول سیمپلکس، بايد آنها را به متغیرهای غیرمنفی تبديل کرد. بدين منظور 

 کافی است از فرمول تغییر متغیر زير استفاده شود: 

  

ی  ا اين تغییر در هر متغیر آزاد در علامت، کلیهاست. ب آزاد در علامت و  ی فوق  در رابطه

 متغیرهای موجود در مساله غیرمنفی خواهند شد. 

  (12-2مثال 
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  آزاد در علامت  

 آزاد در علامت است بايد تغییر متغیر داد: از آنجا که 

  

  

 بنابراين: 

              

                                                          

                                           

               

                   

کنید با انجام اين تغییر، تمامی متغیرها غیرمنفی شده و مساله به روش سیمپلکس قابل حل  طور که مشاهده می همان

 سیمپلکس به شرح جدول زير است:  گردد. حل مساله ی مثال فوق، بعد از اضافه کردن متغیرهای کمبود و حل با روش می

 12-2حل مثال  10-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست
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1 

3 

3 

6 

1       1        1     3      3-     2-    1 

1       1          1        1      1      1  1    

 1      1        1        1-      1      1  1 

1      1         1       3-        3    6-  1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

6 

3 

1 

2 

1        1       1       1         8-      1 

1       1          1      1         1       1 

    1           1     1         2      1 

         1      1        1-          2-    1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

11 

  

  

3 

         0      1       1          1      1 

-      -      1      1          1      1 

                 1     1         1       1 

1         1      1       1         1       1 

1 

1 

2 

3  

Z 

  

  

  

10 

10 

3 

3 

1   3    2    1   1    1    1 

1     3-   6   1   1   1   1 

1     1    1   1   1    1   1 

1     1    1   1-   1   1    1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

 جواب بهینه براساس جدول فوق عبارت است از:

  

 به عبارت ديگر: 
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 حالات خاص هر مساله در روش سیمپلكس-3 -2-9

شويم که روش ترسیمی آنها بیان شده است. در  ريزی خطی، با حالات متفاوتی مواجه می در مراحل حل هر مساله ی برنامه

 شود. ريزی خطی به روش سیمپلکس ارائه می ناخت حالات خاص در حل مسائل برنامههای ش اينجا نیز نشانه

 ی موجه نامحدود منطقه-1 -2-9-3

ی موجه نامحدود باشد. وجود ستونی با اعداد غیرمثبت  نامحدود دارد که دارای منطقه ی له در صورتی جواب بهینهايک مس

ی موجه است. شايان ذکر است  ی نامحدود بودن منطقه دهنده کس، نشانای در يکی از جداول سیمپل برای يک متغیر غیرپايه

 داشته باشند.  ،توانند جواب بهینه محدود يا نامحدود که اينگونه مسائل می

 منطقه موجه نامحدود جواب بهینه نامحدود.  (13-2مثال

  

 يا 

          

               

                

                   

 جدول مثال منطقه موجه نامحدود و جواب بهینه نامحدود 16-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

11 

2 

1       M        1     1-      2-     1 

1       1          1-           0      1      

 1      1        1        2-      3      1  

1 

1 

2 

Z 
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M11- 

11 

2 

1     1   M     (M+1-( )M0-2-    )1 

1    1    1-        1-      0      1 

1     1     1      2-      3      1 

1 

1 

2 

Z 

  

  

 

0 

2 

3 

1     (M+    )-            1    1 

1                           1    1 

1                           1    1 

1 

1 

2 

Z 

  

  

  

طور در بخش آخر جدول  نشانه نامحدود بودن منطقه موجه است، همین اعداد منفی در بخش اول جدول بالا ذيل ستون 

عداد ستون لولا امکان تعیین متغیر خروجی وجود ندارد و بنابراين مساله متغیری ورودی است ولی به علت منفی بودن ا 

 دارای جواب بهینه نامحدود است. 

 منطقه موجه نامحدود، جواب بهینه معین (10-2مثال 

         

 يا 

               

                

                       

                 

 جدول مثال منطقه موجه نامحدود، جواب بهینه معین 10-2جدول 
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 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

11 

2 

1       M        1     0      1-     1 

1       1          1-     1-      0      1      

 1      1        1        2-      3      1  

1 

1 

2 

Z 

  

  

 

M11- 

11 

2 

1     1   M     (M+0( )M0-1-    )1 

1    1    1-        1-      0      1 

1     1     1      2-      3      1 

1 

1 

2 

Z 

  

  

 

2 

2 

3 

1     M+      -            1    1 

1                           1    1 

1                           1    1 

1 

1 

2 

Z 

  

  

3 

3 

0 

         M        1              1    1 

          1          1              1    1 

         1-         1      -      1    1    

1 

1 

2 

Z 

  

  

در بخش اول جدول بالا بیانگر  نامحدود بودن منطقه موجه است، اما  2و  1در سطرهای  وجود اعداد منفی ذيل ستون 

 کنید عملیات در نهايت به جدولی بهینه، شامل جواب زير ختم شده است: همانطور که مشاهده می

  

 مسائل بدون جواب بهینه -2-9-3-2

 در جدول سیمپلکس با حضور يک يا چند متغیر مصنوعی با مقداری غیرصفر، در جدول بهینه،  قابل تشخیص است.  اين حالت
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 مساله فاقد منطقه موجه و بدون جواب بهینه (10-2مثال 

         

 يا 

               

 يا

                

 يا

                       

                 

 جدول مثال فاقد منطقه موجه و بدون جواب بهینه 18-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

1 

1 

M       M        1     1      1  2     1- 

1       1          1-     1-      1     1      

 1      1        1-      1      1      1-   1  

1 

1 

2 

Z 

  

  

 

M2- 

1 

1 

1     1   M     M   1       2      1- 

1    1    1        1      1-      1    1 

1     1     1-      1      1     1-     1 

1 

1 

2 

Z 
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کنید، بخش آخر جدول، جدول بهینه است)زيرا تمامی اعداد سر صف در ذيل ستونهای متغیرهای  طور که مشاهده می همان

اند(، اما در اولین تکرار دو متغیر اساسی مصنوعی مقداری غیر صفر پیدا  تصمیم و متغیرهای کمکی و مصنوعی غیر منفی

طقه موجه و بالطبع بدون جواب بهینه است. در مسائل ديگر ممکن است نه در دهد مساله، بدون من اند و اين امر نشان می کرده

 ای با متغیرهای مصنوعی برسیم.  تکرار اول، بلکه بعد از چندين تکرار به جدول بهینه

 مسائل تباهیده  -2-9-3-3

تباهیده است. اين حالت  آن مساله، دارای حالت خاص ،ی گوشه از محل تقاطع بیش از دو خط تشکیل شده باشد هر گاه نقطه

ای )وجود عدد صفر در ستون سمت راست برای يک يا چند سطر به  خاص در جداول سیمپلکس با مقدار صفر يک متغیر پايه

دهد که شرط خروجی شدن برای بیش از يک متغیر وجود  جز سطر تابع هدف( قابل تشخیص است. اين حالت هنگامی رخ می

دد حاصل از تقسیم اعداد سمت راست بر ستون لولا، بیش از يکی باشد. به اين ترتیب با ورود داشته باشد؛ يعنی کوچکترين ع

رسد. از آنجا که در هر تکرار فقط يک متغیر خروجی وجود  ای به صفر می متغیر ورودی، همزمان مقدار دو يا چند متغیر پايه

ای را که شرايط مشابهی  شود. آن متغیر پايه ای صفر می پايهگردد(، مقدار برخی از متغیرهای  ای می دارد )يک متغیر، غیرپايه

نامند. مقدار اين متغیر  می« متغیر تباهیده»ای است  برای خروجی شدن داشته است، اما به دلیل فوق هنوز جزء متغیرهای پايه

ای  عد به عنوان متغیر پايهای تباهیده صفر است، اگر در تکرارهای ب در تکرار بعدی صفر خواهد شد. مادامی که متغیر پايه

 ای ورودی صفر بوده، مقدار تابع هدف تغییری نخواهد کرد.  خروجی انتخاب شود، مسلماً حداکثر افزايش متغیر پايه

ای تکرار شود و  اگر مقدار تابع هدف در تکرارها افزايش نیابد و همچنان ثابت بماند، ممکن است روش سیمپلکس به طور حلقه

قدار تابع هدف را به بهترين جواب برساند، يک سلسله جوابهای مکرری را به تناوب به دست دهد. اين وضعیت به جای اينکه م

ای خروجی ديگری را انتخاب و از آن رهايی يافت. در اين  توان متغیر پايه آيد ولی در صورت بروز، می به ندرت پیش می

باهیده ی موقت. اين دو حالت در دو مثال زير نشان داده شده وضعیت جواب جدول سیمپلکس يا تباهیده  ی دائم است يا ت

 است.

در بخش آخر جدول،  S3ای  : مساله و جدول سیمپلکس زير را در نظر بگیريد، وجود مقدار صفر برای متغیر پايه16-2مثال 

 تباهیده بودن جواب بهینه است.  دهنده نشان
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 مثالی برای حالت خاص جواب بهینه تباهیده )تباهیده دائم( 12-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

0 

6 

0 

1      1        1     2-      1-     1 

1       1          1     1      1     1      

 1     1        1      2     1      

1   1      1    1        1    1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

6 

0 

3 

0 

1     1    1      1     1-     1 

1    1      1     1   1   1 

1         1     1    1    1 

1    -    1-    1    1    1 

1 

1 

2 

3 

Z 
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در بخش دوم  ای  حل ترسیمی و جدولی اين مساله به صورت زير است. شايان ذکر است که وجود صفر برای متغیر پايه

 جدول بیانگر جواب تباهیده موقت است.

 مثالی برای حالت خاص تباهیده موقت 21-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

12 

8 

8 

1      1        1     1-      2-     1 

1       1          1     3      0     1      

 1     1        1      1     0     1      

1   1      1    1-       0        1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

  

  

0 

0 

2 

1 

1             1        -     1     1 

1    1-      1     2        1       1 

1         1               1        1 

1   1-    1      2-         1        1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

   

  

0 

2 

       

0 

1                 1       1           1 

1      -         1       1        1 

1           -     1       1     1 

1      2-     1        1     1    1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

   

  

 

 جواب بهینه چندگانه  -2-9-3-4

دهد  توانند بیش از يک جواب بهینه داشته باشند. اين حالت وقتی رخ می ريزی خطی می طور که بیان شد، مسائل برنامه همان

که تابع هدف با يکی از قیدها موازی باشد. تشخیص اين وضعیت در جدول نهايی به سادگی امکانپذير است. صفر شدن ضريب 
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ی چندگانه بودن جواب بهینه است. در اين وضعیت هرگاه متغیری که  ای در سطر صفر جدول بهینه، نشانه يک متغیر غیرپايه

ی ديگری به دست خواهد آمد.  ی بهینه مقدار آن در سطر صفر، صفر گرديده است، به عنوان ورودی انتخاب شود جواب گوشه

يش در مقدار تابع هدف است. به عبارت ديگر، اين متغیر موجب زيرا مقدار اين متغیر در سطر صفر، به معنی عدم کاهش يا افزا

 شود.  ( میzصفر واحد تغییر در مقدار تابع هدف )

ای  شود، با ورود متغیر واجد شرايط )متغیری غیر پايه ی موجه جستجو می از آنجا که در عملیات سیمپلکس فقط نقاط گوشه

ی بهینه را به دست آورد و با تکرار اين کار، تمام  تکرار يکی از نقاط گوشه توان در هر که در سطر صفر، مقدار صفر دارد(، می

 نقاط گوشه را پیدا کرد. 

 مساله زير را در نظر بگیريد.  (10-2مثال 

  

  

  

  

 نمايش ترسیمی اين مساله به صورت زير است: 

 کنند.  ی بهینه را ارائه می در مثال زير جوابهای گوشه 21-2ول بخشهای دوم و سوم جد

ی قبلی )بخش دوم و چهارم( به دست می آيد و ورود يک متغیر  به بخش سوم جدول، مجدداً همان جواب بهینه با ورود

 واجد شرايط ديگر، جواب گوشه بهینه جديدی به دست نخواهد داد. 

 چندگانهجواب بهینه  21-2جدول 

تناظر جدول با 

 شکل 

اعداد سمت 

 راست

 متغیرهای پايه شماره سطر   

 Z 1 1         -11     -21        1      1 1ی  بخش اول )نقطه
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o) 12 

8 

1       1          0     2           1      

 1     1        2     2         1      

1 

2 

  

  

بخش دوم )نقطه 

A)جدول بهینه ، 

61 

3 

2 

1       0         1           1     1 

1             1                 1 

1        -     1    1      1 

1 

1 

2 

Z 

  

  

ی  بخش سوم )نقطه

B)بهینه ، 

61 

2 

2 

1    0       1       1           1 

  -         1       1        1 

1       -    1       1     1 

1 

1 

2 

Z 

  

    

بخش 

 (Aی  چهارم)نقطه

61 

3 

2 

1      0          1         1        1 

1        -    1                   1 

1           -   1   1     1         

1 

1 

2 

Z 

  

    

 

 در مسائل دو متغیره، تمامی جوابهای بهینه را می توان با استفاده از فرمول زير به دست آورد:

  

  

  

 خواهیم داشت:  B(2,2), A(0,3)ی  ی بهینه در مثال فوق با داشتن دو نقطه
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( جواب بهینه است. در ازای B( و دومین نقطه )Aمربوط به اولین نقطه ) بدين معناست که  و  

که بین صفر تا  آيد و در ازای بی نهايت مقدار ديگر برای  به دست می Aی  نقطه و در ازای  Bنقطه  ،

باشد  ی ديگر به دست می آيد. مثلاً چنانچه  ی غیرگوشه يک باشد، بی نهايت جواب بهینه

 خواهد شد.  

 تعداد متغیر است(.  mآيد ) متغیره به صورت زير در می nفرمول فوق در مسائل 

  

 (18-2مثال

  

  

  

  

 ی آن به شرح جدول زير است: حل مساله و تمامی نقاط گوشه

 تکرارهای سیمپلکس برای مساله ای با جوابهای بهینه چندگانه 22-2جدول 

اعداد سمت  جواب بهینه 

 راست

 متغیرهای پايه شماره سطر   

 1 

11 

0 

1 

1      1        1     3-  2-  1-   1 

1       1        1     3    2     1   1      

 1     1        1    1        1   1   1 

1      1       1      1       1     1   1      

1 

1 

2 

3 

Z 
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اولین جواب بهینه 

(i=1) 

  

  

  

11 

  

0 

1 

1      1        1     1      1    1    1 

1     1               1            1 

1    1    1    1      1    1    1 

1    1      1    1      1   1      1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

   

  

دومین جواب بهینه 

(i=2) 

  

  

  

11 

1 

0 

1 

1      1        1     1      1    1    1 

1     1      -          1   1  -   1 

1    1    1    1      1    1    1 

1    1      1    1      1   1      1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

   

  

سومین جواب 

 (i=3بهینه)

  

  

   

11 

  

0 

1 

 1      1        1     1      1    1    1 

           -          1   1  1    1 

1-   1    1    1      1    1    1 

1    1      1    1      1   1      1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

   

  

چهارمین جواب 

 (i=4بهینه )

  

  

  

11 

3 

0 

1 

1      1        1     1      1    1    1 

 -           1            1    1 

1-   1    1    1      1    1    1 

1    1      1    1      1   1      1 

1 

1 

2 

3 

Z 

  

   

  

 جواب کلی مساله بدين صورت است:
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 مسائل حل شده -2-14

 بزرگ حل کنید.  Mزير را به روش مساله -1

  

  

  

  

  

  

ندارند، غیراستاندارد است. برای حل مساله، تابع  مساله ی بالا به علت حداقل بودن تابع هدف و اينکه سه قید اول علامت

افزايیم. به قیدهای دوم و سوم نیز بعد از  را می R1ضرب کرده به قید اول که به صورت = است متغیر مصنوعی  -1هدف را در 
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افزايیم. از  را می کنیم. همچنین به قید آخر متغیر  اضافه می دو متغیر مصنوعی  کم کردن دو متغیر 

از سمت راست تابع هدف تبديل به حداکثر شده،  M–متغیر مصنوعی است، اين سه متغیر با ضرب آنجا که مساله دارای سه 

 گردد:  اضافه می

  

  

  

  

  

  

 کنیم: ول میسپس مقادير تابع هدف را به سمت چپ تساوی منتقل کرده، مساله را وارد جد

 جدول ابتدايی يکه نشده 23-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

31 

21 

10 

11 

M    M    M  1   1   1    10   10   1- 

1    1    1   1    1      1    3     2     1  

1    1    1     1    1     1-     0    1   1 

1   1    1     1    1-    1        1   3  1 

1   1     1    1     1    1        1    1  1  

1 

1 

2 

3 

0 

Z 

  

  

   

  

را در  Mدهند، بنابراين بايد ضرايب  یبردار واحدی را تشکیل نم و ،  ای  دقت داشته باشید که متغیرهای پايه

 کنیم(. ذيل ستون اين سه متغیر در سطر صفر، به صفر تبديل کرد )بردار اين سه متغیر را يکه می
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 جدول ابتدايی يکه شده )تکرار صفر( 20-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

M60- 

31 

21 

10 

11 

1   1  1   1 M   M (M8-10( )M6-10   )1- 

1       1     1     1    1    1   3    2     1 

1  1   1    1    1   1-   0    1    1 

1    1     1     1   1-   1   1   3   1 

1   1     1    1     1    1     1    1    1  

1 

1 

2 

3 

0 

Z 

  

  

   

  

 خروجی است. ورودی و متغیر  متغیر 

 1تکرار  20-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

M20-00- 

10 

0 

11 

11 

1  (M2+- )1  1  M (M-(  .   )M0-   )1- 

1   -      1   1   1     1           1 

1        1     1     1   -    1   1 

1    -    1    1    1-          1             1 

1   1    1    1    1    1    1   1      1 

1 

1 

2 

3 

0 

Z 

  

  

   

  

 به ترتیب متغیر ورودی و متغیر خروجی اند. و  همچنان منفی است، جدول فوق غیربهینه بوده،  چون ضريب 

 2تکرار  26-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

M0/11-3/112 M00/1-020/3  (82/2-M60/1 )1 1 1 Z 
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000/11 

12/0 

60/3 

36/6 

(03/3+M00/1()82/2+M60/1- )1 1 1- 

000/1-     626/1-    1   1  000/1   636/1   1   1   1 

121/1-   203/1  1   1   121/1   203/1-   1   1   1 

360/1   121/1-    1     1    360/1-    121/1    1    1    1 

360/1-    21/1 1         1    360/1   21/1-   1   1    1  

 

1 

2 

3 

0 

  

  

   

  

تری  را که ضريب منفی  در سطر صفر همچنان منفی است. بنابراين  و جدول بالا هنوز بهینه نیست چون ضريب

 دارد به عنوان متغیر ورودی انتخاب کرده، تکرار ديگری انجام می دهیم.

 تکرار نهايی 20-2جدول 

متغیرهای  ره سطر شما   اعداد سمت راست

 پايه

6/108- 

022/16 

001/8 

103/2 

86/0 

01/1-M  M   03/0-M  1   01/1   1    1   1   1- 

010/1-    1-    00/1   1    010/1   1   1   1   1 

286/1-   1    028/1    1    286/1   1   1   1   1 

022/1   1   103/1-    1    022/1-  1   1   1   1 

022/1-   1   103/1   1    022/1   1    1    1   1  

1 

1 

2 

3 

0 

Z 

  

  

   

  

 اند، جدول بهینه است و جواب بهینه عبارت است از:  از آنجا که تمامی اعداد سطر صفر غیرمنفی

  

  

  

 ای حل کنید.  له زير را به روش دو مرحلهمسا-2
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St 

  

  

  

کنیم.  از قید دوم يک متغیر کمکی کم و به آن يک متغیر مصنوعی اضافه می کنیم،  به قید اول يک متغیر مصنوعی اضافه می

 د:بدين ترتیب قیدهای مساله به صورت زير در می آي

  

  

  

 از آنجا که مساله دو متغیر مصنوعی دارد، تابع هدف مرحله اول اين مساله و قیدهای آن چنین خواهد بود:

  

  

  

  

 کنیم:  ثر کرده، سپس به سمت چپ تساوی منتقل میبرای وارد کردن مساله به جدول، ابتدا تابع هدف را حداک

  

 جدول ابتدايی يکه نشده 28-2جدول 
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 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

0 

11 

1 1  1        1        1         1     1- 

1       1     1     1        1        1       1 

1      1      1-    1     0-   2    1 

1 

1 

2 

w 

  

  

 

 را در سطر صفر جدول بايد حذف کرد، جدول يکه شده به صورت زير است:  وضرايب 

 جدول ابتدايی يکه شده  22-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

10- 

0 

11 

1       1      1        2-        0         3-     1- 

1       1     1     1        1        1       1 

1      1      1-    1     0-   2    1 

1 

1 

2 

w 

  

  

 

 wیدن به پايان مرحله ی اول صفر شدن مقدار جداول بعد، تکرارهای لازم تا رسیدن به پايان مرحله ی اول است. نشانه ی رس

 است.  ای شدن  و غیرپايه

 مرحله اول 2و  1تکرارهای  31-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

2- 

2 

0 

   1   -   -   -       1      1- 

-   1                 1      1 

      1     -        -        1    1   

1 

1 

2 

w 

  

  

 

1 1   1    1     1     1      1     1- 1 w 
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-                    1     1      1 

                -             1    1     1 

1 

2 

  

  

 

در مرحله دوم، تابع هدف اصلی مساله که متغیرهای آن به سمت چپ تساوی منتقل شده، همراه با قیدهای پايانی مرحله اول 

 غیرمنفی شدن اعداد سطر صفر، جداول بهینه خواهد شد. و  شود. بعد از يکه کردن بردار متغیرهای  وارد جدول می

 مرحله دوم تکرارهای  31-2جدول 

 متغیرهای پايه شماره سطر    اعداد سمت راست

1 

  

  

1               0       3-      2-            1 

                       1       1             1 

-                      1        1           1   

1 

1 

2 

w 

  

  

 

  

  

  

                      1         1         1 

                      1            1      1 

-                      1           1     1 

1 

1 

2 

w 
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 : برنامه ریزی عدد صحیح و روش های حل کلاسیك آنسوم فصل
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 Integer Linear Programming(: ILPریزی خطی عدد صحیح ) برنامه -3-1

برنامه ريزی عدد صحیح نوع خاصی از برنامه ريزی خطی است که در آن يک يا چند متغیر تصمیم گیری بايد عدد صحیح 

از مسائل واقعی مقادير اعشاری قابل قبول نیستند و چنانچه مقاديری غیر از عدد صحیح به متغیرهای باشند . در بسیاری 

بايد مقادير عدد  ،بی معنا خواهد بود . به عنوان نمونه، به متغیرهائی نظیر تعداد نفرات و تعداد دستگاه ها  ،تصمیم داده شود

.صحیح  اختصاص داده شود  

 :شوند می بندی طبقه زير گروه سه به صحیح ددع ريزی برنامه خطی مدلهای

 )Pure Inetger Programming(برنامه ریزی عدد صحیح محض :  -3-1-1

 به ، متغیرها بودن صحیح اضافی قید از نظر صرف با مدل اين . باشند صحیح عدد آن بايد متغیرهای تمامی که است مدلی

 . گردد می تبديل خطی ريزی برنامه مدل يک

    )Mixed Integer Programming): برنامه ریزی عدد صحیح مختلط -3-1-2

صحیح  عدد ريزی برنامه مدل ، ضرورت داشته باشد متغیرها از تعدادی در مورد تنها، صحیح بودن شرط عدد  که مدلی 

 .شود می نامیده مختلط

 )mmingone or binary Integer Progra-Zero(عدد صحیح صفر و یك:  ریزی برنامه -3-1-3

 اين مدل را دودويی نیز می نامند . ،هستند يک صفرو مقادير داشتن به محدود ،صحیح عدد متغیرهای هايی که مدل

 

گذاری(  اند و جدول زير نشان دهنده بازگشت سرمايه )سرمايه مثال: پنج پروژه در افق ديد سه ساله مورد بررسی قرار گرفته

هاست. مدل مربوط به حداکثرسازی بازگشت سرمايه را  های سالانه هر کدام از پروژه ينهمورد انتظار از هر پروژه و همچنین هز

 مشخص نمائید.

سرمايه  بازگشت

 )میلیون دلار(

 های سالانه بر حسب میلیون دلار/ سال هزينه
 شماره پروژه

3 2 1 

21 8 1 0 1 

01 11 0 0 2 

21 2 2 3 3 

10 1 0 0 0 

31 11 6 8 0 

 رمايه در دسترس )میلیون دلار(س 20 20 20 

 

را  گیری بلی يا خیر نسبت به انتخاب هر پروژه است، بنابراين متغیر تصمیم باينری  حل: اين مساله به صورت تصمیم

 توانیم به اين صورت تعريف نمائیم: می

   1انتخاب شود      iاگر پروژه 
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  1انتخاب نشود      iاگر پروژه 

 بصورت زير خواهد بود: ILPدر اين صورت مدل 

 
   

 

 

 

  

 
  

 خواهد بود. و  جواب بهینه مساله بصورت 

،  ها )توسط نرم افزار( اعداد  در حالیکه محاسبه مقادير اين مساله بدون فرض عدد صحیح بودن 

معنی  دهد که اين جواب برای ما بی را به ما می و   ، 

خواهد بود، که  را گرد نمائیم حاصل  های  است، زيرا اگر بخواهیم جواب

 چنین جوابی موجه نیست. به عنوان مثال با چنین فرضی در محدوديت سوم داريم:

  

دهد که در  گیريم. اين مثال نشان می يعنی محدوديت برقرار نیست و در فضای غیرموجه قرار می ،اين عبارت نادرست استکه 

تا عدد صحیح  کردهجواب را گرد  نموده وتوانیم بدون فرض عدد صحیح بودن متغیرها حل  را نمی ILP های حالت کلی مدل

 بدست آيد.

 : ILPهای  الگوریتم -3-2

 شامل سه گام اساسی زير است: ILPهای حل مسائل  الگوريتماستراتژی 

کنیم و برای متغیرهای باينری )صفر و يک(  را از قید صحیح بودن متغیرهای صحیح آزاد می ILPگام اول: مدل  -3-2-1

به مساله  ILPله دهیم. نتیجه اين آزاد سازی، تبديل مسا را قرار می ، قید  بجای قید  yمانند 

LP .معمولی است 

 .های معمولی( )با روش کنیم گام اول را حل میاز  شده حاصل LPگام دوم: مدل -3-2-2

کنیم تا  هايی را به مدل اضافه می ای محدوديت مساله، پیوسته بصورت مرحله ی بهینه ی گام سوم: با شروع از نقطه -3-2-3

های نامطلوب از آن حذف گردد. برای افزودن  تا جواب ،و محدود شود فضای موجه مساله به سمت اصلاح شدن رفته

 های گام سوم دو روش کلی وجود دارد: محدوديت

   (Branch and Boundیا  B & Bروش شاخه و کران )انشعاب و تحدید(: ) -3-2-3-1         

 (cutting planeروش صفحات برشی: ) -3-2-3-2         

بندی اين مثال را در  کنیم و در نهايت جمع ران: با يک مثال عددی برای بیان جزئیات الگوريتم شروع می. الگوريتم شاخه و ک1

 حالت کلی بیان خواهیم نمود. 

 

 مثال:
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غیرقابل قبول است. در  بنابراين جواب از ديدگاه ،  داريم:  با توجه به جواب بهینه 

کنیم که شامل جواب نامطلوب فعلی نشود،  هايی، به صورتی اصلاح می را با افزودن محدوديت اين صورت فضای جواب 

توانیم به اين صورت تعريف  را می و  ی جديد بنامیم، دو فضا مساله را در حالت فعلی  بنابراين اگر فضای 

 نمائیم.
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               3                                                          
                                     فضای                        

فضای                                                                                                  0.83                                     
                  

                                                             
                          1      2       3      4       5 

 

 نقطه صحیح قابل قبول                                    8              

 

 

              5 
                
               3                                                          
                                                                            
                
                  

                                                             
                          1      2       3      4       5 
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 شود: آوريم، نتايج بدست آمده در نمودار زير ديده می را بدست می و  جواب بهینه دو فضای جديد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی راه ، بنابراين ادامه و  رسیده است.  به جواب صحیح و موجه برای  روشن است که فضای 

  های محدوديت برای اصلاح فضای  داريم:  دهیم و در  ديگر انجام می ی حل را از شاخه

  دهیم. بنابراين داريم: ديگر قرار می ی را در شاخه را در يک شاخه و 

 

 
 دهیم. را در اينجا با مقیاس بزرگتر نشان می فضای 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                     1                 

         
 
 
 
      4                                                                                                                       3             

 
 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

آید  درمی بصورت پاره خط  فضای  با افزودن محدودیت 

 ،  ،  خواهد بود.  که جواب بهینه در 

تهی خواهد شد، زیرا هیچ اشتراکی  فضای  با افزودن محدودیت 

 وجود ندارد.  و  بین 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 



 

 

012 
 

به اصلاح فضای موجه  اشد، بنابراين از شاخه ب توان مساله را ادامه داد چون فاقد جواب بهینه می نمی از شاخه 

را در شاخه ديگر  را در يک شاخه و  های  محدوديتاست،  چون  پردازيم. در شاخه  می

  دهیم. بنابراين داريم: قرار می
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 ناحیه موجه تهی 

 )فاقد جواب(
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، بنابراين جواب در فضای  داريم:  و ( رسیده،  ها به جواب ) با مقايسه شاخه

 است. يعنی: همان جواب بهینه مساله  

 

 بیان می کنیم : Maxله با هدف ارا برای يک مسو کران اخه ش مراحل اساسی روش

  .له را بدون فرض عدد صحیح بودن متغیر های تصمیم با روشهای معمول )هندسی ، سیمپلکس( حل می کنیما( مس1مرحله 

ه در غیر اينصورت ب بدست آمده است،حیح باشد که جواب بهینه عددی ص ،( چنانچه جواب بهینه متغیرهای صحیح2مرحله 

 .مرحله بعدی می رويم )مرحله انشعاب(

روش انشعاب به  ،های غیر صحیح را انتخاب می کنیم و عمل انشعاب را انجام می دهیم( در هر بار تکرار يکی از متغیر3مرحله 

 .هر عدد غیر صحیح را همواره می توان بین دو عدد صحیح متوالی در نظر گرفت :صورت است اين

مقاديری از متغیر را مشخص  ،در اين صورت انشعاب می باشد. x>3<0در اين صورت  x=3.34د به عنوان مثال فرض کنی 

فرعی جديد بدست  ی دو مسئله ،براينبنا .خواهد بود( ويا   می کند که در اين بازه نباشد )در اينجا شامل 

با  ،له دوما( و مسله اصلی بدست می آيد )در اينجا اسبا افزودن محدوديت انشعاب اول به م ،له اولامی آيد مس

 .(افزودن محدوديت انشعاب دوم به مسئله اصلی بدست می آيد )در اينجا 

 مسائل فرعی جديد را حل می کنیم و آزمون به عمق رسیدن را بررسی می کنیم که شامل اين سه حالت است:( 0مرحله 

 ،کمتر بشود )در مسائل از نوع حداکثر سازی( ،از مقدار تابع هدف در مرحله قبل از آن ،فرعی ی لهابع هدف مس( مقدار تاالف

 .بینهايت در نظر گرفته می شود ،مقدار تابع هدف برای مقايسه منفی ،برای مرحله شروع

 ( حالت خاص فاقد ناحیه موجه پیش بیايد.ب

بیشتر باشد به عنوان بهترين جواب موجود در نظر  ی شاخه هااز جوابهای قبل( به جواب صحیح برسیم چنانچه اين جواب ج

 گفته می شود  و جايگزين مقدار تابع هدف برای مقايسه خواهد شد.

 0در اين صورت بهترين جواب موجود برای تابع هدف )مرحله  ،له را به عمق می رسانیماخه ها مسبرای تمام شا (0مرحله 

 ینه خواهد بود.قسمت ج( همان جواب به

 .درجه مطلوبیت تابع هدف کاهش می يابد و يا در بهترين وضعیت تغییر نخواهد داشت ،يتدنکته: با افزودن هر محدو

 

 

 

 

 

 ناحیه موجه تهی 

 )فاقد جواب(

 

 

 

 

 

 

 ناحیه موجه تهی 

 )فاقد جواب(
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 . 

 

در هر شاخه  zهمانطور که در نمودار ديده می شود هر چه به عمق نزديک می شويم مقدار  ،قبل ی برای مثال حل شده

 مقدار هر سطح نسبت به سطح بالاتر از خود از نظر مطلوبیت کاهش می يابد. ،در هر شاخه .کاهش می يابد

تمرين: مشابه مثال حل شده و بر اساس الگوريتم مطرح شده مسئله زير را به روش شاخه و کران )تحديد و انشعاب (حل 

 کنید.

 

s.t   ≤ 2    

   

 

 و عدد صحیح 
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 روش برش گومری برای حل مسائل برنامه ریزی عدد صحیح -3-3

چنانچه مقادير  ،در روش برش گومری نیز مانند روش شاخه و کران ابتدا مسئله را بدون قید صحیح بودن حل می کنیم

رت در غیر اينصو ،ايم د بگیرند که به جواب بهینه رسیدهمقدار صحیح به خو ،در جواب بهینه ،متغیرهای از نوع صحیح

به چنین محدوديتی برش گومری گفته می  ،به مدل اضافه می شود ،محدوديت جديدی به همراه متغیر نظیر اين محدوديت

ضمن اينکه محدوده جستجو برای  .حفظ می شود ،لهاخاصیت محدب بودن فضای موجه مس ،در محدوديت برش گومری .شود

 در قالب مثالی بیان می کنیم .را روش برش گومری  ،يافتن جوابهای صحیح کاهش می يابد

 له برنامه ريزی خطی عدد صحیح زير را در نظر می گیريم :امس

 
s.t 

 

 

 و عدد صحیح 

 .بدون در نظر گرفتن صحیح بودن متغیرهای تصمیم در تابلوی نهايی سیمپلکس زير آمده است ،جواب بهینه

براين بايد يک بنا .ولی مقدار سمت راست محدوديتها عددی کسری می باشد ،ر اينجا ضرايب محدوديت ها عدد صحیح استد

اين محدوديت جديد بر اساس يکی از محدوديتهای با سمت راست کسری نوشته  ،به مدل اضافه شود برش کسری )گومری(

در اينجا قسمت  ،بهتر است محدوديتی انتخاب شود که قسمت اعشار آن بیشتر است ،ن يک نکته تجربیبه عنوا  .خواهد شد

اين يکی از معادلات را به دلخواه را دارند بنابر 0.5که هردو قسمت اعشار   4.5, 3.5اعشار هر دو محدوديت مساوی است 

 اين رابطه بدست می آيد: ،محدوديت نظیر  به جدول از را انتخاب می کنیم با توجه انتخاب می کنیم مثلا 

 

 

       

                         رابطه را خواهیم داشت: ، ايناينبرسمت صحیح هرکدام از ضرايب را از قسمت اعشاری آنها جدا می کنیم بناق  

 

 

 
    Z 

متغیرهای 

 اساسی

63 
  

 0 1  

   
1 0 0  

   
0 1 0  
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 :ضرايب صحیح را از طرفین رابطه حذف می نمايیم ،در مرحله بعد

 
 :ضرب نموده و متغیر برش را به آن اضافه می کنیم تا رابطه زير بدست آيد -1سپس طرفین رابطه را در 

 
مرحله قبل  ی نیز متغیر گومری است اين محدوديت و متغیر جديد بايد به جدول بهینه  اين رابطه برش کسری است و 

  :ت خواهد بوددر اين صورت جدول جديد به اين صور .اضافه شود

 

 

 

 

وجود سطر با مقدار سمت  .ولی مقادير سمت راست منفی دارد ،سطر صفر مثبت ،اين جدول در حالت فوق بهینه قرار دارد

ابتدا عملیات يکه سازی متغیر های اساسی را  ،حل مدل ی برای ادامه .از حالت موجه خارج می سازدتابلو را  ،راست منفی

پس از حل مدل جدول زير  .( مدل را حل می کنیم1انجام می دهیم و سپس با روش سیمپلکس ثانويه )تحقیق در عملیات 

 بدست می آيد:

مقادير سمت 

 Z      راست
متغیرهای 

 اساسی

63 0 

  

0 1 1 
 

 

0 

  

1 1 1 
 

 

0 

  

0 1 1 
 

 

1 

  

0 0 0 
 

مقادير سمت 

 Z      راست
متغیرهای 

 اساسی
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مقدار اعشاری يکسان دارند هردو متغیر  .چون هنوز متغیرهای اساسی مقدار کسری دارند نیاز به يک برش گومری ديگر داريم

را می توان به اين    نظیرمثلا محدوديت  ،يکی از دو محدوديت را به عنوان مبنای معادله برش گومری در نظر می گیريم

 صورت نوشت :

 

  :مانند مرحله قبل محاسبه می شد ،که برش گومری نظیر آن

 

 :به جدول بهینه مرحله قبل اضافه می شود ،اين برش و محدوديت نظیر آن

 

 :مشابه مرحله قبل پس از يکه سازی و حل تابلو به روش  سیمپلکس ثانويه جدول زير بدست می آيد

02 8 
  

0 1 1 
 

 
1 

  
1 1 1 

 

   
 

0 1 1 
 

   

 
0 0 0 

 

مقادير 

سمت 

 راست
      Z 

متغیرهای 

 اساسی

59 0 8 7 0 0 0 1  

3 0 1 0 0 1 0 0  

 
0 

  
0 0 1 0  

 
0 

  
1 0 0 0  

 
1 

  
0 0 0 0  

مقادير 

سمت 

 راست

 

     Z 

متغیرهای 

 اساسی
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 جواب بهینه در اين تابلو بدست می آيد .

 چند نکته :

 با مختصات صحیح را از ناحیه موجه خارج نمی کند. شدنیهیچکدام از جوابهای  ،معادله های برش-1

ايب و ثابت های سمت راست اعداد صحیح اين است که در مدل تمامی ضر ،شرط اساسی برای بکار بردن اين الگوريتم-2

 باشند)در صورت لزوم با ضرب طرفین محدوديت در عدد مناسب حالت کسری را از بین می بريم(.

تمام متغیرها بايستی صحیح بدين معنی که  ،له و متغیرهای کمکی نمی گذارداهای اصلی مسم فرقی بین متغیرتاين الگوري-3

 . باشند

 های مدل را به کمک متغیر های کمکی به صورت تساوی بنويسیم : حدوديتله چنانچه مادر اين مس

 

 

به محدوديتهای  ،عبارت بر حسب محدوديتهای بالا را بنويسیم و ودر  معادله های برش گومری بجای 

اين محاسبات را انجام دهید(  :1می رسیم )تکلیف است و   که معادل   

 شدنیهیچکدام از جوابهای  ،مشخص می شود که محدوديتها ،با ترسیم ناحیه موجه اين مدل و رسم محدوديتهای گفته شده

 مطابق شکل: .حذف نمی کنند و محدب بودن ناحیه را نیز حفظ می کنند ،له رااصحیح مس

 

55 7 2 1 1 1 1 1 
 

3 0 1 1 1 1 1 1 
 

4 1 -1 1 1 1 1 1 
 

1 1 -4 1 1 1 1 1 
 

4 -7 6 1 1 1 1 1 
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 ازیاستفاده از متغیرهای صفر و یك در مدل س -3-4

علاوه بر مدلهايی  .متغیرهای صفر ويک نوع خاصی از متغیرهای صحیح هستند که تنها مقادير صفر و يک را اختیار می کنند

در اين درس به بعضی از  .ها استفاده می شودساير مدلها نیز از اين نوع متغیردر  ،که اصولا از نوع صفر و يک هستند

 کاربردهای آنها اشاره می شود:

 اب يک محدوديت ازبین دو محدوديت :انتخ -1

فرض کنید در يک مدل تحت شرايطی يک محدوديت خاص برقرار می شود و در شرايط ديگر يک محدوديت ديگر جانشین 

 :تواند مطابق الگوی مثال زير باشدمی  ،اين مطلبدر اين صورت يک روش پیاده سازی  ،آن می گردد

 تنها يکی انتخاب شود : ،يربین دو محدوديت ز مثال : می خواهیم از

 

 

 استفاده می کنیم:  yدر اين صورت از متغیر صفر و يک 

Y=0   يت اول برقرار شود .اگر  محدود 

Y=1    شود. دوم برقرار اگر محدوديت 

 عدد مثبت بسیار بزرگی فرض شود شرايط مورد نظر به اين صورت بازنويسی خواهد شد:  Mاگر 

                                                                            

 

نهايت بزرگ  د خواهد بود زيرا مقدار سمت راست آن عددی بیئمحدوديتی زا ،در اين صورت محدوديت دومباشد،  Y=0اگر  

 می شود :

 
ز مقادير متغیرهای تصمیم برقرار خواهد بود . در حالیکه به ازای هرکدام ا ،نهايت بودن شرط کمتر از بیو روشن است که 

شود در  =Y 1اگر. در می آيد که محدوديتی موثر است  محدوديت اول به صورت 

 نهايت بزرگ می شود : زيرا مقدار سمت راست آن عددی بی ،د خواهد بودئاين صورت محدوديت اول محدوديتی زا

 
به ازای هرکدام از مقادير متغیرهای تصمیم برقرار خواهد بود . در حالیکه  ،نهايت بودن از بی روشن است که شرط کمتر و

  زير برقرار است: محدوديت دوم به صورت

 
 يک روش ديگر بازنويسی مدل به صورت زير است:
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 محدوديت : Nمحدوديت ازبین Kانتخاب  -2

 يک را بیان می کنیم: ا مثالی روش استفاده ازمتغیر های صفر وب

 فرض کنید اين محدوديتها را داريم:

 

 

 

 
 در اين صورت خواهیم داشت : ،و می خواهیم تحت هر شرايطی دقیقا يک محدوديت برقرار شود

+ 

 
+ 

+ 

 

براين بنا .يعنی سه محدوديت مقادير سمت راست مثبت بی نهايت به خود می گیرند ،ها برابر سه بشود yجمع  در اينجا اگر

صفر شده است به صورت موثر در می  ،نظیر آن yد خواهند شد و تنها يک محدوديت که ئهمواره برقرار و لذا محدوديتهايی زا

 لذا تنها يک محدوديت موثر خواهیم داشت. ؛آيد

 به صورت زير خواهد بود: محدوديت Nمحدوديت از بین   kله انتخاب امستعمیم 

 

 

 محدوديت : Nمحدوديت ازبینk انتخاب حداقل  -3

 

را  بايد شرط  ،را برقرار نمايیم حداقل يک محدوديت بخواهیم قبل ی لهار در مساگ

 داشته باشیم:

 هد بود.خوا  و تعمیم اين شرط به صورت : 

 

 محدوديت : Nمحدوديت ازبین Kاکثرانتخاب حد -0

 

 بايد شرط  ،را برقرار نمايیم يک محدوديت حداکثربخواهیم  قبل ی لهااگر در مس
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 را داشته باشیم:

 و تعمیم اين شرط به صورت :

 
 خواهد بود.

 

 های با چند مقدار متمايز در سمت راست: پیاده سازی محدوديت -0

( و برای تولید 1111و يا  1011و يا 2111موجودی يک منبع تغییر می کند)مقادير شرايط مختلف سقف  تحتفرض کنید 

در اين صورت چنین محدوديتی  .واحد از اين منبع هستیم 0و 0و 3هر واحد از سه نوع محصول تولیدی يک کارخانه نیازمند 

 به اين صورت نوشته می شود:

 

 
 

 محدوديت به اين صورت بازنويسی خواهد شد: به کمک متغیرهای صفر و يک اين

 

 

 

 
 

 

است که در آن متغیرهای  (Binary) يکی از حالات خاص مدل برنامه ريزی خطی عدد صحیح مدل برنامه ريزی صفر و يک

مسائل روشهای مختلفی برای حل اين  ،تصمیم تنها دو حالت دارند که يکی از آنها را صفر و ديگری را يک در نظر می گیريم

( Branch & Boundشباهت زيادی به روش شاخه و کران )انشعاب و تحديد ،سبالااز بین اين روشها الگوريتم  ،وجود دارد

 له را به صورت زير در می آوريم :ابرای اجرای اين روش ابتدا مدل مس .دارد

                                       

s.t          j=1,…,m 
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های با ضرايب به صورت عبارت با ضرايب مثبت درآورد و کافیست متغیر همواره می توان تابع هدف را ،در يک مدل صفر و يک

سپس تابع هدف را براساس ضرايب  ،تبديل به متغیر با ضرايب مثبت نمايیم  منفی را با تغییر متغیر 

های تصمیم را نیز بر اساس ضرايب آنها به صورت صعودی ورت صعودی بنويسیم و انديس متغیرت بدست آمده به صمثب

 .تنظیم کنیم )به کمک تغییر متغیر(

متغیرهای صفر و يک هستند به صورت مناسب برای  X1,X2,X3را که در آن  min Z=2X1-5X2+X3مثال: تابع هدف 

 .بازنويسی نمايید الگوريتم بالاس

براين بنا ،به صورت متغیر با ضريب مثبت در تابع هدف می نويسیم Y2=1-X2را با تغییر متغیر  X2حل: ابتدا متغیر 

minZ=2X1+5Y2+X3  سپس عبارت تابع هدف را به صورت مرتب شده براساس ضرايب تابع هدف می نويسیم

minZ=X3+2X1+5Y2 ايب می توانیم تغییر متغیر حال برای هماهنگی انديس متغیرها با حالت صعودی ضر

X3=t1وX1=t2وY2=t3 در اين صورت  ،را بکار ببريمmin Z=t1+2t2+5t3   که عبارت با ضرايب مثبت صعودی است و

مساوی طرفین رابطه را  ،انديس متغیر های تصمیم نیز حالت صعودی دارد . برای محدوديتها نیز کافیست در حالت کوچکتر

  .نامساوی عوض شوددر منفی ضرب نموده تا جهت 

 

  (Balas)مراحل اجرای الگوریتم بالاس  -3-4-1

اگر با چنین فرضی همه محدويتها ی مدل برقرار  ،مقدار صفر را داشته باشند فرض می کنیم همه متغیرهای تصمیم ابتدا

ف به صورت گفته شده در غیر اينصورت روی اولین متغیر تصمیم )که در تابع هد ؛رسیده ايم Z=0شوند که به جواب بهینه 

را اجرا می کنیم و با فرض صفر بودن متغیر های تصمیم با انديس بالاتر موجه ضريب را دارد( انشعاب صفر و يک  کمترين

که در اين صورت چهار حالت  دوديتهای مدل (را بررسی می کنیمبودن جواب )يعنی صدق کردن جواب فعلی در همه مح

در سه حالت به عمق می رسیم و انشعاب را متوقف می کنیم و در يک حالت نیز  .د آمدمختلف مطابق جدول زير پیش خواه

را تا زمانی ادامه می دهیم که همه گره ها به عمق برسند پس از به عمق رسیدن  عمل انشعاب ؛امکان ادامه انشعاب وجود دارد

 ها در حالت بهینه را مشخص می کند.متغیرمقدار بهینه و گره مربوط به آن مقادير  z همه گره ها آخرين مقدار
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 چند قرارداد و نكته مربوط به جدول فوق:

لات ممکن برای متغیرهايی است که تاکنون مقدار آنها در مراحل اح تمام ،از جوابهای تکمیلی تا يک مرحله خاصمنظور -1

  .انشعاب مشخص نشده است

در نظر   X1=1 ,X2=0 , X3=1 در يکی از انشعاب ها  X1…X6 تصمیمفرض کنید در يک مدل با متغیرهای  :مثال

  .ای تکمیلی را بنويسیدصورت تمام جوابه در اين ،گرفته شده است

 

 اقدام وضعیت تابع هدف شرح وضعیت پاسخ تکمیلی شماره حالت

1 

 رسیدن به عمق

 

در گره فعلی پاسخ تکمیلی صفر ناموجه و هیچکدام از 

 پاسخهای تکمیلی نیز نمی توانند موجه باشند.

)محدويتهايی در بهترين حالت پاسخ تکمیلی نیز نمی 

 وند(توانند برقرار ش

 توقف انشعاب پاسخ ناموجه است

2 

 رسیدن به عمق

 

 در گره فعلی پاسخ تکمیلی صفر موجه است

مقدار فعلی  تابع هدف 

نسبت به آخرين مقدار 

موجه بدست آمده بهتر 

 نیست

 توقف انشعاب

3 

 رسیدن به عمق

 

 در گره فعلی پاسخ تکمیلی صفر موجه است

مقدار فعلی  تابع هدف 

دار نسبت به آخرين مق

موجه بدست آمده بهتر 

 است

بجای مقدار قبلی تابع 

هدف مقدار جديد را 

 جايگزين کنید.

 توقف انشعاب

0 
در گره فعلی پاسخ تکمیلی صفر ناموجه است ولی بعضی 

 از پاسخهای تکمیلی موجه هستند
 بررسی انشعاب جديد پاسخ نا موجه است

X6 X5 X4 X3 X2 X1 

0 0 0 1 0 1 
1 0 0 1 0 1 
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آنها جواب تکمیلی که در آن ساير متغیرها )که هنوز در مرحله فعلی انشعاب مقادير اولین  ،جواب تکمیلی داريم 8در اينجا 

 را جواب تکمیلی صفر می نامیم. مشخص نشده است( صفر فرض می شوند

 جوابی تکمیلی است که در تمام محدويت های مدل صدق می کند. ،منظور از جواب تکمیلی موجه-2

 ی مدل صدق نمی کند.در يکی از محدوديتها حداقلجوابی تکمیلی است که  ،منظور از جواب تکمیلی ناموجه-3

مساوی حالتی است که در آن مقادير متغیرهای باقیمانده با  ،ت يک جواب تکمیلی برای يک محدوديت بزرگتربهترين حال-0

  .رايب منفی صفر و برای ضرايب مثبت يک شودض

                                       برای محدوديت :مثال

 

  .یم بهترين پاسخ تکمیلی را بدست آوريدرا داشته باش X1=1 ,X2=0,X3=1با فرض اينکه مقادير 

حداکثر مقدار  ،در بهترين شرايط بايد متغیرهای باقیمانده با ضرايب مثبت ،: در اينجا چون محدوديت بزرگتر مساوی استحل

 داريم :در اين صورت  ؛يعنی صفر را بگیرند ،با ضرايب منفی حداقل مقدار خود يعنی يک را بگیرند و متغیر های باقیماندهخود 

-5(1)-3(0)+1(1)+3(1)-2(0)+1(1) يعنی در بهترين پاسخ تکمیلی اين محدوديت برقرار  بنا براين  2-

 است.

فرض شود در اين صورت در بهترين جواب  X1=1,X2=1,X3=0حال فرض کنید در محدوديت قبلی در يک انشعاب ديگر 

(1)1+(0)2-(1)3+(0)1+(1)3-(1)5-تکمیلی داريم  خواهیم  بنابراين به عبارت نادرست   

به بیان ديگر اين  ؛محدوديت گفته شده حتی در حالت ايده آل نیز برقرار نمی شود ،يعنی در اين انشعاب از مدل .رسید

سیده است و انشعاب را ادامه نمی پس گره مورد بررسی به عمق ر ،محدوديت در انشعابهای بعدی هرگز برقرار نخواهد شد

  .دهیم

متمايز از اين  ،زيرا در هرجواب بعدی ؛ديگر انشعاب را ادامه نمی دهیم ،وقتی در يک انشعاب پاسخ تکمیلی صفر موجه است-0

س به متغیرهای باقیمانده مقدار يک را به خود می گیرد که با توجه به شکل تابع هدف در الگوريتم بالايکی از حداقل ،جواب

 است)کاهش مطلوبیت(.  Minمعنای افزودن به تابع هدف 

 مثالی از اجرای الگوريتم بالاس:

 (مدل داده شده را حل کنید :بالاسبا الگوريتم شاخه و کران برای برنامه ريزی صفر و يک)روش 

 

 

 

0 1 0 1 0 1 
1 1 0 1 0 1 
0 0 1 1 0 1 
1 0 1 1 0 1 
0 1 1 1 0 1 
1 1 1 1 0 1 
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   J=1...6 

در نهايت از بین  .در جدول آمده است ،ط به عمق رسیدن نقاط انشعاب و دلیل هر توقف انشعابنقا جدولنمودار انشعاب و 

به عنوان جواب بهینه انتخاب شده است ، کند ترين مقدار تابع هدف را ايجاد مینقطه ای که کم ،موجه سه نقطه انتهايی

 بدست آمده است. Z=11( که در آن 1و1و1و1و1و1)

 

 در حالت موجه Zمقدار  رسیدنعلت به عمق  نام نقطه

A  در بهترين پاسخ تکمیلی نیز برقرار نخواهد شد 2محدوديت ----- 

B  در بهترين پاسخ تکمیلی نیز برقرار نخواهد شد 3محدوديت ----- 

C  در بهترين پاسخ تکمیلی نیز برقرار نخواهد شد 3محدوديت ----- 

D 11 پاسخ تکمیلی صفر موجه است** 

E در بهترين پاسخ تکمیلی نیز برقرار نخواهد شد1 محدوديت ----- 

F  در بهترين پاسخ تکمیلی نیز برقرار نخواهد شد 1محدوديت ------ 

G  در بهترين پاسخ تکمیلی نیز برقرار نخواهد شد 1محدوديت ----- 

H 12 پاسخ تکمیلی صفر موجه است 

I  اهد شددر بهترين پاسخ تکمیلی نیز برقرار نخو 3محدوديت ------ 

J 20 پاسخ تکمیلی صفر موجه است 

 

 )برنامه ریزی عدد صحیح(ILP آشنایی با بعضی از مسائل کلاسیك -3-5

 مسئله فروشنده دوره گرد: -3-5-1

را به اين  فرض کنید شما می خواهید به تعدادی از شهرها برويد و سپس به مبدا حرکت برگرديد متعیر صفر و يک 

نشان دهنده فاصله بین   ملاقات شده باشد فرض کنید jبلافاصله قبل از شهر  iاگر شهر   1=رت تعريف می کنیمصو

به اين صورت  TSPشهر وجود داشته باشد که بايد ملاقات شوند در اين صورت مسئله  nفرض کنید  ،باشد jو  iشهرهای 

 :مدل سازی می شود

 
 

(1   

(2 
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(3 

 .شويد  jمحدوديت يک بیان می کند که شما تنها يکبار می توانید وارد شهر 

 .خارج شويد iمحدوديت دو بیان می کند که شما تنها يکبار می توانید ازشهر 

 .از زير مجموعه ای از شهرها( محدوديت سه بیان می کند که زير دور نیز نبايد وجود داشته باشد )حلقه بسته ای

بطوريکه   ،کشتی ها و وسايل نقلیه برای پوشاندن مجموعه ايستگاههای مشخصی می باشد کاربرد اين مدل در مسیر يابی

 مسیرها به حداقل برسد و همه ايستگاهها نیز طی شوند .

 knapsackمسئله کوله پشتی  -3-5-2 

ولی  ،که بايد زير مجموعه ای از آنها را انتخاب کنیم تا کوله پشتی ما پر شودفرض کنید تعدادی گزينه در اختیار داريم 

می باشد  را دارند و وزن هر کدام از گزينه ها  هر کدام از گزينه ها ارزش  .کوله پشتی ما فضای محدودی دارد

   انتخاب شود و  iاگر گزينه   فرض کنید 

له به اين صورت امس ، ايناينشتی است بنابربیانگر کل فضای موجود در کوله پ bانتخاب نشود و مقدار   iاگر گزينه 

 مدلسازی می شود:

 

 
 

کوله  ی لهايک تعمیم از مس .نسخه صفر و يک کوله پشتی نشان می دهد که هر گزينه يک بار می تواند انتخاب شود

اعداد صحیح مثبت را می  ين است که بتوان از هر گزينه چند نسخه برداشت کرد که در اين صورت متغیر ا ،پشتی

 .تواند به خود بگیرد )احتمالا با سقف تعداد انتخاب برای هر متغیر (

 bin packingمسئله بسته بندی در جعبه ها  -3-5-3

جعبه با اندازه های مساوی به ما  mفرض کنید مجموعه ای از  .تی استکوله پش ی لهاتعمیمی از مس ،مدل بسته بندی

ام  iاندازه کالای   فرض کنید  ،لا که بايد در جعبه ها قرار گیردکا nو يک مجموعه از bمثلا اندازه  ،داده شده است

قرار   jدر جعبه  iاگر کالای  یم را به اين صورت تعريف می کن باشد در اين صورت متغیر صفر و يک 

 گیرد.

فرض  .له حداقل سازی تعداد جعبه های مورد نیاز تعريف می کنندابه عنوان مس ،له بسته بندی در جعبه ها راامعمولا مس

شود تابع هدفی که برای حداقل  اگر جعبه نظیر آن استفاده ،=1را به اين صورت که   کنید متغیر ديگری مانند 

 :سازی جعبه ها لازم است و محدوديت های آن به اين صورت نوشته می شوند
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  .اقل بشودبطوريکه تعداد ايستگاهها حد ،يکی از کاربردهای اين مدل تخصیص افراد به ايستگاههای کاری است

     Set Partitioningمسائل تقسیم بندی مجموعه ها  -3-6

ری از مسائل در بهینه سازی به صورت تقسیم بندی يک مجموعه در قالب زير مجموعه هايی با عناوين مختلف است بسیا

 سه گروه از اين نوع مسائل را در قالب سه مثال بیان می کنیم. .بطوريکه هدف خاصی بهینه شود

 :تخصیص کادر پرواز به هر پرواز (مثال 

بطوريکه جمع هزينه ، به کدام شماره پرواز اختصاص يابد (crew)م تیم پرواز در اينجا می خواهیم مشخص نمايیم کدا

 .های تخصیص به حداقل برسد

 اختصاص نیابد jبه پرواز   iاگر تیم پرواز   اختصاص يابد و : jبه پرواز   iاگر تیم پرواز   قرار داد:

 يک پرواز است متغیر صفر و يک انتخاب    

 است  jپارامتر هزينه تخصیص برای پرواز  

 : داشت مدل را خواهیماين  ،تخصیص ی اقل سازی هزينهدادها و هدف حدبا توجه به اين قرار

 

 

 

قدار   انتخاب می شود م  jبیان می کند که به هر پرواز تنها يک تیم پرواز اختصاص می يابد زمانیکه پرواز  1محدوديت 

  است: صورتاين  اين محدوديت بهشد بنابر خواهد 

 

 

به عنوان مثال . و بقیه صفر می باشد 1به صورت صفر و يک است تنها يکی از جملات اين عبارت   چون متغیر 

 اختصاص می يابد .  jبه پرواز  kدر اين صورت تنها تیم  ،و ساير جملات صفر فرض می شود 

 :اختصاص ماشین های جمع آوری زباله به خیابانهای مشخص( )تخصیص خدمات شهرداری( مثال
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به عنوان مثال يک ماشین بیش از يک بار به  ،شدل ممکن است يک تخصیص با تکرار بابر خلاف مثال قب ،دراين حالت

  :ییر می کنديک خیابان سرکشی کند در اين صورت محدوديت يک به اين صورت تغ

 
 :مدل به صورت زير خواهد بود ،کمینه سازی هزينه ها باشد با همان تعاريف مثال قبل ،و چنانچه هدف

 

 

 

 .(Covering Problem)له پوشش دهی گفته می شود امس ،به اين نوع مسائل

 :له سفارشات و ماشینهاامس مثال(

ايم و ما زير مجموعه های مختلفی از سفارشات را با ماشینهای  دهنمو فهرستی از سفارشات را دريافت ،دربعضی از مسائل

اين بنابر ،در شرايطی ممکن است امکانات کافی برای اجرای همه سفارشات وجود نداشته باشد .مختلفی انجام می دهیم

با  ،برسد بايد سفارشات را طوری به ماشینها اختصاص دهیم که سود ناشی از اجرای سفارشات به حداکثر مقدار خود

فرض اينکه پردازش هر سفارش توسط هر ماشین )در صورت انتخاب سفارش(تنها يکبار انجام می شود و با هدف حداکثر 

 سازی سود مدل به اين صورت خواهد بود:

 

 

 

 .گفته می شود Packing Modelsبه مدلهای نظیر اين مسائل 

 Generalized Assignment Problemتعمیم مدل تخصیص  -3-5-4

به آن اشاره شد نیز يک مدل صفر و يک است و شکل کلی مدل آن به اين  2ياد آوری: مدل تخصیص که در تحقیق  

 صورت است:
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تنها به يک  ،نشان دهنده تخصیص هر شغل 2تنها به يک شغل و محدوديت  ،نشان دهنده تخصیص هر فرد 1محدوديت 

 .ل و افراد(فرد می باشد )تناظر يک به يک بین مشاغ

تعمیم مدل تخصیص: يک تعمیم ساده از مدل تخصیص می تواند به اين صورت باشد که هر شغل بايد به يک فرد 

 jدر حالت خاص فرض کنید هر کارمند  .ولی هر فرد ظرفیت انجام بیش از يک شغل را دارد ،مشخص تخصیص داده شود

در اين  ،وقت می برد به میزان  j برای کارمند  i همچنین وظیفه ساعت ( و  زمان محدودی را دارد )مثلا 

 صورت با هدف حداقل سازی هزينه تخصیص اين مدل را خواهیم داشت:

 

 

 

 
 

که سفارشات هر مشتری بايد به يک وسیله  در جايی .کاربردهايی در مسئله حمل و نقل دارد ،تعمیم مسئله تخصیص

.اما يک وسیله نقلیه می تواند سفارشات بیش از يک مشتری را حمل کند ،اختصاص داده شود  

:نتیجه گیری   

امه ريزی عدد ، لذا ، اغلب با مسائل برنبايد عدد صحیح باشند از آنجا که در دنیای واقعی، بعضی يا تمام متغیرهای تصمیم

تغیرهای آنها محدوديت عدد صحیح نداشته . مسائل عدد صحیح پیچیده تر از مسائلی هستند که مصحیح سرو کار داريم

له است .اباشند . مهمترين عامل تعیین کننده در مورد زمان محاسبات ، تعداد متغیرهای تصمیم و ساختار مس  
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 شاخصه: تصمیم گیری چند چهارمفصل 
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 قدمهم

 معیارهگیری چند ماهیت تصمیم -4-1

فرآيند تصمیم گیری شامل چند مرحله  تعريف کرد. ،می توان فرآيند انتخاب يک گزينه از بین چند گزينه تصمیم گیری را

 گزينه ها يا راه حل ها و تعیین بهترين گزينه يا راه حل. باشد: مساله يابی و شناخت مساله، شناسايی راه حل ها، ارزيابی می

در نظر داشته باشد، زيرا ما تنها بايد گزينه ای که بالاترين درجه از  گیری زمانی حسی است که مسائل تک معیاری راتصمیم

معیارهای متعدد  های جايگزين را با ترجیحات را در آن معیار دارد انتخاب کنیم. با اين وجود، وقتی تصمیم گیرنده روش

کرده و تر معیارها مسائل را پیچیدهکند، بسیاری از مشکلات مثل وزن معیارها، وابستگی ترجیحات و تضاد در بین  ارزيابی می

 تری حل شوند.های کارآمد بايد توسط روش

(، دراولین مرحله، هدف تصمیم گیری بايستی مشخص گردد. مرحله MCDM) معیارهگیری چند برای حل مسائل تصمیم

شناسايی  ،های حل مسالهارگزينه ها يا راهک ،مرحله بعدی له وجود دارد. دراکه چه تعداد شاخص و معیار در مس ستبعدی اين

را جمع آوری کنیم که اين داده ها می توانند عینی يا ذهنی  اطلاعات مناسبی ها يا ر مرحله بعدی بايستی دادهمی شوند. د

ذهنی می باشد که  نمونه ای از داده های، بر اساس معیارهاارزيابی گزينه ها  ی باشند. ترجیحات تصمیم گیرندگان در زمینه

نند میزان سود، داده های عینی دارای مقدار واقعی می باشند )ما، د. از طرفیری می تواند جمع آوری شویگ تصمیمتوسط تیم 

بندی و يا بهبود و در مرحله بعدی، روش هايی استفاده می شود تا به تصمیم گیرنده برای ارزيابی و رتبه مصرف سوخت و ...(

 انتخاب بهترين تامین کننده يا بهترين کارمند(. کند )مثلاتمالی يا گزينه ها کمکهای اح روش

 اصلی تقسیم شود: ی تواند به دو طبقه می MCDMمسائل  ت کلیلدر حا

 (MADMگیری چند شاخصه )تصمیم-0-1-1

  (MODMگیری چند هدفه )تصمیم-0-1-2

گزينه ها از قبل  ،. در اين دستهدسته اول برای ارزيابی گزينه ها و انتخاب بهترين گزينه در فضای گسسته به کار می رود

دسته دوم،  مانند انتخاب يک تامین کننده از بین چند تامین کننده. .بايستی از بین آنها يکی را انتخاب کرد مشخص و

دستیابی به اهداف مطلوب شده، از طريق در نظر گرفتن  ، با هدفريزی مناسب استرای طرح / برنامهکه به ويژه ب

مساله تخصیص بهینه سفارشات به تامین کنندگان که در  ،باشد. برای مثال های مدنظر می ر محدودهتعاملات گوناگون د

آن به دنبال پیدا کردن میزان سفارش به هر تامین کننده می باشیم تا تابع هدف هزينه کمینه و تابع هدف سرويس 

 بیشینه گردد.

 ند شاخصه و چند هدفه پرداخته خواهد شد.در اين کتاب در ادامه به شرح کامل روش های تصمیم گیری چ

 

                                                                                                                                        تصمیم گیری چند شاخصه -4-1-1

         

 مراحل تصمیم گیری چند شاخصه

 تصمیم گیری تعریف هدف -4-1-1-1

له يا اهداف خاصی هستند . اين هدف می تواند امديران و تصمیم گیرندگان به دنبال حل يک مس ،در مسائل تصمیم گیری

خريد خودرو، خريد منزل و انتخاب يک کارخانه از بین چند کارخانه  و يا انتخاب يک تکنولوژی مناسب از بین چند تکنولوژی 

 باشد.
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 ه های تصمیم :استخراج شاخص -4-1-1-2

شاخص های مرتبط با موضوع تصمیم گیری را می توان با جست و جو و مطالعه در ادبیات موضوعات مرتبط و استفاده از 

 برای موضوع مورد نظر به کار برد.ها را  خبرگان و کارشناسان در موضوع مورد نظر استخراج کرد و شاخصه

 

 :شناسایی گزینه ها  -4-1-1-3

 ی تصمیم گیری چند شاخصه، شناسايی گزينه ها می باشد که اين کار بايستی با وقت زيادی انجام گیرد.مرحله بعدی برا

  :تریس تصمیم گیریماتشكیل  -4-1-1-4

ستی يهای مرتبط ارزيابی گردند. بدين منظور با هگزينه ها بايستی بر اساس گزين ،به منظور يک تصمیم گیری اثربخش

 ردد که در نهايت ماتريس تصمیم به صورت شکل زير می باشد :ماتريس تصمیم گیری تشکیل گ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 می باشد.ام  iنشان دهنده ی ارزش گزينه ی  aijام،  iينه ی گزنشان دهنده ی Aiمی توان گفت 

 ها کمی يا کیفی اند. ل قبل استفاده می گردد. اين شاخصشاخص های شناخته شده در مراح ،به منظور ارزيابی گزينه ها

خص را قرار ی گزينه در آن شا ست آمدهعدد بددر ماتريس تصمیم برای شاخص های کمی )قیمت، ساعت و هزينه( امتیاز يا 

بهتر است آنها را به شاخص های کمی تبديل کنیم. که از روش زير می توان معیاری های  ،کیفی می دهیم . برای معیارهای

 کیفی را به معیار های کمی تبديل کرد.

 تبدیل شاخص های کمی به کیفی -4-2

به ای به شاخص های کمی وجود دارد که استفاده از مقیاس فاصله ای و رت روش های مختلفی برای تبديل شاخص های کیفی

نقطه ای است که برای  11اين روش ها می باشند . روش مقیاس دو قطبی يک مقیاس  نتري يا مقیاس دوقطبی معمول

 شاخص های با جنبه مثبت و منفی به ترتیب به صورت زير بیان شده است :

 

 

 

C1     C2                  . . .               Cn 

 شاخص ها

 گزينه ها

a11            a12                                                 . . .                                            a1n 

a21                 a22                                         . . .                                                  a 

 .         .             . 

 .       ,             .                                  . . .                           

 .        .             . 

am1                    am2                                       . . .                                                         

amn 

A1 

A2 

. 

. 

. 

An 
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 شاخص ها با جنبه مثبت
11       2          8         0           6        0          0           3         2           1         1 

 خیلی زياد               زياد                  متوسط                   کم                  خیلی کم       

 

 شاخص های باجنبه منفی
11       2          8         0           6        0          0           3         2           1         1 

 خیلی زياد               زياد                  متوسط                   کم                  خیلی کم       

 

کمتر مورد استفاده قرار می  11و  1ارزش های  ارزش های واسطه بین دو ارزش ديگر می باشند. 8و  6، 0، 2ارزش های 

 :گیری با سه فرض زير انجام می شودگیرد. اين نوع اندازه 

زياد  لیفاصله ی بین ارزش های يکسان است. به طور مثال فاصله ی بین خیلی کم و کم، برابر با فاصله بین زياد و خی -الف

 است.

 است. 3سه برابر بیشتر از امتیاز  2ن مثال امتیاز ها دارای مقیاس نسبی هستند. به عنوا -ب

 ترکیب ارزش ها )جمع، تفريق، ضرب و تقسیم(برای شاخص های مختلف مجاز است. -ج

بر طبق اين مقیاس ها، معیار های کمی و کیفی مثال مذکور )کیفیت کار و میزان تجهیزات و امکانات( را می توان کمی کرد. 

 ورت زير تعريف خواهد شد:از اين رو ماتريس تصمیم گیری به ص

C5 C4 C3 C2 C1  

261 0 2 12 8 A1 

     A2 

     A3 

     A4 

     A5 

 

 روش های بی مقیاس سازی :-4-3

 بی مقیاس سازی :

مقادير با يکديگر را  یاز آنجا که هر يک از شاخص های کمی دارای مقیاس اندازه گیری خاص خود می باشند، اين کارمقايسه 

رد تا بتوان مقايسه را انجام داد. برای اين ککن می سازد، لذا می بايست به طريقی آنها را مستقل از واحد اندازه گیری غیر مم

 روش وجود دارد که به آنها اشاره می کنیم: 3کار 

 نرمبا استفاده از  یبی مقیاس ساز -4-3-1

 ذور مجموع مربعات عناصر هر ستون تقسیم می کنیم :هر عنصر ماتريس تصمیم گیری را بر مج ،در اين نوع بی مقیاس سازی

nij= 

C3 C2 C1  

6 0 2 A1 

3 8 0 A2 
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ام  jام از شاخص   iمقدار بی مقیاس شده ی گزينه ی nij  است .

 

 

 مثال :

C   معیار ها  و =A تعداد گزينه ها  = 

 

 Nij= =  

Nij =  =.21   ,    nij= =.18 

را انجام داده ، يعنی تک تک اعداد هر ستون را بر مجذور مجموع مربعات آن  رو به همین ترتیب برای دو ستون بعدی اين کا

 ه در نهايت جدول بی مقیاس شده به صورت زير خواهد بود :کتقسیم می کنیم. 

C3 C2 C1  

.53 .35 .36 A1 

.26 .70 .91 A2 

.80 .61 .18 A3 

 

 روش بی مقیاس سازی خطی : -4-3-2

را بر حد اکثر آن ستون تقسیم می  تريسامقدار از م رسپس هدر اين روش ابتدا مقادير شاخص های منفی را معکوس کرده و 

می  ز مقادير نبوده ونیازی به محاسبه ی معکوس هر يک ا ،کنیم . البته چنانچه تمامی شاخص ها دارای جنبه ی منفی باشند

مقدار هر خانه از ماتريس را به مقدار حداکثر ستون مربوطه تقسیم کرده و حاصل را از يک کم کرد  ،توان علاوه بر روش قبل

 که در حالت کلی خواهیم داشت :

                                                                                                    برای شاخص ها با جنبه ی مثبت :

nij= 

                                                 برای شاخص ها با جنبه ی منفی:

nij= 

-nij=1                                                                               برای حالتی که تمامی شاخص ها منفی باشند :    

 

 

 

 

 
 

 

2 0 1 A3 

  کیفیت مصرف زيبايی

 پرايد 2 0 6

 پیکان 0 8 3

 پژو 1 0 2
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 = 

         

 اعداد بدست آمده بر اساس شاخص های مثبت و منفی محاسبه شدند. شد،در بالا مشاهده که همانطور 

 تقسیم می کنیم : ،هر يک از اعداد را بر مجموع اعداد ستون متناظر با خود تن حالخطی : در اي شکل-

rij= 

 مثال :

C3 C2 C1  

6 4 2 A1 

3 8 5 A2 

9 7 1 A3 

 جمع 8 12 18

 

 

 

 :  می کنیم بهنجارو به همین صورت ، باقی مانده ی اعداد را 

 بی مقیاس کردن فازی :  -4-3-3

تیکه فاصله ی بین مقادير اندازه گیری شده زياد نباشد، می توان برای بی مقیاس کردن معیار های مثبت و منفی به در صور

 ترتیب از روابط زير استفاده کرد :

rij=  

rij= 

بهترين نتیجه عدد يک و  به اعداد بین صفر و يک تبديل خواهند شد به گونه ای که ،در اين روش اعداد ماتريس تصمیم

 بدترين نتیجه به عدد صفر تعلق خواهند گرفت. 

 

 روش های ارزیابی اوزان ماتریس ها  -4-4

روش های زير مورد ارزيابی قرار گیرند. ازريق يکی طهر يک از اوزان بدست آمده بايد از از   

 روش آنتروپی1-4-4-

فیزيک و تئوری اطلاعات می باشد. وقتی که داده های يک ماتريس  آنتروپی يک مفهوم بسیار با اهمیت در علوم اجتماعی،

ايده های روش  تصمیم گیری، به طور کامل مشخص شده باشد،  می توان از روش آنتروپی، برای ارزيابی وزن ها استفاده کرد.

ی برخوردار است. های فوق، اين است که هرچه پراکندگی در مقادير يک شاخص، بیشتر باشد، آن شاخص از اهمیت بیشتر
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مشخص می شود. اگر ماتريس تصمیم را  Piآنتروپی در نظريه ی اطلاعات يک معیار عدم اطمینان است که با توزيع احتمال 

 به شکل زير نشان دهیم:

 

 

 

 

 

 

 

 

 (، توسط شانون ، به صورت زير بیان شده است:Eiاندازه گیری اين عدم اطمینان)

 

 

 

 

 

 بین صفر و يک باشد، اعمال می شود. Eiبه منظور اينکه مقداری ثابت است و   kکه 

E   از توزيع احتمالPi  بر اساس مکانیزم آماری، محاسبه شده و مقدار آن در صورت تساویPiيعنی (ها با يکديگرPi= ) 

 بدست می آيد.

k :به عنوان مقدار ثابت، به صورت زير محاسبه می شود 

K= 

 

 

چه میزان  (jکند که شاخص مربوطه) ، بیان می jلاعات بدست آمده برای شاخص ط( از اdjمینان يا درجه ی انحراف )طاعدم 

 ( به صورت زير بدست می آيد:djتصمیم گیرنده قرار می دهد. مقدار ) رمفید برای تصمیم گیری، در اختیا اطلاعات

Dj=1-Ej ؛∀ j 

 يد:به صورت زير بدست می آwjسپس مقدار وزن 

 ∀ j   ؛ Wj=  

در نظر گرفته باشد، در اين صورت وزن تعديل شده  jرا برای شاخص  λjاگر تصمیم گیرنده از قبل، وزن دهی مشخصی مثل 

(w
- 

jبه شرح زير محاسبه می شود ،): 

 ∀j ؛ W
-
 j = 

 رتبه بندی کنیم . c3 و   , c1 , c2معیار  3ه رابايد نسبت ب s3و  s1,s2مثال : در جدول زير سه تامین کننده ی

 
c1 c2 c3 
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 mتعداد گزينه ها=

K=.910 

 کنیم . در جدول زير برای اين کار تک تک اعداد هر بهنجار نمودن، جدول را بهنجاردر مرحله بعد بايد با يکی از روش های 

 ستون را بر مجموع آن ستون تقسیم می کنیم که در اين صورت خواهیم داشت :                                               

 بهنجار شده:جدول        

 

 
c1 c2 c3 

s1 0.333333 0.222222 0.555556 

s2 0.32381 0.444444 0.333333 

s3 0.342857 0.333333 0.111111 

 

 

 : (E)شاخص ها رابدست آوريم يا همان  آنتروپیعد بايد در مرحله ب

E1 E2 E3 

0.999752 0.965634 0.852792 

 برای مثال :

E1= - .910*(.333*-1/09)+(.323*-1/12)+(.332*-1/07)=.999752 
 در اين مرحله بايد درجه ی اطمینان را بدست آوريم که :

d1 d2 d3 مجموع 

0.000248 0.034366 0.147208 0.181822 

 برای مثال :

D1= 1- (.999752) = .0000248 
D1=1- .965634 = .034366 

ها را  dاقدام به بدست آوردن اوزان می کنیم که برای اين کار بايد تک تک  ،پس از بدست آوردن درجه ی اطمینان ،در نهايت

 بر مجموع آن تقسیم کنیم که در اين صورت خواهیم داشت :

w1 w2 w3 

0.001362 0.189012 0.809626 

 

W1=.000248 / .181822 = .001362 

W2= .034366 / .181822=.189012  

W3=.147208 / .181822 = .809626 

 :(AHPروش فرآیند تحلیل شبكه ای )2-4-4-

 (:1281را در پنج گام زير خلاصه کرد )دوبیوس و پريد، MADMبطور کلی می توان فرايند 

 مسالهیت گام اول : تعريف و تبیین ماه

s1 7000 2 0.05 

s2 6800 4 0.03 

s3 7200 3 0.01 

 0.09 9 21000 جمع



 

 

028 
 

 (2-1گام دوم: ايجاد يک نظام سلسله مراتبی برای ارزيابی آن )شکل 

 گام سوم : انتخاب الگوی ارزيابی مناسب

 لهاگام چهام : بدست آوردن وزن و ارزش نسبی هر بعد از مس

و ارزش عملکرد  گام پنجم: تعیین بهترين انتخاب با توجه به ارزش مطلوبیت جزيی که خود دربرگیرنده ارزش کلی وزن نسبی

 مربوط به هر يک از انتخابهاست.

اگر ارزش نهايی انتخاب ها فازی باشد ، آنگاه گام ششم برای رتبه بندی گزينه ها به منظور انتخاب بهترين گزينه برداشته می 

 شود.

 گام ششم : رتبه بندی گزينه ها براساس ارزش مطلوبیت فازی جزيی که از گام پنجم بدست آمد.

 ( عنوان داشتند که پنج اصل زير بايد برای طرح معیارهای تصمیم گیری لحاظ شود : 1206کر است که کینی و رايفا )شايان ذ

 جامعیت

 قابلیت اجرايی

 تجزيه پذيری

 عدم تکرار

 حداقل اندازه

و  1281توسط ساعتی ) AHPمی باشد.1روش فرآيند تحلیل سلسله مراتبی، يکی از روش های تصمیم گیری چند شاخصه

يند تصمیم گیری غیرعینی را براساس ابعاد مختلف در يک نظام سلسله مراتبی الگوسازی کند. از آن آه گرديد تا فرئ( ارا1200

پس اين روش بطور گسترده ای در برنامه ريزی يکپارچه ، گزينش نمونه کار و تحلیل سود و هزينه در دستگاههای دولتی بکار 

 فرايند تحلیل سلسله مراتبی ،گیری يکی از کارآمدترين تکنیک های تصمیماختصاص يابد. بسته می شود تا منابع به درستی 

مطرح شد . که بر اساس مقايسه های زوجی بنا نهاده شده و امکان  1281که اولین بار توسط توماس ال ساعتی در  است

 بررسی سناريوهای مختلف را به مديران می دهد .

 یاصول فرايند تحلیل سلسله مراتب

                                                  2شرط معکوسی . اصل 1

 3همگنی . اصل 2

                                                        0وابستگی. اصل 3

0انتظارات. اصل 4 
 

 :شرط معکوسی

 خواهد بود.n/1برابر  Aبر عنصر  Bباشد ترجیح عنصر  nبرابر  Bبر عنصر  Aاگرترجیح عنصر 

 :همگنی

 نمی تواند بی نهايت يا صفر باشد.Bبر عنصر Aبايد همگن و قابل قیاس باشند . به بیان ديگر برتری عنصر  Bبا عنصر  Aعنصر 

                                                             
1
Analytical Hierarchy process (AHP) 

2Reciprocal Condition 
3
Homogeneity 

4
Dependency 

5
Expectation 
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 وابستگی: 

هر عنصر سلسله مراتبی به عنصر سطح بالاتر خود می تواند وابسته باشد وبه صورت خطی اين وابستگی تا بالاترين سطح می 

 ادامه داشته باشد.د توان

 انتظارات: 

 پروسه ارزيابی بايد مجددا انجام گیرد. ،هر گاه تغییر در ساختمان سلسله مراتبی رخ دهد

 

 

 

 

 

 MADM. سیستم سلسله مراتبی برای 1-0شکل 

 

ن سطح به عنوان يک ساختار سلسله مراتبی مطرح می شوند. اولی AHPل تصمیم گیری در ئبايد تاکید داشت که تمام مسا

هدف به معیارهای متعددی تجزيه می شود و به همین  ،است. در سطح دوم تصمیم گیری خاص ی لهاآن مبین هدف يک مس

 AHPترتیب سطوح پايین تر از اين اصل پیروی می کنند تا هر معیار را به معیارهای خردتر تقسیم کنند. بنابراين شکل کلی 

 ت ترسیم نمود.آمده اس 2-0را می توان آنطور که در شکل 

 

 را می توان به شکل زير خلاصه نمود : AHPچهار گام اصلی 

 .له به سلسله مراتبی از عناصر بهم مرتبطايک مس ی تجزيهی واسطه ه : ايجاد يک نظام سلسله مراتبی بگام اول
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 AHP. ساختار تناوبی 2-0شکل 

 يجاد يک ماتريس متقابلمقايسه وزن نسبی بین ابعاد عناصر تصمیم گیری برای ا گام دوم:

 گام سوم: ترکیب قضاوت شخصی با تخمین های ارايه شده از وزن نسبی

 گام چهارم: تجمع اوزان نسبی عناصر برای تعیین بهترين گزينه يا راهبرد

 . . . ,a1, a2بصورتی که ابعاد با  ،براساس وزن اهمیت نسبی شان مقايسه کنیم ،بعد را دو به دو nاگر بخواهیم مجموعه ای از 

, an  و اوزان باw1, w2, . . . ,wn,  نشان داده شده باشند، آنگاه می توان مقايسه های دو به دو را بصورت پرسشنامه ای با

 ه داد.ئبرداشت غیرعینی بصورت زير ارا

 (1-0فرمول )

 
 AHP. بنابراين مساله اصلی در  معمولاً نامعلوم استتوجه کنید که در شرايط واقعی   =aij)متقابل مثبت (=aijکه 

≅aijاست بطوريکه  aijيافتن   يک ماتريس وزنی بصورت زير طرح می شود : .

 
 خواهیم داشت: Wwبا ضرب 
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 w=0×(W-nI)یا                      

یارها بکار می رود را نشان می دهد که مطابق با معنای واژگان مقیاس نسبی که برای مقايسه وزن اهمیت بین مع ،جدول زير

 تا مبین اهمیت برابر يا مفرط باشد. ،از يک تا نُه مرتب شده است

 

 AHPمعیار نسبی در 

 شدت متغیر های زبانی شرح

 1 مساوی دو عنصر اهمیت يکسانی داشته باشند

يک عنصر نسبت به عنصر ديگر، نسبتاً ترجیح داده می 

 دشو
 3 متوسط

يک عنصر نسبت به عنصر ديگر،زياد ترجیح داده می 

 شود
 0 قوی

يک عنصر نسبت به عنصر ديگر، بسیار زياد ترجیح داده 

 می شود
 0 بیان شده

يک عنصر نسبت به عنصر ديگر، ترجیح فوق العاده 

 زيادی ترجیح داده می شود
 2 نهايت

 
ارزشهای بنابین در 

 قضاوت
 8و6و0و2

 

 یس سازگار و خصوصیات آنماتر -4-5

 داشته باشیم و ماتريس مقايسه زوجی آنها به صورت زير باشد : C1 , C2 , … , Cn معیار به شرح  nاگر    

A=       i,j = 1 , 2 , … , n 

 بر نشان می دهد . چنانچه در اين ماتريس داشته باشیم : Cjرا  Ciترجیح عنصر   aijکه در آن 

       i,j,k= 1,2,…,n 

 سازگار است . Aآنگاه می گويیم ماتريس 

 هر ماتريس سازگار دارای خصوصیات زير است :

 می باشد. ،هر عنصر بهنجارمقدار وزن عناصر برابر مقدار  .1

 ijaA 
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 ( .AW=nWمقدار ويژه برابر طول ماتريس است) .2

 مقدار ناسازگاری دراين ماتريس صفر است . .3

 گار و خصوصیات آن :ماتریس ناساز -4-6

 است : nباشد مجموع مقادير آنها برابر  Aمقادير ويژه ماتريس مقايسه زوجی  λ1,λ2,…,λnاگر  قضیه يک:

 
 

 .ها منفی خواهند بود(λاست )در اين صورت برخی از nهمواره بزرگتر يا مساوی   λmax: بزرگترين مقدار ويژه  قضیه دو

λmax ≥  n 
مقدار کمی از حالت  ،آن نیز ی مقدار کمی از حالت سازگاری فاصله بگیرد ، مقدار ويژه ،يساگر عناصر ماتر قضیه سه:

 سازگاری خود فاصله خواهد گرفت .  

A×W =λ .W 
ه ( بوده )بزرگترين مقدار ويژ nيک مقدار ويژه برابر  .می باشد  Aبه ترتیب بردار ويژه و مقدار ويژه ماتريس   λو   Wکه در آن

 بنابراين در اين حالت می توان نوشت:  .برابر صفر هستندو بقیه آنها 

AW =nW 
 فاصله می گیرد که می توان نو شت : nکمی از   λmax، 3ناسازگار باشد طبق قضیه  Aدر حالتی که ماتريس مقايسه زوجی 

A×W = λmax.W 
 

λmax   - n 

( و نسبت ثبات CIشاخص که شامل شاخص ثبات ) برداشت غیرعینی و دقت اوزان نسبی دو ،، برای تضمین ثباتعلاوه بر آن

(CRمی شود )، ه می دهیم. ئرا ارا 

 را می توان به صورت زير نوشت : CI معادله شاخص ناسازگاری 

C.I = 

شد در بیشتر با 1/1نبايد از  CI( پیشنهاد داد که مقدار 1281مقدار ابعاد است. ساعتی ) nبزرگترين مقدار ويژه و   λmaxکه 

 به صورت زير محاسبه می شود : CRصورت نتیجه بدست آمده متقن نیست. از سوی ديگر  غیراين

C.R =  

بزرگی از ماتريس های متقابل بصورت تصادفی با استفاده از مقیاس  ی به شاخص ثبات تصادفی اشاره دارد که از نمونه RIکه 

 با توجه به اندازه ماتريس های مختلف در جدول زير نشان داده شده است. RIبدست می آيد. 2و  8و و ... ،    

 

 

 

R.I برای ماتريسهای سايزهای متفاوت 

RI تعداد عناصر 
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1502 3 

1582 0 

1511 0 

1520 6 

1530 0 

1501 8 

1500 2 

1502 11 

1501 11 

1500 12 

1506 13 

 

حداکثر سطح قابل تحمل است. در ادامه يک مثال عددی برای نشان  2/1باشد و   1/1بايد کمتر از  CR ،برای پايابودن نتايج

 ارائه می دهیم: AHPدادن روش 

يکی را انتخاب کند و   Cو  Bو A: مديری می خواهد برای انتخاب تامین کننده شرکت خود از میان سه تامین کننده مثال

 :حل اين مثال به شرح زير می باشد .مد نظر اين مدير می باشد ،، تحويل به موقع و کیفیت برای اين انتخاب سه معیار خدمات

 

 م برای اين مثال به شکل زير می باشد:یسلسله مراتب تصم

 

 
 

 کرد : می توان از روش زير استفاده ،شده مبرای محاسبه تعداد مقايسات زوجی برای شاخص های انجا

تعداد مقايسات زوجی  =  

 ها = تعداد مقايسات زوجی شاخص

 می باشد. 3اين مثال  داد مقايسات زوجی برای شاخص هایدر نتیجه تع
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 بهبه طور مثال از نظر تصمیم گیرنده شاخص کیفیت  ،بعدی تصمیم گیرنده شاخص ها را با هم مقايسه می کند ی در مرحله

 شاخص ها نسبت به يکديگر درجدول زير آورده شده است. ه یمقايس ترجیح نسبتا کمی دارد. حاصل ،شاخص قیمت

 

 شاخص ها خدمات تحويل به موقع کیفیت

 

 خدمات 1 3

 

1 
 

 تحويل به موقع

 کیفیت 0 6 1

 جمع 6533 11 153366

 

 : قطر ماتريس ، يک است ؛ زيرا هر شاخص ، با خودش مقايسه می شود .  1نکته 

ت از تحويل به موقع ارجح تر است و از طرفی شاخص کیفیت از خدمات ارجح تر است پس در : چون شاخص خدما 2نکته 

 نهايت شاخص کیفیت از شاخص تحويل به موقع ارجحتر است.

: اگر يک شاخص نسبت به شاخص های ديگر اهمیت يکسان داسته باسد. پس آن دو شاخص نسبت به هم ارزشی برابر 3نکته 

 دارند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

برای بی مقیاس  .ها ، مقادير آن را بی مقیاس می کنیم له بعدی پس از تشکیل ماتريس مقايسات زوجی برای شاخصدر مرح

هر مقدار ماتريس را بر جمع هر ستون تقسیم می کنیم، در نهايت ماتريس ما به شکل زير در ، کردن همانطور که گفته شد

 می آيد :

 

 کیفیت
تحويل به 

 موقع
 شاخص ها خدمات

 خدمات 15100 153 15106

15121 151 15102 
تحويل به 

 موقع

 هدف انتخاب تامین کننده

 معیارها خدمات تحویل به موقع کیفیت

A B C گزینه ها 
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 کیفیت 15082 156 15031

 

میانگین حسابی هر سطر را بايد محاسبه کنیم. يعنی جمع هر سطر را  ،وزن نسبی هر شاخص ی در گام بعدی برای محاسبه

و مقدار میانگین نوشته می شود . حساب و تقسیم بر تعداد شاخص سطر کنیم . در واقع يک ستون به جدول بالا اضافه شده 

 می باشد: شکل اين به ،در اين مثال

 شاخص ها خدمات تحويل به موقع کیفیت میانگین

 خدمات 15100 153 15106 15211

15121 15121 151 15102 
تحويل به 

 موقع

 کیفیت 15082 156 15031 15010

 

و شاخص تحويل به موقع  است 15211ص خدمات برابر با وزن هر شاخص محاسبه شده و بدين ترتیب وزن شاخ ،در نتیجه

 می باشد.15010و شاخص کیفیت برابر با  15121برابر با  

 از نظر هر شاخص انجام می دهیم.  Cو  Bو  Aحال همین مراحل را برای سه تامین کننده 

 

C B A خدمات 

3 2 1 A 

2 1 
 

B 

1 
  

C 

 از نظر تحويل به موقع :

C B A 
ه تحويل ب

 موقع

 

 

  

1 A 

 

1 3 B 

1 2 0 C 

 از نظر کیفیت :

C B A کیفیت 

  

1 A 
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1 2 B 

1 3 0 C 

 

 حال وزن نسبی شاخص ها را محاسبه می کنیم :

 

 خدمات C B A میانگین

15032 15011 15001 15006 A 

15220 15333 15286 15203 B 

15160 15160 15103 15182 C 

 

 C B A میانگین
ل به تحوي

 موقع

15123 15103 15111 15120 A 

15321 15286 15311 15300 B 

15000 15001 15611 15011 C 

 

 کیفیت C B A میانگین

15122 15131 1511 15120 A 

15231 15210 15222 15201 B 

15608 15600 15660 15620 C 

 

ها را رتبه  ه هر شاخص ضرب کرده و طبق آن گزينهحال وزن نسبی شاخص ها را در ماتريس وزن نسبی گزينه ها با توجه ب

 بندی می کنیم. بنابراين داريم :

 کیفیت

تحويل 

به 

 موقع

  خدمات

15122 15123 15032 A 

15231 15321 15220 B 
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×   =   

 

بنا براين رتبه بنده گزينه ها به صورت زير می  باشد:

C ‹ B ‹ A 
 

 

 

 

 

 

 

 در اين مرحله بايد نرخ ناسازگاری محاسبه شود، تا مشخص شود که آيا بین مقايسات زوجی ما سازگاری وجود دارد يا خیر.

 دست آمده از آن ضرب می کنیم. های نسبی به ها را در بردار وزن در گام اول ماتريس مقايسات زوجی شاخص

   =  × 

 

 

 

 

 

 

 ها تقسیم می کنیم تا بردار سازگاری به دست آيد: های نسبی شاخص در گام دوم، جواب حاصل را بر بردار وزن

 
 ه می شود : نامیدλmaxمیانگین حسابی عناصر اين بردار را بدست می آوريم که  ،در گام سوم

 

λmax = ( 3.065 + 3.021 + 3.200 ) / 3 = 3.095 
 بعد شاخص ناسازگاری را به صورت زير حساب می کنیم : ی در مرحله

15608 15000 15160 C 

 کیفیت

تحويل 

به 

 موقع

 خدمات
شاخص 

 ها

 

 خدمات 1 3

 

1 
 

تحويل 

به 

 موقع

 کیفیت 0 6 1

A 

B 

C 
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C.I =  =  

 

 :(LINMAP)روش لینمپ -4-4-3

جواب بهینه ی مدل  Xjمی نمايد و  ام اخذ jام در شاخص  i، مقداری باشد که در ماتريس تصمیم گیری، گزينه ی  Xijاگر 

، وزن و WJ، را بیان می کند و Xn . . . ,X2,X1باشد که در نهايت پس از حل مدل مناسب ترين مقادير شاخص های 

 باشد. J=1,2,…,nاهمیت هر يک از شاخص ها به ازای 

نمايش می دهیم ، که از رابطه ی زير  diاد معیار قرار می گیرد  که اين فاصله را با نم ،هر گزينه از گزينه ی بهینه ی فاصله

 قابل محاسبه می باشد:

 

di= [  

qL= -  

ارجح است و  Lبر گزينه ی  kنشان داده شود يعنی گزينه ی  (K,L)به صورت  sحال اگر مجموعه نظرات تصمیم گیرنده با 

 در واقع:

qk ≤ qL 

 می شود : اصلحدز نتیجه دوحالت زير 

 ( : Iحالت)

 ه مقدار اين انحراف از رابطه ی زير محاسبه می شود :ک، انحراف به وجود می آيد باشد qk≤ ql( اگر1

)Ql- qk ( = 0             qk-ql 

Qk-ql            qk-ql 

                                  يا به عبارت ديگر :                                                                   

(ql- qk)= max[0 , (qk-ql)] 
زير محاسبه  ی ا از رابطهبرازش هنمايش می دهیم و مجموع اين انحرافات و عدم  Zk,lاين مقدار انحراف را با  ،که برای سادگی

 می گردد:

P= 

 

 ( 2حالت

                                                                                                    باشد :                       qk ≤ qLاگر       

(ql-qk 0        qk≤ql 

               qk-ql            qk≥ql 

 رابطه ی زير محاسبه می گردد: ازمی باشد و مجموع اين مقادير  خوبی برازشبیانگر  ql-qk)که در رابطه بالا

G=  

 باشد و يا : G≥Pبه گونه ای انتخاب می شود که  wiاکنون با توجه به حالات يک و دو ، مقدار 

G – P ≥0 
 را مساوی يک در نظر می گیريم.  G – P به طور اختیاری 
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 در اين ،گونه ای حداقل نمود که رابطه ی زير برقرار باشدبه بايد مجموعه انحرافات را  ،لذا برای پیدا کردن مناسب ترين گزينه

 صورت خواهیم داشت :

min  

s.t = z(  

         (k,1)∊s    

 چون تابع هدف از نوع مینیمم می باشد ، می توان نوشت :

min 

s.t:   

Zk,l≥qk – ql 

Q1- 

qk= 

 بنابراين داريم : يک ثابت معلوم است قرار می دهیم که چون 

 

 
 

j=1,2,…, m 

 

 
(k,1)∊s 

 می باشد.  ،که جواب بهینه ی اين مدل برنامه ريزی خطی بیانگر اوزان و اهمیت شاخص ها نسبت به يکديگر

 

 روش تاپسیس -4-7

ارائه شده که مورد استقبال محققین و کاربران مختلف  1281ايده آل توسط يون و هانگ در سالگزينه ی ، در روش شباهت

گزينه شبیه تر  کگزينه ها بر اساس شباهت به حل ايده آل رتبه بندی می شوند، به طوری که هرچه ي ،واقع شد. در اين روش

بسیاری از  درياضی قوی برخوردار است و همانن ی انهبیشتری دارد. اين تصمیم گیری از پشتو ی ايده آل باشد، رتبه حلبه 

روش های علمی، دانستن و رعايت مفروضات، محدوده و شرايط اعتبار قوانین و صحت فرمول های پیشنهادی، محدوده ی 

 دقت نتايج و شرايط قابل قبول بودن جواب بسیار حائز اهمیت است.

نان که از اسم آن چهت به حل ايده آل استفاده شده است. حل ايده آل از دو مفهوم حل ايده آل و شبا ،ين روشادر تعريف 

حلی است که از هر جهت بهترين باشد که عموما در عمل وجود نداشته و سعی بر آن است که به آن نزديک  راهپیداست، 

طرح )يا گزينه( از حل آن  ی فاصله ،حل نامناسبينه( به حل ايده آل و شويم. به منظور اندازه گیری شباهت يک طرح)يا گز

و ايده آل ارزيابی و  نامناسببر اساس نسبت فاصله از حل  ،آن اندازه گیری می شود. سپس گزينه ها حل نامناسبايده آل و 

 د.نشو رتبه بندی می
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 مفروضات زير بنايی اين روش عبارتند از:

ها بايد به طور يکنواخت کاهنده و يا افزاينده د. معیارکاهنده باش الف: مطلوبیت هر معیار بايد به طور يکنواخت، افزاينده و يا

 تلقی کرد. نامناسبباشند تا بتوان بهترين ارزش موجود آن را، ايده آل و بدترين ارزش آن را، 

 ب : معیار ها بايد به گونه ای طرح شوند که مستقل از همديگر باشند.

به صورت  نامناسبیر از واحد است، فاصله گزينه ها از حل ايده آل و ها معمولا مقداری غرز آنجايی که نرخ تبادل بین معیاج :ا

 فاصله اقلیدسی محاسبه کرد.

 مراحل روش شباهت به حل ايده آل:

گزينه وجود داشته باشد، به منظور انتخاب بهترين گزينه با   mمعیار و  nاگر در يک مسئله تصمیم گیری چند معیاره، 

 ل روش به شرح زير می باشد :حده آل، مرااستفاده از روش شباهت به حل اي

 تبديل ماتريس تصمیم گیری موجود به يک ماتريس )) بی مقیاس شده (( با استفاده از فرمول : -اولقدم   

 

 

 به عنوان ورودی به الگوريتم . يعنی: Wايجاد ماتريس )) بی مقیاس (( وزين با مفروض بودن بردار  -قدم دوم

 

 

 

 

 

 

ماتريسی  Wn*nماتريسی است که امتیازات شاخص ها در آن ))بی مقیاس(( و قابل مقايسه شده است و  NDبه طوری که 

 .بود ناصر قطر اصلی آن غیر صفر خواهدکه فقط ع ،است قطری

 منفی  –( و ايده ال +Aبرای گزينه ايده آل + ) .منفی -و راه حل ايده آل مثبت مشخص نمودن راه حل ايده آل + -قدم سوم

(A-) : تعريف کنیم 

 

 

 

 

 

 

 

 به راه حل ايده آل. اين نزديکی نسبی را به صورت زير تعريف می کنیم : Aiمحاسبه نزديکی نسبی  -قدم پنجم

ij

ij m
2

ij
i 1

r
n

r






1 2 n

11 12 1j 1n

D n*n 21 22 2 j 2n

m1 m2 mj mn

W {w ,w ,...,w }

v v v v

V N .W v v v v

v v v v



 

n
2 0.5

i ij j
j 1

n
2 0.5

i ij j
j 1

d { (v v ) } ;i 1,2,...,m

d { (v v ) } ;i 1,2,...,m











  

  





i

i i

i i

d
cl ;0 cl 1;i 1,2,...,m

(d d )



 

 

   

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شود  -Ai=Aو در صورتی که  cli+=1بوده و خواهیم داشت :  di+=0گردد آنگاه  +Ai=Aملاحظه می شود که چنانچه 

 +cli( نزديکتر باشد، ارزش +Aبه راه حل ايده آل) Aiبنابراين هر اندازه گزينه  خواهد شد. cli+=0بوده و  di-=0گاه  آن

 .به واحد نزديکتر خواهد بود

را رتبه بندی  مفروضی  ی توان گزينه های موجود از مسالهم +cliبر اساس ترتیب نزولی  ،رتبه بندی گزينه ها -قدم ششم

 .نمود

نظر دارد و برای اين مد نزديکی به شهر و اثرات زيست محیطی را ،سه معیار قیمت روگاهشرکت آلفا برای احداث پروژه نی مثال:

.ی احداث اين پروژه را تعیین کنیدسه ويژگی سه مکان را شناسايی کرده است با روش تاپسیس بهترين گزينه برا  

  قیمت نزديکی به شهر اثرات زيست محیطی

  2 10 200 P1 

3 5 500 P2 

1 20 100 P3 

 

  قیمت نزديکی به شهر ات زيست محیطیاثر

 قیمت 1 0 0

3 1 

 

 نزديکی به شهر

1 

  

 اثرات زيست محیطی

 

 بهتر است. ،بیشتر باشد آن اثرات زيست محیطی ی توجه شود هر گزينه ای که نمره

 حل:

 وزن معیار ها را بدست آوريم: AHPدر مرحله اول بايد از روش 

  قیمت رنزديکی به شه اثرات زيست محیطی

 قیمت 1 0 0

3 1 

 

 نزديکی به شهر

1 

  

 اثرات زيست محیطی

 جمع 15302 65333 11

 خطی را بايد از فرمول زير بدست آوريم  : نرمدر اين بخش 

N= 

W قیمت نزديکی به شهر اثرات زيست محیطی  
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 قیمت 15000 15082 15636 0.723

0.193 15202 15100 
 

 شهرنزديکی به 

0.083 15122 
  

 اثرات زيست محیطی

 

 

 بايد از روش زير وزن هر معیار را بدست آوريم : ،خطی نرمپس از پر کردن جدول بالا با فرمول 

W= 

W= 

 

 حل مسئله می پردازيم : ی به روش تاپسیس به ادامه  AHPپس از بدست آوردن وزن ها از طريق 

 :د ماتريس اولیه را بی مقیاس کنیمزير باي ی با استفاده از رابطه ،اول در روش تاپسیس ی مرحلهدر 

nij= 

  قیمت نزديکی به شهر اثرات زيست محیطی

2 10 200 P1 

3 5 500 P2 

1 20 100 P3 

35001 225212 0005022 

 

 

N=   

 داريم :  Vمرحله دوم : برای ماتريس 

 

 =V= N  W = 
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 مرحله سوم : بايد راه حل های ايده آل مثبت و منفی را تعیین نمايیم :

برای معیار قیمت و  ،مثال برایمی شود.  ، انتخابشاخصی که بهترين حالت را دارد ،ايده آل مثبت انتخاب شاخص برای

هرچه مقدار  ،زيرا در اين معیارها ،کنیممی را انتخاب  ا به خود تخصیص دادهمقدار رآن شاخصی که کمترين  ر،نزديکی به شه

پس  .همانطور که سوال گفته است هرچه اين مقدار بیشتر باشد بهتر است ،کمتر باشد بهتر است و برای اثرات زيست محیطی

 با اين توصیف ها داريم :

= {0.132, 0.042, 0.066}A
+
= { 

 ی ايده آل منفی شرايط بر عکس ايده آل مثبت است :برا

= {0.660, 0.168, 0.022}A
-
= { 

 مرحله چهارم : محاسبه فواصل از ايده آل مثبت و منفی :

d1+=0.140    d2+=0.530   d3+=0.126di+=  

di+= d1-=0.405    d2-=0.126   d3-=0.530 

 به ايده آل را محاسبه می کنیم :Piنجم : در اين مرحله با توجه به فرمول زير نزديکی نسبی مرحله پ

,  i=1,2,3

 

cl+= 

cl1+=0.742         cl2+=0.192      cl3+=0.807 

 مرحله ششم : در اين مرحله که آخرين مرحله می باشد به رتبه بندی شاخص ها می پردازيم که عبارتند از :

 

 

 

 )روش بهینه سازی چند معیاره و راه حل توافقی ( VIKORروش  -4-8

که از  ؛استفاده می شود، در تصمیم گیری وجود دارد مابه عنوان يک روش قابل اجرا در مشکلاتی که برای  VIKORروش 

توسعه داده  ی آن برای روش تصمیم گیری چند معیاره ، برای حل يک مشکل تصمیم گیری گسسته يا حل مسائل گسسته

 استفاده می شود.شده 

مراحل مصالحه که می تواند تصمیم گیرندگان  ی از گزينه های جايگزين ، تعییناين روش بر رتبه بندی  و انتخاب مجموعه ا

 را برای رسیدن به يک راه حل نهايی کمک کند ، تمرکز می کند.

ر زمینه های مختلف تصمیم گیری مانند انتخاب مواد ، د به طور گسترده VIKOR ،با توجه به برتری های منحصر به فرد

يک جايگزين قدرتمند برای ديگر  VIKORدر بین روش های تصمیم گیری  .نتخاب عرضه کننده استفاده می شودرباط و ا

 تکنیک ها و روش ها ست.
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 VIKORمراحل روش 

 یم داشت :گزينه ها ست پس خواه mمعیار و  n له تصمیم گیری چند معیاره ادر يک مس

 تشكیل ماتریس تصمیم -4-8-1

X = 
 

 

 

 ( می باشد. j=1,2,...n)  j(در رابطه با معیار (ii=1,2,...mکه              عملکرد گزينه 

 بی مقیاس کردن ماتریس تصمیم -4-8-2

 مختلف بايد به معیارهايی بی بعد تبديل شوند: معیارها با ابعاد ،در اين مرحله

 

 

f = 

 

 

  بردار وزن معیار -4-8-3

  

 

  یان مقادیر موجود برای هر معیارتعیین بهترین و بدترین مقدار از م -4-8-4

 ( مقدار برای معیار مثبت و منفی به ترتیب : jfبهترين ) 

* maxj ijf f 

* minj ijf f 

jfبدترين ) 
 ( مقدار برای معیار مثبت و منفی به ترتیب:

maxj ijf f   

minj ijf f  

 

 مقدار سودمندی و مقدار تاسف -4-8-5

( S )1= سودمندی 

( R)2=  تاسف 

11 1, , nX X
 

1, ,m mnX X
 

:  ......... 

11

1

... ... ...

in

m mn

f f

f f
 

 و

1

ij

m

i

X
ij

Xij

f






 

1 2[ , , , ]nw w w w
 

 

ijX
 

 

i 
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*
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n
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J IJ
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F F
R MAX W

F F

 
  

   
 VIKOR  (Q)محاسبه شاخص  -4-8-6

 * *
1I

I IS S R R
v v

S S
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R R

 

 

    
    

  

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*

IS S
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



 
 

    صله از حل ايده آل و بیان کننده ی نرخ فا 
*

IR R

R R





 
 

     نامناسببیان کننده ی نرخ فاصله  از حل 

  .است

/. و در 0در صورت توافق بالا ، مقدار آن بیش از  ود.با توجه به میزان توافق گروه تصمیم گیرنده انتخاب می ش Vپارامتر 

 /. خواهد بود.0/. و در صورت توافق پايین ؛ مقدار آن کمتر از 0مقدار آن مساوی  ،اکثريت آراء یصورت توافق بالا

در برنامه ريزی توافقی  P= و  P=1که به ترتیب مقادير فاصله از حل ايده آل به ازای  ،است  SIو   RIتابعی از   Qمقدار 

 می باشد.

و بايد گزينه   که بايد به ترتیب از کوچک به بزرگ مرتب شوند :Qو sوRمرتب کردن گزینه ها براساس مقادیر  -4-8-7

 :يا شامل دو شرط زير باشد سازد برقرارگزينه ای است که دو شرط زير را  Qگزينه برتر در  .شود برتر انتخاب 

   
 

' 1
"

1
Q A Q A

N



 

 'Aاولین گزينه برتر 

 "Aدومین گزينه برتر 

  =N تعداد گزينه ها 

زمانی که شرط اول برقرار نباشد  د،به عنوان رتبه برتر شناخته شو Sو  Rبايد حداقل در يکی از گروه های  'Aشرط ط : 

 مجموعه ای از گزينه ها به عنوان گزينه ی برتر خواند بود .

                          رگزينه برت
' ",A ,... nA A   1يا 2, ,... MA A A

 

  :توجه به رابطه زير محاسبه می شودبا  Mبیشترين مقدار 

   
 

' 1
"

1
Q A Q A

N



 

 مثال: 

 حل کنید. ELECTREدر نظر بگیريد و به روش ، انتخاب محل مناسب يک نیروگاه هستماتريس تصمیم زير را که برای 
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 توزيع نتايج میزان مشارکت  واحدهای خدماتی اشتغال  درآمد  

aij 0.180 0.220 0.100 0.250 0.250 

A 800 30 10 5 5 

B 750 34 15 5 4 

C 340 10 6 7 6 

D 342 29 12 6 4 

E 233 12 10 5 7 

F 238 18 5 4 5 

G 457 30 8 6 5 

 

جمع هر ستون : ماتريس نرمال و به توان رساندن  

 توزيع نتايج میزان مشارکت  واحدهای خدماتی اشتغال  درآمد  

aij 0.180 0.220 0.100 0.250 0.250 

A 640000 900 100 25 25 

B 562500 1156 225 25 16 

C 115600 100 36 49 36 

D 116964 841 144 36 16 

E 54289 144 100 25 49 

F 56644 324 25 16 25 

G 208849 900 64 36 25 

 192 212 694 4365 1754846 جمع

 

 گرفتن جذر مجموع هر ستون و تقسیم بر عدد تصمیم گیری –ماتريس نرمال 

 توزيع نتايج میزان مشارکت  واحدهای خدماتی اشتغال  درآمد  

aij 0.180 0.220 0.100 0.250 0.250 

A 0.604 0.454 0.380 0.343 0.361 

B 0.566 0.515 0.569 0.343 0.289 

C 0.257 0.151 0.228 0.481 0.433 

D 0.258 0.439 0.456 0.412 0.289 

E 0.176 0.182 0.380 0.343 0.505 

F 0.180 0.272 0.190 0.275 0.361 

G 0.345 0.454 0.304 0.412 0.361 

 

 ضرب وزن معیار ها بر عدد هر بخش -ماتريس نرمال وزنی

 توزيع نتايج میزان مشارکت  دماتیواحدهای خ اشتغال  درآمد  

aij 0.180 0.220 0.100 0.250 0.250 

A 0.109 0.100 0.038 0.086 0.090 
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B 0.102 0.113 0.057 0.086 0.072 

C 0.046 0.033 0.023 0.120 0.108 

D 0.046 0.097 0.046 0.103 0.072 

E 0.032 0.040 0.038 0.086 0.126 

F 0.032 0.060 0.019 0.069 0.090 

G 0.062 0.100 0.030 0.103 0.090 

 

 پیدا کردن بیشترين و کمترين عدد هر ستون و تفاضل آنها :

f max 0.109 0.113 0.057 0.120 0.126 

f min 0.032 0.033 0.019 0.069 0.072 

f+ - F- 0.077 0.080 0.038 0.052 0.054 

 

 : f maxمنهای مقدار قبلی 

 توزيع نتايج میزان مشارکت  دهای خدماتیواح اشتغال  درآمد  

aij 0.180 0.220 0.100 0.250 0.250 

A 0.000 0.013 0.019 0.034 0.036 

B 0.007 0.000 0.000 0.034 0.054 

C 0.063 0.080 0.034 0.000 0.018 

D 0.062 0.017 0.011 0.017 0.054 

E 0.077 0.073 0.019 0.034 0.000 

F 0.076 0.053 0.038 0.052 0.036 

G 0.047 0.013 0.027 0.017 0.036 

* *

* *
1

; max
n

i ij i ij

j i j i
i

i i i i i

f f f f
S w R w

f f f f 


  
    

   


 
 

 

 

 

 

 توزيع نتايج میزان مشارکت  واحدهای خدماتی اشتغال  درآمد  

  aij 0.180 0.220 0.100 0.250 0.250 S R 

A 0.000 0.037 0.050 0.167 0.167 0.420 0.167 

B 0.016 0.000 0.000 0.167 0.250 0.433 0.250 

C 0.146 0.220 0.090 0.000 0.083 0.539 0.220 

D 0.145 0.046 0.030 0.083 0.250 0.555 0.250 

E 0.180 0.202 0.050 0.167 0.000 0.598 0.202 
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F 0.178 0.147 0.100 0.250 0.167 0.842 0.250 

G 0.109 0.037 0.070 0.083 0.167 0.466 0.167 

 

S- 0.842 R- 0.250 

S* 0.420 R* 0.167 

* *
(1 )

j j

j

S S R R
Q v v

S S R R

 

 

 
    

  

 

 

 

 

 

aij   

A 1.000 

B 0.485 

C 0.538 

D 0.340 

E 0.579 

F 0.000 

G 0.946 

 

 (ELECTEREروش تسلط تقریبی )-4-9

ضمنی  ورتصاين روش يکی از معروف ترين روش های رتبه بندی ، به ويژه در اروپاست. در اين روش از مفهوم تسلط به 

مسلط و ضعیف شناسايی شده و  یکديگر مقايسه می شوند و گزينه هااستفاده می شود. روش گزينه ها به صورت زوجی با ي

 های ضعیف حذف می شوند. هسپس گزين

 روش تسلط تقريبی :

گزينه وجود داشته باشد، به منظور انتخاب بهترين گزينه با استفاده  mمعیار و nاگر در يک مسئله تصمیم گیری چند معیاره، 

 :انجام شودتقريبی مراحل زير بايد از روش تسلط 

 تشكیل ماتریس تصمیم -4-9-1

ها و تعداد گزينه ها و مقادير ارزيابی شده ی گزينه ها برای معیا رهای مختلف ماتريس تصمیم به با توجه به تعداد معیار

 :صورت زير تشکیل می شود
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X= 

 می باشد. (j=1,2,…,n)در رابطه با معیار  (i=1,2,…,n) ام iعملکرد گزينه ی  xijکه در آن 

 بی مقیاس کردن ماتریس تصمیم -4-9-2

به صورت زير تعريف  Rدر اين مرحله سعی می شود معیار ها با ابعاد مختلف به معیار  های بدون بعد تبديل شوند و ماتريس 

 =R:                شود:                                                                                           

 : از رابطه زير استفاده می شود 1اما در روش تقريبی  ،دارد دروش های مختلفی برای بی مقیاس کردن وجو

 

 

 

 رها تعیین ماتریس وزن معیا -4-9-3

ا به صورت زير بردار ضريب اهمیت معیار ه ،در اين مرحله با توجه به ضرايب اهمیت معیار های مختلف در تصمیم گیری

 تعريف می شود :

W=[w1,w2, . . . , wn] 
 ضريب اهمیت معیار های مربوطه می باشد. wعناصر بردار 

 تعیین ماتریس تصمیم  وزن دار نرمال شده  -4-9-4

 به دست می آيد : ،هابردار وزن معیار ب ماتريس  تصمیم بی مقیاس شده درماتريس وزن دار از ضر

V=wjrij        j=1, . . . , n      ؛ n=1,. . . , m 

های موافق و مخالف رتشكیل مجموعه معیا -4-9-5  

به دو زيرمجموعه ی موافق و مخالف  j=(1,2,. . . , m)مجموعه معیار های  k , e(k,e=1,2,. . . , m)برای هر زوج گزينه 

ترجیح دارد و   eنسبت به   kگزينه ی  مجموعه ای از معیار هايی است که در آنها (Sk)تقسیم می شوند، مجموعه ی موافق 

برای معیار های مثبت و منفی به ترتیب  ،مجموعه معیار های موافق می باشد. (Ike)مجموعه ی مکمل آن مجموعه ی مخالف 

 به صورت زير تعريف می شوند:

Ske= { j 𝘐 Vkj ≥ Vej} 
Ske= { j 𝘐 Vkj ≤ Vej} 

 بت ومنفی به ترتیب به صورت زير تعريف می شوند :مجموعه معیار های مخالف برای معیار های مث

Ike= { j 𝘐 Vkj< Vej} =j - Ske 
Ike= { j 𝘐 Vkj> Vej} =j - Ske 

 تشكیل ماتریس توافق -4-9-6

اين ماتريس ، شاخص  از درايه هایتعداد گزينه ها می باشد. هر يک  ،ماتريس توافق يک ماتريس مربعی است که بعد آن

از جمع وزن معیار هايی  که در مجموعه توافق وجود دارند ، بدست  ،ه نامیده می شود. مقدار اين شاخصتوافق بین دو گزين
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مقايسه شده و مقدار آن از جمع  eو گزينه ی  kبايد گزينه ی  (ck)می آيد. به عبارت ديگر برای محاسبه ی شاخص توافق 

 زبان رياضی شاخص توافق از رابطه زير محاسبه می شود : به بدست آيد. ترجیح دارد، eنسبت به   kوزن معیار هايی که 

Cke= 

 مساوی يک است لذا : درمجموع وزن های نرمال شده، 

Cke= 

وافق بوده و مقدار آن از صفر تا يک تغییر می کند. با محاسبه ی شاخص ت eبر   kن برتری گزينه ی میزابیانگر  ،شاخص توافق

 ينه ها، می توان ماتريس توافق اولیه را تعريف کرد . در حالت کلی اين ماتريس متقارن نیست .زبرای همه ی زوج گ

 تعیین ماتریس مخالف  -4-9-7

شاخص  ،اين ماتريس يک از درايه هایتعداد گزينه ها می باشد . هر  ،ماتريس مخالف يک ماتريس مربعی است که بعد آن

 و گزينه نامیده می شود . مقدار اين شاخص از رابطه ی زير محاسبه می شود :عدم توافق بین د

Dke=  

 ،مقدار شاخص عدم توافق )مخالف( از صفر تا يک تغییر می کند . با محاسبه ی شاخص عدم توافق برای همه زوج گزينه ها

 می توان ماتريس عدم توافق را رسم کرد .

 لط موافق تشكیل ماتریس تس -4-9-8

 که آن را آستانه ی موافقت می نامند. ین برای شاخص توافق مشخص می شوديک مقدار مع ،در اين مرحله

Ć= سی بار 

 قابل قبول است . در غیر اينصورت خیر . eبر   k)سی بار( باشد برتری گزينه ی c بزرگتراز  Ckeاگر 

 : تشكیل ماتریس مخالف -4-9-9

D=  دی بار 

 تشكیل ماتریس تسلط نهایی -4-9-11

 حاصل می شود :  ،ماتريس تسلط موافق در تسلط مخالف تک درايه هایاز ضرب تک 

Hke=fke . gke 
 انتخاب برترین گزینه  -4-9-11

 ،موافق و مخالفدر هردو حالت  eبر گزينه   kبدين معناست که برتری گزينه  ،برابر با يک باشد hkeبه طور مثال اگر مقدار 

دارد .گزينه ای بايد انتخاب شود که بیشتر از  انس مسلط شدن توسط گزينه های ديگر راش  kو لیکن هنوز قابل قبول است

 کرد.  یلوب شود ، تسلط داشته باشد و از اين نظر می توان گزينه را رتبه بندمغآنکه 

 :   electereمثال برای 

خريداری کند. خودروهای مورد نظر ، با چهار شاخص  اخودروهای پرايد ، پیکان و پژو رمثال : فردی قصد دارد که يکی از 

هزينه ، سرعت ، کیفیت خدمات پس از فروش و ضمانت مورد ارزيابی قرار می گیرند. شاخص هزينه ، از نوع فنی و سه 

 شاخص ديگر ، مثبت هستند. 
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C

1
 C

2
 C

3
 C

4
 

A
1
 0 8 13 0 

A
2
 0 11 2 2 

A
3
 8 12 6 3 

 

 
 

 

 مقادير ماتريس تصمیم را با فرمول زير بی مقیاس می کنیم.:  1گام 

 

 

 

( W( را در وزن شاخص ها )N( ، مقادير ماتريس بی مقیاس شده )Vبرای محاسبه ی ماتريس بی مقیاس وزنی ):  2گام 

 ضرب می کنیم.

n= 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
C

1
 C

2
 C

3
 C

4
 

A
1
 0.488 0.456 0.769 0.743 

A
2
 0.390 0.570 0.532 0.371 

A
3
 0.781 0.684 0.355 0.557 

 
C

-

1
 C

+

2
 C

+

3
 C

+

4
 

A
1
 0.149 0.042 0.258 0.198 
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 =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
C

-

1
 C

+

2
 C

+

3
 C

+

4
 

A
1
 0.149 0.042 0.258 0.198 

A
2
 0.119 0.052 0.179 0.099 

A
3
 0.238 0.063 0.119 0.149 

 هماهنگتعیین مجموعه هماهنگ و نا:  3گام 

از نظر شاخص های سوم و چهارم )که شاخص های مثبتی هستند(،  1را در نظر بگیريد. گزينه  2، بر گزينه  1ترجیح گزينه 

 شاخص ، بنابراين(. 15102 ≤ 15208 و 15122≤ 15128، مقدار آن بیشتر است ) Vبرتری دارد؛ زيرا در ماتريس  2بر گزينه 

 اول شاخص نظر از ولی. گیرد می قرار هماهنگ ی مجموعه در و کند می تايید را 2 گزينه بر 1 گزينه ترجیح ،0و3 های

( . همچنین 15112 < 15102زينه دوم وضعیت بهتری دارد؛ زيرا مقدار آن کمتر است )گ ،(است منفی شاخص که)  «هزينه»

 15102که )شاخص مثبتی است(، گزينه دوم وضعیت بهتری دارد؛ زيرا مقدار آن بزرگتر است )« سرعت»از نظر شاخص دوم 

 ی ، ترجیح گزينه اول بر دومی تايید نمی شود و اين دو شاخص ، در مجموعه2و  1(. بنابراين از نظر دو شاخص 15102 <

 شود : در مورد بقیه نیز به همین صورت عمل می شاخص های ناهماهنگ قرار می گیرد.

 

 

 

 

 

 تعیین ماتريس هماهنگ:  0گام 

I ki =  

A
2
 0.119 0.052 0.179 0.099 

A
3
 0.238 0.063 0.119 0.149 
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مثلا برای محاسبه میزان )درجه( هماهنگی  بر اساس مجموعه های هماهنگ عمل می کنیم.« تشکیل ماتريس هماهنگ»برای 

( را با 15260و  15336، وزن های شاخص های سوم و چهارم ) يعنی  S12 = {3,4} ترجیح گزينه ی اول بر دوم ، بر اساس

 هم جمع می کنیم.

 

 

 

 

 

 
 

 

 شود.می در ماتريس هماهنگ وارد  Wjتوجه : اگر ترجیح دو گزينه از نظر شاخصی مساوی باشد ، مقدار 

 تعیین ماتريس ناهماهنگ:  0گام 

 .م( و با استفاده از فرمول زير ، هر عنصر ماتريس ناهماهنگ را حساب می کنی2)گام  Vبر اساس 

NIki =  

 

 

 

.303 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :( به صورت زير خواهد بودNIهماهنگ )بنابراين ، ماتريس نا

 

 : ابتدا مقدار آستانه را حساب می کنیم :  6گام 
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 =  

 

 1( هستند و در ماتريس هماهنگ موثر ، عدد 150نه )( ، بزرگتر از حد آستا15601و  15218،  15613سه مقدار بالای قطر )

به  Hهستند و عدد صفر خواهند گرفت. بنابراين ، ماتريس  150خواهند گرفت. سه مقدار ديگر )مقادير زير قطر( ، کوجکتر از 

 واهد بود : خصورت زير 
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 هدفه: تصمیم گیری چند پنجمفصل 
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 قدمه م -5-1

ل در گرو بهینه سازی بیش از يک تابع هدف می باشد. اين بدين معنی است که ئدر دنیای واقعی امروز حل برخی از مسا

متغیر های تصمیم هستند تا به وسیله آن به چند هدف دست يابند.  ی مديران شرکت ها در صدد دستیابی به مقادير بهینه

مسايل زيست محیطی در تولید و خدمات، مديران بر آنند که علاوه بر اينکه سود  برای مثال در عصر حاضر با توجه به اهمیت

ه ئ. در اين فصل به ارانمايندکمینه  ،را نیز به طور همزمان آن زيست محیطی مخرب شرکت خود را بیشینه کنند اثرات

پرداخته خواهد  د،فاده می شونل طراحی استئکه بیشتر برای مساهدفه مفاهیم، مدل ها، و روش های حل تصمیم گیری چند 

 شد.

 شكل ریاضی مدل های چند هدفه  -5-2

چنان که اشاره شد در)مدل های چند هدفه( بر خلاف برنامه ريزی خطی ) که تنها يک هدف دارد( با چند هدف مواجه 

 ير نشان می دهیم:را به صورت ز  fk،... و   f1  ، f2  ، f3هدف مختلف  Kهستیم. به طور کلی، يک مدل چند هدفه با 

 

Max (min)             f1(xj) 

Max (min)             f2(xj) 

 

Max (min)             fk(xj) 

St: 

Gi(xj)≤ bi   ,     i=1,2,…,m                  )محدوديت های عملیاتی( 

xj≥0      ,        j=1,2,…,n                  )محدوديت های غیر منفی( 

مقداری غیرمنفی و  bi تعداد محدوديت ها و  m ام ، iمحدوديت  Gi(xj)تعداد متغیرهای تصمیم،  j  ،nیر تصمیم متغ  xjکه

 ثابت است.

ی مباحث، در  در مدل های چند هدفه، تابع هدف و محدوديت ها می توانند غیرخطی باشند. ولی برای سادگی کار در ادامه

 و توابع هدف و محدوديت های غیرخطی را مورد بررسی قرار نمی دهیم.کنیم  های خطی کار می اکثر موارد با مدل

 گردد. در حالت کلی به صورت زير بیان می ،سازی گیری چندهدفه کمینهيک مسئله تصمیم

(1-1) 

 Min ( ), ( ),..., ( )nf X f X f X1 2  

s.t. 

      x X  

ها را يعنی پاسخی که تمامی محدوديت موجه پاسخ شدنی ياهر  دهد.هدف را نشان می nفوق يک مدل رياضی با  ی رابطه

های مختلفی را شامل تواند حالتديگر می هایپاسخ ارزش مقدار است که اين مقادير در مقايسه با  nنمايد، دارای  تامین

متغیر تصمیم mبرداری از  xشوند. يک جواب  , ,...,
T

mX x x x 1  است. Xفضای شدنی  در 2

هدفه علاوه بر فضای متغیر سازی چندسازی چند هدفه و تک هدفه اين است که در بهینه يک تفاوت برجسته بین بهینه

در فضای  x( نام دارد. برای هر جواب Zدهند که فضای هدف )تصمیم، توابع هدف نیز يک فضای چندبعدی را تشکیل می

بعدی  nبعدی جواب و بردار  mبین بردار  نگاشتبع هدف وجود دارد به عبارت ديگر يک متغیر تصمیم، يک نقطه در فضای تا
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هدف وجود دارد که با    ( ), ( ),..., ( )nF X f X f X f X 1 ی شدنی يا همان ناحیه  Xتصوير شود. نشان داده می 2

  :در فضای هدف به صورت F تحت نگاشت

(1- 2)     x XZ F X F X  

 دهد.  را نشان می ناحیهدو ارتباط بین اين  1-0ل شود. شک تعريف می

لزوماً  ،توابع هدف مختلفی شدنی جواب بهینه شود که  سازی چند هدفه از آنجا ناشی می مشکل عمده در حل مسائل بهینه

رت همزمان توان همه اهداف را به صو هستند. در چنین شرايطی نمی 6هم راستا نبوده و در مواردی با يکديگر در تعارض ،باهم

در  ،ای ها پرداخت. بنابراين مفاهیم بهینگی ويژه بین اين جواب 0بهینه کرد. در عوض بايد به جستجوی تعادل رضايت بخشی

 سازی چند هدفه مورد نیاز است. مسائل بهینه

 

هلئسم باوج یاضف فده عباوت یاضف

x1

x2

f1

f2

 
 . مثالی از نگاشت بین فضای جواب و فضای توابع هدف1 -0شکل 

 

قابلیت مرتب شدن  fبه طور کامل و بر اساس مقدار تابع هدف  پاسخ های شدنی،سازی تک هدفه مجموعه  بهینه در مسائل

x,ای که در مورد دو جواب دارند به گونه x X1 )خواهیم داشت  2 ) ( )f x f x1 )و يا  2 ) ( )f x f x2 . در اينجا 1

سازی(. هنگامی که مسئله بیش از کند )برای يک مسئله کمینه را کمینه می fهايی است که تابع  ا جوابهدف يافتن جواب ي

است. اين مفهوم در  2نیست، بلکه در حالت کلی يک مجموعه مرتب جزئی 8ای کاملاً مرتب مجموعه Xيک هدف داشته باشد، 

fو  f1سازی همزمان دو هدف نهالف نشان داده شده است. اين شکل مربوط به مسئله کمی-2-0شکل  است. با توجه به  2

fو  f1ارجح است، چرا که همزمان مقادير  2ناحیه  طهنسبت به جواب نق Aب جواب مربوط به نقطه -2-0  شکل 2 

 f2و  f1خواهد شد، چرا که همزمان مقادير  3ناحیه  نقطهمغلوب  Aتوان گفت که نقطه  چنین میتری دارد. هم کوچک

برتر  ،از نظر يکی از توابع هدف ،ها يکی از آن اگر، زيرا مقايسه نیست قابل 0و  1نسبت به نقاط نواحی  Aتری دارد. نقطه  بزرگ

  .دارد و بالعکس یبدترحالت نسبت به تابع هدف ديگر ؛باشد

 

                                                             
6 Conflict 
7 Satisfactory trade-off  
8 Totally ordered 
9 Partially ordered 
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یندشن یاضف

1 2

3 4

هنیهب یوتراپ هبل

بولغم ریغ یاه باوج

f2 f2

f1 f1 
 

 . )الف( بیان تصويری بهینگی پارتو در فضای هدف،2-0شکل 

 ها در فضای هدف  )ب( روابط بین جواب 

 

 )چیرگی( 11مفهوم تسلط 5-3

-ها دو جواب بر اساس اينکه کدام کنند. در اين الگوريتم می سازی چند هدفه از مفهوم چیرگی استفاده های بهینه اکثر الگوريتم

سازی و  سازی چند هدفه هم مسئله بیشینه شوند. به دلیل اينکه در مسائل بهینه يک بر ديگری مسلط است باهم مقايسه می

کنیم. برای مثال اگر داشته  استفاده می x2وx1برای مقايسه دو جواب  سازی داريم از عملگر  هم مسئله کمینه

xباشیم x1 xبه اين معنی است که جواب  2 از لحاظ حداقل يکی از توابع هدف بهتر است )در بقیه توابع  x1از جواب  2

برای ارزش تابع هدف به معنی همان ها ممکن است مساوی و حتی بدتر باشد(. اگر مسئله کمینه سازی باشد عملگر  هدف

 کند.  ( را برای ارزش تابع هدف ايفا می<تر ) نقش بزرگ( است؛ اما اگر مسئله بیشینه سازی باشد عملگر >تر ) کوچک

xبر جواب  x1بنابراين جواب   مسلط يا نسبت به آن کارا است، اگر و تنها اگر:  2

xبدتر از جواب  x1جواب  (1  نباشد يا به عبارتی داشته باشیم:  2

( )if x1 ( )          , ,...,if x i n 2 1 2 

xيعنی هیچ تابع هدفی نباشد که در آن جواب   داشته باشد )مساوی و يا بدتر(.  x1مقدار بهتری نسبت به جواب  2

xحداقل از لحاظ يکی از توابع هدف از جواب  x1جواب  (2  باشد، يعنیبهتر  2

( ) ( )          , ,...,j jf x f x j i n  1 2 1 2 

xبر جواب  x1بنابراين اگر جواب  . اگر شرط دوم برقرار نباشد، اصطلاحاً x1  x2نويسیم:  مسلط شود به اختصار می 2

 يا مسلط است.  11به صورت ضعیف، کارا x1شود که جواب  می گفته

xو  x1با توجه به مفهوم تسلط، برای هر دو جواب   يکی از حالات زير برقرار است:  2

1) x 2  x1 (x  مسلط است( x1بر  2

2) x1  x 2 (x1  برx  مسلط است( 2

3) x x1 2 (x1  نسبت بهx  تفاوت است( بی 2

                                                             
10 Domination 
11 Weakly efficient 

 )ب( )الف(



 

 

059 
 

همچنین چیرگی يک رابطه  .x1   x3آنگاه  x2  x3و  x1  x2است، يعنی اگر  12رابطه چیرگی يک رابطه تعدی

xبر  x1نیست، يعنی اگر  13متقارن xمسلط باشد، آنگاه  2  Aب نقطه -2-1. با توجه به شکل مسلط نخواهد بود x1بر  2

 Aنسبت به نقطه  0و  1شود و نهايتاً نقاط ناحیه می 15مغلوب 3توسط نقاط ناحیه  Aاست، نقطه  14غالب 2بر نقاط ناحیه 

 هستند.  16تفاوت بی

 مفهوم بهینگی پارتو و مجموعه نامغلوب 5-4

الف رسم -2-1پری که در شکل چند هدفه را تعريف نمود. نقاط توی در مسائل توان معیار بهینگ بر اساس مفهوم چیرگی می

هیچ که اين نقاط مغلوب  که به اين معناستدارند   اند ويژگی منحصر به فردی نسبت به ساير نقاط در فضای تابع هدف شده

هیچ يک از تابع هدف اين نقاط را بهبود توان  ها را بهینه دانست. از طرف ديگر نمی آن توان بنابراين می ندارند،ديگری  پاسخ

 گويند.  10هايی بهینه پارتو ها را بدتر نمود. به چنین جواب داد بدون اينکه مقدار تابع هدف ديگر آن

xبردار تصمیم :پارتو بهینگی( 1 -0تعريف  X  نسبت به مجموعهA X شود، اگر و تنها اگر:  خوانده می 18نامغلوب 

a  ,  a A x 

هستند و بر  مسلطهای ديگر های موجود در فضای تصمیم که بر جواب ای از جواب به مجموعه :( مجموعه نامغلوب2 -0تعريف 

 همديگر مسلط نیستند مجموعه نامغلوب گويند. 

 تفاوت بیینه پارتو، کارا و يا نامغلوب هستند. اين نقاط نسبت به يکديگر های به ب مجموعه جواب-1-0پر در شکل نقاط تو

شود. مسائل چند هدفه محدود به يک جواب  با مسائل تک هدفه آشکار می ،هستند. در اينجا تفاوت اصلی مسائل چند هدفه

توان از  ها را نمی چ يک از اين جوابهای بهینه )پارتو( وجود دارد. هی ای از جواب ها مجموعه بهینه واحد نیستند بلکه در آن

 شده باشند.   گیرنده تعريفديگری برتر دانست، مگر اينکه ترجیحات تصمیم

های بهینه پارتو در يک مسئله چند هدفه را مجموعه بهینه  مجموعه تمام جواب :( مجموعه بهینه پارتوی سراسری3 -0تعريف 

لبه پارتو را برای  3-0نامند. شکل  می 12پارتوتناظر با آن را لبه يا سطح بهینه پارتو )مجموعه بهینه پارتوی سراسری( و نقاط م

الف -3-0کشد. شکل  سازی باشند به تصوير میسازی يا بیشینهسازی دو هدفه، زمانی که توابع هدف از نوع کمینه مسائل بهینه

ب حالتی که هر دو تابع -3-0سازی باشد، شکل شینهاز نوع بی دوم هدفسازی و تابع حالتی را که تابع هدف اول از نوع کمینه

د -3-0سازی باشند و نهايتاً شکل ج حالتی را که هر دو تابع هدف از نوع بیشینه-3-0سازی باشند، شکل هدف از نوع کمینه

 دهد.  سازی باشد نشان میسازی و تابع هدف دوم از نوع کمینهحالتی را که تابع هدف اول از نوع بیشینه
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19 Pareto-optimal front  



 

 

061 
 

f2

f2

f2

f2

f1

f1

f1

f1

)ب()فلا(

)د()ج(

 
 سازی مختلف با دو تابع هدف . لبه پارتو برای مسائل بهینه3-0شکل 

 

( را 23بخش ( و ) جواب رضايت22( ، ) جواب مرجح21( ، ) جواب غیرمسلط 21به طور کلی در اينجا چهار مفهوم ) جواب بهینه

 معرفی می کنیم.

به اين جواب گاهی جواب برتر نیز گفته می شود. در  ،هداف را بهینه کندهمزمان تمامی اجوابی است که  :جواب بهینه 0-3-1

 صورتی که جواب بهینه برای مساله وجود نداشته باشد، مفاهیم بعدی مطرح می شود.

جواب غیر مسلط جوابی است که نمی توان هیچ تابع هدفی را بهبود بخشید بدون آن که هم زمان : جواب غیر مسلط 0-3-2

 ن حداقل يکی از اهداف ديگر شود.باعث دور شد

جواب مرجح جواب غیر مسلطی است که توسط تصمیم گیرنده )با توجه به برخی از اهداف اضافی( به  جواب مرجح: 0-3-3

 عنوان جواب نهايی برگزيده می شود.

ه محقق می جواب رضايت بخش، جوابی است که سطوح موردنظر اهداف را برای تصمیم گیرند جواب رضايت بخش: 0-3-0

شان محدود  گیرندگانی که دانش و توانايی مسازد. جواب رضايت بخش لزوماً جواب غیرمسلطی نیست. اين جواب برای تصمی

 مطرح می شود. ،است

 توجه کنید. 2-0برای روشن شدن مفاهیم فوق به مثال 

 2-0مثال 

 در نظر بگیريد. ی زير را، که دارای محدوديت های مشترکی هستند،  ی چند هدفه دو مساله

                                                             
20

 Optimal solution 
21

 Nondominated solution 
22

 Preferred solution 
23

 Satisfying solution 
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Max              f1= y       . 

Max              f2 = -x +y        

St:    

                          x ≤ 4 

                          y ≤ 4 

                          x,y ≥0 

 )ب(                               

Max f1 = x + y 

Max f2 = -x +y 

St: 

                  x≤4 

                y≤4 

                    x,y≥0 

 )الف(                                        

 ی الف و ب نشان می دهد. منطقه موجه را برای هر دو مساله زيرشکل 

 

 A B   E 

 F  منطقه موجه   

 D C 
  

 

 

و   x=0قرار دارد که  Bی آن در نقطه ی  )ب( دارای يک جواب بهینه است. جواب بهینهبا توجه به منطقه ی موجه ، مساله 

y=4  که در آنf1=4  وf2=4  .است 

f2 = -x +y f1= y گوشه های موجه مختصات 

1 0 (4,4) A 

       MAX4        MAX0 (0,4) B 

1 1 (0,0) C 

0- 1 (4,0) D 

ازد و سهدف اول را بهینه می  Aی  نقطه يد. جواب بهینه برای اين مساله وجود ندارد.حال مساله ی ) الف( را در نظر بگیر 

 هدف دوم را. بنابراين جوابی وجود ندارد که همزمان دو تابع هدف را بهینه سازد. Bی  نقطه

f2 = -x +y f1= y گوشه های موجه مختصات 

1 Max       8 (4,4) A 

       MAX4 0 (0,4) B 

1 1 (0,0) C 

0- 1 (4,0) D 

از جمله جواب های غیر  Bو   Aی  ی ) الف( مفهوم جواب های )غیر مسلط( مطرح می شود. دو نقطه  بنابراين در مساله

غیر مسلط  x≤4≥0 و y=4ها به ازای  مسلط هستند، زيرا هر کدام يکی از توابع هدف را بهینه می سازد) تمامی جواب

ها برتری دارند.  اقل از نظر يک هدف بر آنحد Bو  Aهای غیر مسلط نیستند، زيرا نقاط  بجوا Dو   Cی  هستند(. دو نقطه

4 

3 

2 

1    4     3      2     1      0  
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  را به عنوان جواب نهايی انتخاب کند، در اين صورت به آن Eی  ممکن است تصمیم گیرنده از بین جواب های غیر مسلط نقطه

 جواب مرجح گفته می شود.

E(1,3)      f1=1+3=4   ,    f2=-1+3=2 

 ی رضايت بخش تلقی می شود)گرچه اين جواب، جوابی غیر مسلط است(. نقطه

 : روش های حل مسائل چند هدفه 5-5

 دسته سه به توانرا می چندهدفه سازیبهینه هایروش گیری،تصمیم و سازی بهینه فرايندهای ترکیب چگونگی به بسته

 نمود: تقسیم

 سازی درجه اهمیت توابع هدف توسط اجرای الگوريتم بهینه : در اين حالت، قبل از20گیری پیش از جستجوتصمیم

 ی لهاشود. در اين حالت مسبیان پیشین ترجیحات گفته می ،شود که در اصطلاح به آنگیرنده مشخص میتصمیم

 شود.معادل تک هدفه تبديل می ی لهاچند هدفه به يک مس

 گیرنده بندی تصمیمگونه اطلاعاتی از اولويتهیچسازی بدون بهینه ،: در اين حالت20گیریجستجو پیش از تصمیم

 26آل بهینه پارتوست )که در حالت ايدهيانامزد شده های اين جستجو مجموعه جواب ی شود. نتیجهانجام می

که در اصطلاح به آن بیان پسین  ،پذيردگیرنده صورت میها توسط تصمیم هستند( که انتخاب نهايی از میان آن

 شود.ترجیحات گفته می

 ابراز می 28سازی تعاملی گیرنده ترجیحات خود را در حین فرايند بهینه: تصمیم20گیری در حین جستجوتصمیم-

ها شوند. سپس بر اساس اين جوابگیرنده ارائه میها به تصمیمسازی تعدادی از جوابدارد. پس از هر گام بهینه

شود که به آن بیان مترقی از جستجو هدايت مینمايد و به اين ترتیب فرايند ترجیحات خود را مشخص می

 شود.ترجیحات گفته می

 ،آن حل در توانمی که دارد را مزيت اين ،گیری پیش از جستجوهدف در تصمیم تابع يک قالب در چندگانه هدف توابع ادغام

بسیار  ندهه برای تصمیم گیرنمود. مشکل اصلی اين رويکرد اين است ک استفاده هدفه تک مسائل حل برای موجود هایاز روش

از جمله اين  صورت عددی و دقیق مشخص و بازگو نمايد.های خود را بهارجحیت ،لهادشوار خواهد بود که قبل از حل مس

ها اغلب نام برد. البته در اين روش 31ريزی آرمانیبرنامه و31ريزی توافقیه، برنام22های مجموع موزونروش توان بهرويکردها می

های نامغلوب يی نیز در جهت تحلیل حساسیت جواب نسبت به پارامترهای تأثیرگذار جهت پوشش فضای جوابهاتلاش

 .پذيردصورت می

اين  ،له است. از اين رویاگیر بودن حل مسهای محاسباتی و وقتگیری، پیچیدگی مشکل اصلی رويکردهای پیش از تصمیم

گیرنده با علم به اين موضوع که هیچ اند. ولی تصمیممورد توجه قرار نگرفتهها در مسائلی که مقیاس بزرگی دارند چندان روش

                                                             
24 Priori articulation of  preferences 
25 Posteriori articulation of preferences 
26 Pareto optimal Set 
27 Progressive articulation of  preferences 
28 Interactive 
29 Weighted sum 
30 Compromise programming 
31 Goal programming 
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 اعتماد بیشتری خواهد داشت. ،های خودارجحیت از شده به جواب نهايی حاصل ،ای وجود نداردکشف نشده ی بالقوه پاسخ

 .استهاز جمله اين روش 30 محدوديت -نواپسیل، 33انتخاب ادغامی، 32گیری پارتوهای نمونهروش

گیرنده به شود. در اين حالت تصمیم له درگیر میاگیرنده در تمام مراحل فرايند حل مسدر رويکردهای در حین جستجو، تصمیم

شود. انتقادی که به شود و با هر پاسخ او، جهت جستجو هدايت می هايش مورد سؤال واقع میصورت تناوبی در مورد ارجحیت

های گیرنده يک تصوير کلی )مجموعه پارتو( از تمام فضای جوابکه تصمیمست اين ،تجستجو وارد اس حینرويکردهای در 

دست آمده، جوابی است که تاکنون ملاحظه کرده است. به اين ترتیب جواب به ترين ارجحلذا  ،کندارز را مشاهده نمیهم

 گیرد.مقداری از فضای جواب مورد غفلت قرار می

هم هستند  بازيرا اهداف در اکثر مواقع در تضاد  ؛جواب بهینه وجود ندارد ،ل چند هدفهئمسا چنان که اشاره شد در بسیاری از

های چندهدفه  ی آن خواهد شد. بنابراين جواب بهینه در مدل باعث دور شدن هدف ديگر از مقدار بهینه ،و بهینگی يک هدف

گونه  های مختلفی برای حل اين چند هدفه، روشگیری  مدر تصمی لزوماً مترادف با بهینه شدن تمامی توابع هدف نیست.

ت رکود دارد که جواب هر روش با روش ديگر لزوماً يکسان نیست، زيرا مفروضات هر روش و همچنین میزان مشاجل وئمسا

ل چند ئپنج روش معروف و در عین حال نسبتاً ساده برای حل مسا ،متفاوت است. در ادامه آن، تصمیم گیرنده در فرآيند حل

 ها عبارتند از: دفه مطرح خواهد شد. اين روشه

 روش تبديل تابع هدف به محدوديت 

 دهی به اهداف روش وزن 

 روش اولويت مطلق 

 روش معیار جامع 

 ريزی آرمانی  روش برنامه 

 روش محدوديت اپسیلون 

 های فازی روش بیشینه کمینه وزن 

 روش محدوديت اپسیلون تقويت شده 

 ل چند هدفه است.ئمختلف و متنوع مساهای  های فوق بخشی از روش روش

 روش تبدیل تابع هدف به محدودیت -5-5-1

سازی  بین توابع هدف مختلف، يکی انتخاب و ساير توابع با در نظر گرفتن مقاديری، که تصمیم گیرنده با مدل زدر اين روش ا

معمول  روشفه تبديل می شود و به تعیین می کند، به محدوديت تبديل می شوند و مساله به يک مدل برنامه خطی يک هد

 برنامه ريزی خطی ) روش ترسیمی يا سیمپلکس ( حل می شود.

 مثال:

 دو تابع هدف در نظر بگیريد:  ای زير را ب مساله

Max  f1=6x +6y 

Max  f2=20x+15y 

St: 

  x + y  ≤  20 

                                                             
32 Pareto-sampling technique 
33 Aggregation selection technique 
34 ε-constraint 
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2x+6y ≤  20 

  x        ≤ 7 

x,y ≥ 0 

( میزان رضايت مشتری را نشان دهد و تصمیم گیرنده تمايل f2و تابع هدف دوم ) ( معرف سود بودهf1هدف اول ) عاگر تاب

 ، مساله را حل کنید.ا روش تبديل تابع هدف به محدوديتب واحد پولی باشد، 28ود حداقل سدلشته باشد میزان 

 حل:

 به صورت زير تبديل خواهد شد:  شود. بنابراين مساله تابع هدف اول به محدوديت تبديل و تابع هدف دوم )اشتغال( بهینه می

Max  f2=20x+15y 

St: 

6x +6y ≥ 28 

  x + y  ≤  20 

2x+6y ≤  20 

  x        ≤ 7 

  x,y ≥ 0 

 آن به صورت زير خواهد بود:  ی له را حل کنیم جواب بهینهااگر اين مس

x
*
=7    y

*
 =1   f

*
2= 155 

 روش وزن دهی به اهداف -5-5-2

هدف را  عه اهداف مختلف وزن ) ضريب اهمیت ( اختصاص می دهد و سپس توابگیرنده ب ( تصمیمدهی به اهداف درروش ) وزن

 جود می آورد. وواحدی به  ،های مربوطه ضرب و در نهايت در وزن

 دهی به اهداف چند نکته مهم است: در وزن

1ها بايد يک شود ) مقداری بین صفر و يک است و جمع وزن Wiوزن هر هدف  -1
iW .) 

 باشند . Minيا  Maxهدف به صورت   توابعتمامی  -2

ضرايب متغیرهای تصمیم در هر تابع هدف با تابع هدف ديگر بايد هم مقیاس باشند و بنابراين دارای يک رده و  -3

 بزرگی باشند.

هر هدف  ومی مهم باشد وزنر دببرا 0در مورد نکته اول، برای مثال اگر دو تابع هدف وجود داشته باشد به طوری که اولی 

 :به صورت زير حساب می شود

W1=                                   ,                W2=   

را با ضرب آن  Minتوان هدف  باشد، می Max و ديگری به صورت   Minی دوم، اگر تابع هدف به صورت  در مورد نکته

 باشند. Maxتبديل کرد تا هر دو هدف  Maxدر يک علامت منفی به 

Min f         Max(-f)   
اساساً قابل جمع نیستند. برای نمونه جمع  ،گیری نباشند رای يک مقیاس اندازهی سوم، اگر ضرايب دا  اما در مورد نکته

هنجار کرد، يعنی ف را بزم است ضرايب هر تابع هدبی مفهوم است. در اين حالت لا ،مقادير سود و مقادير میزان رضايت

 هر يک از ضرايب تابع هدف را بر مجموع ضرايب آن تابع تقسیم کرد.

 مثال:
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است که قصد تصمیم گیری در مورد میزان تولید هر کدام از اين خودرو  B و   Aشرکتی تولید کننده دو خودروی نوع 

 و   Aود مورد نظر هر واحد خودرو نوع دارای متقاضی بیشتری است. س B نسبت به خودروی  Aها را دارد.خودروی 

B واحد پولی است. هر واحد خودرو  0111و  0111به ترتیبA، 0  برابر هر واحدB ی ها زمان می برد. اگر تمام خودرو

ی  با توجه به موجودی مواد اولیه، جمع تولید روزانه از آن را تولید کند. واحد 811شرکت می تواند  باشد، Bی نوع تولید

 در خودرو تولید شود به فروش می رسد.قواحد بیشتر باشد. فرض براين است که هر چ 611و خودرو نمی تواند از اين د

 مدير شرکت در پی تحقیق دو هدف زير است :

 کسب سود حداکثر (1

 Aحداکثر کردن تولید  (2

برابر هدف  4ف سود ی تولید، بافرض اينکه هد لهاريزی خطی چند هدفه برای اين مس مدل برنامه ی نخست،له هدر و

 مساله را حل کنید. ،اهمیت داشته باشد، با روش وزن دهی به اهداف  A  تولید

 حل:

ريزی خطی چند هدفه برای اين مسئله به  تعريف شود، مدل برنامه  B و Aبه ترتیب میزان تولید خودروی  y و  x اگر 

 صورت زير خواهد بود:

Max  f1=0111x +0111y 

Max  f2= x 

St: 

  5x + y  ≤  800 

x+y ≤  600 

x,y ≥ 0 

 :برابر هدف دوم اهمیت دارد، پس 0با توجه به اينکه هدف اول 

W1=                                   ,                W2=   

اولی از نوع واحد پولی و دومی  وت دارند وابا هم تف ،ی ديگر در اين مثال اين است که واحد های دو هدف مورد نظر نکته

رايب متغیرهای تابع هدف اول را از نوع تعداد می باشد که اين دو هدف با هم قابل جمع نیستند. برای اين منظور ض

اين کار برای تابع هدف دوم  ،برابر يک است ،هنجار می کنیم.) به دلیل اين که جمع ضرايب متغیرهای تابع هدف دومب

 :تقسیم می کنیم 12111ن را بر نی آت( يعسیلازم ن

  F1= 7000x +5000y     f1=
7 5

12 12
x y 

 :مورد نظر، دو تابع را ترکیب کرد های توان با توجه به وزن حالا می

Max  Z = 0/8 (
7 5

12 12
x y ) + 0/2 y 

= 0/667 x +0/333 y 

 هدفه تبديل می شود:مساله به يک مدل برنامه ريزی يک  ،بنابراين

Max  Z=0/667x +0/333y 

St: 

  5x + y  ≤  800 

  x+y ≤  600 
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  x,y ≥ 0 

 با حل اين مدل، جواب نهايی به صورت زير خواهد بود:

x=50  ,  y=550   , Z=216/45 

 و دوم قرار دهیم، میزان هدف اول و دوم به دست می آيد: را در توابع هدف اول yو  xحال اگر 

F1=7000(50) + 5000(550)=3,100,000 

F2 = 50 

 

 

 

 دار با نرمال سازی فازی روش مجموع  وزن

می  30يکی از اين روش ها، روش مجموع وزن دار .دئل تصمیم گیری چند هدفه وجود دارروش های زيادی برای حل مسا

حل( و راه حل ايده آل ه ی )بدترين راآل منف . در ابتدا هر تابع هدف را به طور جداگانه بهینه سازی کرده و راه حل ايدهباشد

در مقیاس های مختلف باهم متفاوت  i=1,…,qبا  Ziمثبت) بهترين راه حل( از آنها يافت می شود. زيرا مقادير تابع هدف 

 از فرمول زير استفاده می کنیم: ،است. برای نرمال سازی توابع هدف

 

 

 

ايده آل مثبت تابع  PISiام است و iآل منفی تابع هدف  ايده NISiام است.  iمقدار نرمال سازی شده از تابع هدف  حال 

يند تحلیل سلسه مراتبی فازی برای که به وسیله فرا Wiسپس به هر يک از توابع هدف نرمال شده يک وزن  ام است.iهدف 

مدل  هر يک از توابع هدف تعیین شده است تخصیص داده می شود. . بعد از آن با جمع زدن توابع هدف وزن دار با هم،

 موجود به تابع تک هدفه به شکل رابطه زير تبديل می شود:

 
 

 

 روش اولویت مطلق  5-5-3

هدف را مشخص کند و روش وزن دهی به اهداف را روشی ذهنی می پندارند. گاهی تصمیم گیرنده تمايل ندارد که وزن هر 

در اين روش مساله را تنها با  ولی مايل است اهداف را اولويت بندی کند. در اين صورت روش اولويت مطلق مطرح می شود.

ی  بعد تابع هدف اولويت  هدفی که اولويت اول )مهم تر( دارد ، حل می کنیم و جواب بهینه را مشخص می کنیم. در مرحله

                                                             
35 Weighted sum method 

                                                               

 برای تابع هدف مینیمم

 

 برای تابع هدف ماکزيمم
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برابر جواب بهینه به دست آمده قرار داده و به عنوان يک محدوديت به مساله اضافه کرده و مساله را با در نظر گرفتن  ،اول را

 تابع هدف با اولويت دوم حل می کنیم . اين رويه به همین صورت برای اولويت های بعدی تکرار می شود .

ک و هدف دوم حداکثر کردن زی خطی چند هدفه زير را در نظر بگیريد ) هدف اول حداقل کردن ريسمثال : مساله برنامه ري

 .(سود است

 

MIN  F1=0/667x +0/333y 

Max  F2=12x +3y 

St: 

  5x +4 y  ≤  1300 

  x ≤  600 

 y ≤  600 

 x ≥ 50 

 y≥ 50 

 له را حل کنید.ابا روش اولويت مطلق مس .تابع هدف اول باشد ،تابع هدف دوم و اولويت دوم ،اگر اولويت اول

 له با توجه به تابع اولويت اول ) سود ( حل می شود:اابتدا مس

Max  F2=12x +3y 

St: 

  5x +4 y  ≤  1300 

  x ≤  600 

 y ≤  600 

 x ≥ 50 

 y≥ 50 

 تک هدفه به صورت زير خواهد بود: ی لهای اين مس جواب بهینه

x=220    ,  y=50   , f2=2790 

 به يک محدوديت تبديل می شود: (f2)ال تابع هدف با اولويت اول ح

f2=2790           12x+3y=2790  

 شود: مساله حل می (f1)ی اصلی اضافه شده و با در نظر گرفتن تابع هدف با اولويت دوم  دوديت به مسالهححال اين م

Max  F1=8x 

 St: 

  5x +4 y  ≤  1300 

  x ≤  600 

 y ≤  600 

 x ≥ 50 

 y≥ 50 

12x +3y=2790 

های  محدوديت به مساله تحمیل شده است بنابراين در حل مساله، جوابيک به عنوان  ،با توجه به اين که هدف با اولويت اول

x و y با حل اين مساله جواب به صورت زير بدست می آيد:در اين صادق خواهد بود . 

x=220    ,  y=50   , f1=1760 

 بدست آمد، جواب نهايی به صورت زير خواهد بود: f2=2790به اين که بنابراين با توجه 
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x=220    ,  y=50   , f2=2790   ,  f1=1760 
 

 روش معیار جامع  5-5-4

در اين روش بر خلاف روش های قبلی نیازی به اولويت بندی اهداف ، وزن دهی ، يا تبديل اهداف به محدوديت نیست . روش 

 دوم،... انحرافات نسبی اهداف از مقدار بهینه شان را حداقل می کند. مورد ، مجموع توان اول،معیار جامع ، بسته به 

 در اين روش ، تابع هدف که همواره حداقل نمودن آن مورد توجه است به صورت زير تعريف می شود:

 

 

 
fکه در آن 

*
   pیشنهاد های مختلفی برای مقدار پ ،ام)بدون در نظر گرفتن اهداف ديگر( است  iمقدار بهینه ی تابع هدف  1

را مناسب تر می   P=2را مناسب می دانند) يعنی مجموع نسبی انحرافات حداقل شود ( و برخی نیز   P=1. برخی وجود دارد

 .دانند) يعنی مجموع توان دوم انحرافات حداقل شود(

 مثال :

 آورده شده است: ی آن در زير همان مثال خودرو را در نظر بگیريد که مدل چند هدفه

Max  f1=0111x +0111y 

Max  f2= x 

St: 

  5x + y  ≤  800 

  x+y ≤  600 

  x,y ≥ 0 

 .مساله را حل کنید P=2و همچنین  P=1با استفاده از روش معیار جامع و به ازای 

 حل:

 ريزی خطی يک هدفه زير حل می شود: له برنامهاابتدا دو مس

 

 

 2مساله                                                                                        1مساله                                           

 Max  f2= x 

St: 

  5x + y  ≤  800 

  x + y  ≤  600 

  x,y ≥ 0 

Max  f1=0111x +0111y 

St: 

  5x + y  ≤  800 

  x+y ≤  600 

  x,y ≥ 0 
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 2:                                             جواب بهینه مساله 1 جواب بهینه مسئله

 X=50  y=550  f1=3,100,000 x=160 , y=0 , f2=160 
ها، مساله  اکنون می توان تابع هدفی جهت حداقل کردن مجموع انحرافات نسبی تنظیم کرد و بر اساس آن و با توجه به محدوديت

 را حل کرد.

 ، مجموع انحرافات نسبی حداقل شود(P=1  حالت اول: ) 

Min  Z =

2

2
160

160

3,100,000 (7000 5000 )

3,100,000

xx y  
  
 

  
 
 

 

St: 

5x + y  ≤  800 

  x + y  ≤  600 

  x,y ≥ 0 

 :نهايی آن به صورت زير خواهد بود که جواب

x=160   ,  y= 0   f1=1,120,000  ,  f2=160 

 مجموع توان دوم انحراف نسبی حداقل شود( P=2حالت دوم : )

Min  z = 

2

2
160

160

3,100,000 (7000 5000 )

3,100,000

xx y  
  
 

  
 
 

 

St: 

5x + y  ≤  800 

  x + y  ≤  600 

  x,y ≥ 0 

 

غیر خطی است. که حل آن در بحث ما نمی گنجد. ) برای آشنايی با حل اين مدل  می توان به کتاب  ،در اين مدل تابع هدف

 .رنامه ريزی غیر خطی مراجعه کرد(ب

 

 برنامه ریزی آرمانی 5-5-5

های برنامه ريزی چند هدفه است. بنابراين آن را به صورت کامل شرح می دهیم. آرمان ها)اهدافی(  مانی يکی از مدلبرنامه ريزی آر

شرکت خواسته شده  20ای از مديران عامل  بسته به نوع سازمان متنوع است. در مطالعه ،هاست که يک سازمان درصدد نیل به آن

ی اين  نتیجه د.ناجتماعی، اخلاقی و ... مشخص کن وعی از اهداف اقتصادی، سیاسی،ی متن است که اهداف شرکت را از بین مجموعه

 :هداف اولیه به قرار جدول زير استمطالعه نشان می دهد که هر شرکت بیش از يک هدف را تعقیب می کند. توزيع فراوانی ا

به دنبال دستیابی به يک  ،يک جواب بهینهها به جای جستجوی  در عمل، به دلیل وجود چند هدف، مديران در بسیاری از تصمیم

. ضمناً شرايط و می باشنددنبال دستیابی به يک جواب رضايت بخش به ها  جواب رضايت بخش هستند. ضمناً شرايط و محدوديت
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لکه ها ممکن نباشد، ب گونه انحراف و مغايرتی از آن طوری که هیچ به ؛محدوديت ها در دنیای واقعی همیشه خشک و سخت نیستند

 ها قابل قبول خواهد بود. بستان )موازنه( مجاز باشد، امکان تخطی از آن -بسیاری از موارد، به خصوص زمانی که بدهدر 

 فراوانی اهداف اولیه

 21 کارکنان

 12 مسئولیت در قبال جامعه

 12 نیازهای مشتريان

 16 منافع سهامداران

 13 سود

 11 کیفیت محصول

 2 پیشرفت فناوری

 2 کنندگان بط با عرضهروا

 8 رشد شرکت

 0 کارايی مديريتی

 0 وظايف نسبت به دولت

 0 روابط با خرده فروشان

 2  ی اجتماعی  وجهه

 

امکان تخطی از محدوديت ها وجود ندارد. حتی با وجود يک هدف، در بعضی از مسايل رعايت تمامی  (LP)در برنامه ريزی خطی 

 ی موجه و بنابراين فاقد جواب باشد. که مساله فاقد منطقه شود های خشک موجب می محدوديت

ق ئهای خشک( فا رويکردی است که به کمک آن می توان بر دو مشکل فوق )يک هدفه بودن محدوديت ،(GP)ريزی آرمانی  برنامه

 آن ها را ريزی آرمانی رنامهيعنی برنامه ريزی خطی و ب، توان از طريق اين دو رويکرد . قبل از معرفی تفاوت بین مسائلی که میدش

 کنیم. بررسی می نمود، آن ها راحل 

يا يک هدف  LPسازی  است. در هنگام مدلن آن به دنبال بهینه کرد کهبرنامه ريزی خطی دارای ساختاری با يک هدف است 

ها نمايش داده  دوديتشود و بقیه در قالب مح يکی از آنها در تابع هدف آورده می ،وجود دارد، يا در صورت وجود چند هدف

درصد نیز مورد توجه باشد، سود در تابع 21حداقل  به میزان کسب حداکثر سود باشد و سهم بازار ،شود. برای مثال اگر هدف می

ها چند هدف را تعقیب می  که بسیاری از سازمان اينشود. به دلیل  ها ذکر می درصد در محدوديت21هدف و سهم بازار حداقل 

 يک که کدام يک بايد حداکثر)يا حداقل( و کدام اهداف در تعارض با يکديگر هستند، مشخص کردن اين اينکنند که گاهی 

 کار مشکلی خواهد بود. ،عنوان محدوديت تعريف شود به
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پذيری آن است. حتی اگر يک هدف در محدوديت قرار گیرد امکان تخطی از آن  انعطاف ،ريزی خطی دارد مشکل ديگری که برنامه

درصد  22/12درصد در محدوديت قرار گیرد، سهم بازاری به میزان 21برای مثال اگر سهم بازار حداقل  میسر نخواهد بود. هرگز

 غیر موجه خواهد بود، بدين جهت دست تصمیم گیرنده را در انتخاب جواب می بندد.

ه ئريزی خطی ارا ويکردی متفاوت با برنامهريزی آرمانی ر مشخص شده است. برنامه  GP و  LPهای عمده بین  در جدول زير تفاوت

 ضاد می توانند مورد نظر قرار گیرند.تمی کند که در آن چند هدف )آرمان( م

 LP GP شرح

که بايد حداکثر يا حداقل  -يک هدف اولیه اهداف

 باشد.

 ها( تمامی اهداف )آرمان

 رتبه بندی می شوند.

ها  ها قابل قبول بوده و محدوديت منعطف، انحراف مجاز نیست.گونه انحرافی  انعطاف ناپذير،  هیچ ها محدوديت

 شوند. شل می

های نا مطلوب که بر  حداقل کردن مجموع انحراف حداکثر)حداقل( کردن تابع هدف اولیه هدف

 شان وزن گرفته اند حسب اهمیت

 رضايت بخشی بهینه سازی مقصود

 های نرم افزاری غیر کارا، معدودی بسته اری مختلفافز های نرم خیلی کارا، بسته ای های رايانه برنامه

 در حال افزايش زياد و متنوع کاربردها 

 ريزی آرمانی ی اصلی برنامه ايده

های مختلف را  ی صرف است، چرا که قادر است آرمان است، ولی چیزی بیش از يک توسعه LPای از  شکل توسعه يافته GPگرچه 

گیری ايجاد می کند.  پذيری را در فرايند تصمیم رو انعطاف ها را مجاز می داند و از اين راف از آرمانچنین انح مورد نظر قرار دهد. هم

 سر انجام اين امکان را فراهم می کند که ترجیحات تصمیم گیرنده در مورد اهداف چند گانه و متضاد در نظر گرفته شود.

 

 اده کرد:برنامه ريزی آرمانی را می توان برای سه نوع تحلیل استف

 .ای از اهداف مورد نظر یین منابع لازم برای تحقق مجموعهتع .1

 ی تحقق اهداف با توجه به منابع موجود. تعیین درجه .2

 بخش با توجه به مقدار منابع موجود و اولويت اهداف. تعیین بهترين جواب رضايت .3

 مفاهیم برنامه ريزی آرمانی

در ادامه هر يک از اين سه  ،ها ج( ابعاد اهداف آرمان و ها وزن، ها ها ب( اولويت ف( انحرافال براساس سه مفهوم است: GPی  شالوده

 را به طور مختصر توضیح می دهیم.

 ها انحراف  

 اند. ها از مقدار مورد نظر خود کمتر )يا بیشتر( محقق شده انحرافها مقاديری هستند که آرمان
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dنند که بیشتر از مقدار آرمان است. اين انحراف را با متغیرگیری می ک میزانی را اندازه ،انحراف های بیشتر محقق
+

i  نشان می

 دهیم.

dگیری می کنند که کمتر از مقدار آرمان بوده است. اين انحراف را با متغیر میزانی را اندازه ،محقق انحراف های کمتر
-
i  نشان می

 ط زير را  مشاهده می کنیم:در تمام موارد رواب .انحراف می تواند مطلوب يا نا مطلوب باشد دهیم.

 

 های نامطلوب انحراف

 

 نوع محدوديت

d
-
i ≤ 

d
+

i ≥ 
d

-
i و d

+
i = 

هنگامی  ،مواجه باشیم. هم چنین بیشتر محقق  ≥زمانی نا مطلوب است که با محدوديت   ،کمتر محقق ،بر طبق تعريف مان

 مطلوب تلقی می شوند.کمتر محقق نا شتر و هممواجه شويم. در حالت = هم بی ≤نامطلوب است که با محدوديت 

 ها اولويت بندی آرمان

 به سه روش متفاوت می توان اولويت بندی کرد : ترتیبی ، اصلی و ترکیبی از اين دو. GPها را در  آرمان

 شان فهرست می شوند. ها بر حسب اهمیت : در اين روش آرمان الف( رتبه بندی ترتیبی

ها اهمیت نسبی هر انحراف را نشان  زن مشخصی به هر يک از انحرافات داده می شود. اين وزن: در اين روش و ب(رتبه بندی اصلی

 می دهند.

 : اين روش برای زمانی است که تابع هدف معرفی شود.ج( ترکیبی از اين دو

 ها ابعاد آرمان

شان حداقل کند. با اين وجود  یتهای نامطلوب موزون را بر حسب اهم به دنبال آن است که مجموع انحراف  GPهر تابع هدف مدل

 اگر ابعاد )مقیاس ( هر آرمانی با ديگری متفاوت باشد چنین حاصل جمعی ممکن است مورد توجه نباشد.

 ساختار برنامه ريزی آرمانی 0-0-3

 از چهار جزء تشکیل می شود : GPمدل 

 متغیرهای تصمیم الف(

 های سیستمی ب( محدوديت

 های آرمانی ج( محدوديت

 بع هدفد( تا

 :مه به توضیح هر يک خواهیم پرداختدر ادا

هستند. متغیرهای تصمیم، متغیرهايی  LPهمانند متغیرهای تصمیم مدل   GP متغیرهای تصمیم مدل: متغیرهای تصمیم الف(

 هاست. هستند که تصمیم گیرنده در صدد تعیین مقدار آن

هستند، يعنی امکان تخطی از  LPهای مدل  د محدوديتهمانن GPمحدوديت های سیستمی مدل : های سیستمی ب( محدوديت

 هايی وجود ندارد و جواب مسئله )مقدار متغیرهای تصمیم( بايد در آن صدق کند. چنین محدوديت
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 سطوح مورد نظر از هر هدف را نشان می دهند. ،آرمانی های محدوديت: های آرمانی ج( محدوديت

مطلوب را حداقل کند. بدين جهت، های نا شود که مجموع وزنی انحرافای تهیه می  به گونه GPتابع هدف در مدل : د( تابع هدف

 ها دارد. ساختار تابع هدف بستگی به سیستم وزن دهی به آرمان

 مدل سازی برنامه ريزی آرمانی

 به مثال زير توجه کنید. ،ل برنامه ريزی آرمانیئمدل سازی مسا برای آشنايی با نحوه

 مثال:

ين شرکت برای اين کار زی قصد دارد برای تبلیغات از محصولات خود از رسانه های جمعی استفاده کند. اسايک شرکت خودرو

چالش پیش روی اين شرکت اين است که طوری بودجه بندی خود را انجام دهد که  نظر خود قرار داده است.را مد تلويزيون وراديو

 های زير رعايت شود: تمام آرمان

 می باشد. P1ترين آرمان با اولويت  اين اصلی میلیون تومان باشد. 01ی تبلیغات  غ هزينه: حداکثر مبل 1آرمان 

نامیده  P2اين آرمان اولويت دوم را دارد که  د.نمیلیون نفر نباش 31: کل افرادی که با اين آگهی مواجه می شوند کمتر از  2آرمان 

 می شود.

 P3میلیون نفر باشند. اين آرمان  8وند و تحت تاثیر قرار می گیرند حداقل کل افرادی که با اين آگهی مواجه می ش:  3آرمان 

 نامیده می شود.

میلیون تومان می باشد(.  0بار اين آگهی از تلويزيون پخش شود. )هزينه هر بار پخش اين آگهی در تلويزيون  10: حداقل  0آرمان 

 نامیده می شود. P4اين آرمان 

میلیون تومان می باشد(. اين  2پخش شود. )هزينه هر بار پخش اين آگهی در تلويزيون گهی از راديو بار اين آ 0حداقل  : 0آرمان 

 نامیده می شود. P5آرمان 

نفر تحت تاثیر قرار می گیرند، و در  111/211/1میلیون مخاطب دارد که از بین آنها  0/3يک آگهی در تلويزيون به طور متوسط 

نفر تحت تاثیر قرار می گیرند. چالش پیش روی اين شرکت اين است که در هر  011111ن که میلیو 0/1راديو به طور متوسط 

 ای که آرمان های فوق رعايت شود. رسانه چند بار آگهی صورت گیرد به گونه

 حل:

 اول بايد متغیرهای تصمیم مساله را مشخص کنیم: ی لههدر و

 =x تعداد آگهی که بايد در تلويزيون داده شود

 =y گهی که بايد در راديو داده شودتعداد آ

 در مرحله بعدی بايد محدوديت های آرمان ها را بنويسیم:

1. 4x + 2y + d1
-
 - d1

+
 = 50    

2. 3.5x + 1.5 y + d2
-
 - d2

+
 = 30 

3.  1.2x + 0.4 y + d3
-
 - d3

+  
= 8 

0. x + d4
-
 - d4

+   
= 15 

0. y  + d5
-
 - d5

+ 
 =7 
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ته شود و از آنجايی که متغییرهای تصمیم که تعداد آگهی را نشان می دهند های سیستمی نوش ی سوم بايد محدوديت در مرحله

 غیر منفی و عدد صحیح هستند. داريم:

x,y ≥ 0 , int 

d1اول   در مرحله آخر هم بايد تابع هدف نوشته شود که از نظر آرمان
d5 های بعدی به ترتیب نامساعد است و از نظر آرمان +

-
, d4

-
, 

d3
-
, d2

 بنابراين تابع هدف اين مساله به شکل زير خواهد در آمد : نامطلوبند.  -

Min Z = p1d1
+ 

+ p2d2
-
+ p3d3

-
+p4d4

-
+p5d5

-
 

 های زير اشاره کرد:توان به نمونه باشد که می ريزی آرمانی خود دارای چندين روش می برنامه

 36ريزی آرمانی وزنی برنامه
 

 30لکسیکوگرافیکريزی آرمانی برنامه
 

 38چبیشفنی ريزی آرمابرنامه
 

 32ای ريزی آرمانی چندگزينهبرنامه
 

 01ایِ تجديدنظر شدهريزی آرمانی چندگزينهبرنامه
 

 01ای نسبتیريزی آرمانی چندگزينهبرنامه
 

 دهیم. ها را توضیح می در ادامه هر يک از اين روش

 

 ریزی آرمانی وزنی برنامه-5-5-5-1

  :ريزی آرمانی وزنی به صورت زيراست مدل کلی روش برنامه

 

 Min 
n

i i i
i

W d d 




1

 

s.t. 

( ) ( or )           , ,...,kh X k q   0 1 2 

( )      , ,...,i i i if X d d b i n    1 2 

,                      , ,...,i id d i n   0 1 2 

 hk(X) های نوع هزينه، انحرافات مثبت بايد به حداقل برسند.های نوع سود، انحرافات منفی و در آرمانکه در آرمان

idام و iسطح انتظار هدف  biباشند. ام میi  هدف fi(X) ام سیستم و  kمحدوديت  های مثبت وانحرافid  های منفی انحراف

 شوند:صورت زير محاسبه میباشند که بهام می iاز مقدار سطح انتظار )آرمان( 

                                                             
36 Weighted goal programming (WGP) 
37 Lexicographic goal programming (LGP)  
38 Chebyshev (min-max) goal programming  
39 Multi-choice goal programming (MCGP) 
40 Revised multi-choice goal programming (RMCGP) 
41

 Percentage multi-choice goal programming 
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( )    if  ( )  

                 otherwise

i i i i
i

b f X f X b
d   

 
0

 

( )     if  ( )  

                 otherwise

i i i i
i

f X b f X b
d   

 
0

 

کنند  ها تعیین می ها را نسبت به ساير آرمان ضرايب وزنی مثبتی هستند که اهمیت هر يک از آرمان iW،همچنین

iiکه
W  1 

 له زير را در نظر بگیريد:امس -مثال

Max

Max

X X

X X

 

 

1 2

1 2

5

3 4
 

s.t. 

,

X X

X

X

X X

 







1 2

1

2

1 2

2 60

15

30

0

 

ريزی آرمانی به  سازی همزمان دو تابع هدف وجود ندارد؛ بنابراين قصد داريم با ابزار برنامه در مثال ساده بالا امکان بهینه

در  ،توابع هدفتوابع هدف را تا جايی که امکان دارد بهینه کنیم. ابتدا بايد اعدادی را به عنوان سطوح انتظار برای  ،صورت همزمان

 111گیرنده مقدار سطح انتظار  زنند. برای مثال تصمیم گیرندگان تخمین می نظر بگیريم. معمولاً اين اعداد را مديران يا تصمیم

ريزی آرمانی وزنی  له برنامهاگیرد. لذا، شکل مس واحد را برای تابع هدف دوم در نظر می 160واحد را برای تابع هدف اول و مقدار 

 باشد: له فوق به صورت زير میاسبرای م

   Min W d d W d d     1 1 1 2 2 2 

s.t. 

,

X X

X

X

X X

 







1 2

1

2

1 2

2 60

15

30

0

 

, , ,

X X d d

X X d d

d d d d

 

 

   

   

   



1 2 1 1

1 2 2 2

1 1 2 2

5 100

3 4 165

0

 

قابلیت حل به وسیله  کهله تک هدفه شد اتبديل به يک مس ،شده  ارائه ی له دو هدفهاکنید، مس همان طور که مشاهده می

 باشد.  ريتم سیمپلکس را دارا میهای تک هدفه ای نظیر الگو الگوريتم
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 ریزی آرمانی لكسیكوگرافیك برنامه -5-5-5-2

ای در نظر گرفته شود،  گیرنده اهداف دارای درجه اهمیت مختلف باشد و توابع هدف به صورت رتبه زمانی که از نظر تصمیم

 زی آرمانی لکسیکوگرافیک به صورت زير است:ري ريزی آرمانی لکسیکوگرافیک استفاده نمود. شکل کلی برنامه توان از برنامه می

(3-

2) 

     

Lex Min =

,..., ,...,

j J

n n n

i i i i i i i i i
i h i h i h

W d d W d d W d d



     

  

 
   
 
 

  
1

 

s.t. 

( ) ( or )           , ,...,kh X k q   0 1 2 

( )      , , ,...,i i i i jf X d d b i h j J     1 2 

,                      , ,...,i id d j J   0 1 2 

 امین رتبه )اولويت( قرار دارند. jهايی است که در  انديس آرمان jhکه 

 

 ریزی آرمانی چبیشف برنامه -5-5-5-3

 ريزی آرمانی باشد. به همین دلیل اين روش به نام برنامه حداکثر انحرافات هر تابع هدف می اين روش در تلاش برای کمینه سازی

Min-Max باشد: شود. شکل کلی اين روش به صورت زير می هم گفته می 

(3-3) 

Min D  

s.t. 

( ) ( or )           , ,...,kh X k q   0 1 2  

( )      , ,...,i i i if X d d b i n    1 2  

 
n

i i i
i

D W d d 



 
1

 

,                      , ,...,i id d i n   0 1 2  

 گیرد.  انحرافات را اندازه می یيک متغیر پیوسته است که میزان حداکثر Dکه 

 

 ای ریزی آرمانی چندگزینهبرنامه -5-5-5-4

های مختلف را مد نظر قرار داده و ريزی خطی قادر است آرمانيسه با برنامهريزی آرمانی در مقاکه بیان شد، برنامه همان طور

ريزی های استاندارد برنامهکند. نگرشايجاد می ، انعطاف پذيریگیریو از اين رو در فرايند تصمیم بداندها را مجاز انحراف از آرمان

ید کرده و انحرافات به وجود آمده از سطح انتظار هر تابع تاک ،تابع هدفآن يافتن يک جواب نزديک به سطح انتظار  به ،آرمانی

گیرنده بر اساس اطلاعات اولیه برای تصمیم ی کارانه تعیین يک سطح انتظار محافظه ،کند. با اين حال، در عملکمینه می ،هدف را

میلادی يک  2110در سال  بسیار سخت است. برای غلبه بر چنین مشکلی، چانگ ،موجود و محدوديت منابع برای هر تابع هدف
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گیری چند هدفه با چندين سطح انتظار برای هر آرمان ای را برای مسائل تصمیم ريزی آرمانی چندگزينهروش جديد به نام برنامه

ئه دهد يک مجموعه سطح انتظار را برای هر آرمان اراگیرنده اجازه میای به تصمیم ريزی آرمانی چندگزينهپیشنهاد داد. روش برنامه

 شود:بندی میای به صورت زير فرمول ريزی آرمانی چندگزينه. مسئله برنامهنمايد

(3-0) 

Min ( )     ... 
n

i i i i im
i

W f X g or g or g



 1 2
1

 

s.t. 

( ) ( or )                       , ,...,kh X k q   0 1 2  

)gij که , ,...,  and , ,...,i n j m 1 2 1 2 طوری که: امین آرمان است، به iامین سطح انتظار برای  jبیانگر  (
 

ij ij ijg g g  1 1 
 نمايیم: برای درک بهتر، اين نوع روش را به سه حالت تقسیم می

ريزی آرمانی وزنی است که قبلاً توضیح داده  اين حالت همان برنامه؛ ريزی با يک سطح انتظار برای هر تابع هدف الف( برنامه

 شد.

گیرنده برای هر تابع هدف دو سطح يزی، اگر تصمیمر در اين نوع برنامه؛ ريزی با دو سطح انتظار برای هر تابع هدف ب( برنامه

ريزی آرمانی وزنی است با اين تفاوت که سطح انتظار بهینه به کمک متغیرهای صفر و  انتظار تعیین نمايد، همه پارامترها مثل برنامه

 شود. مدل کلی عبارت است از: يک انتخاب می

(0-0) 

  
n

i i i
i

Min W d d 




1

 

s.t. 

( ) ( or )                                       , ,...,kh X k q   0 1 2  

( ) ( - )      , ,...,i i i i i i if X d d g Z g Z i n     1 2 1 1 2  

,                                                     , ,...,i id d i n   0 1 2
 

 0,1                                                    , ,...,iZ i n 1 2  

iZ  يک متغیر صفر و يک است که جهت انتخاب سطح انتظار مطلوب آرمانi شود. همچنین ام استفاده می
i

g
1

و  

i
g

2
 ام هستند. iسطوح انتظار آرمان 

گیرنده برای هر تابع هدف سه سطح انتظار تعیین نمايد، اگر تصمیم؛ ريزی با سه سطح انتظار برای هر تابع هدف ج( برنامه

 مدل کلی عبارت است از:

(0-6) 
  

n

i i i
i

Min W d d 




1

 

s.t. 

( ) ( or )                                   , ,...,kh X k q   0 1 2  
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( )

           ( ) ( - )      , ,...,

i i i

i i i i i i i i i

f X d d

g Z Z g Z Z g Z Z i n

   

   1 1 2 2 2 2 3 2 11 1 1 2
 

,                                                      , ,...,i id d i n   0 1 2
 

 0,1                                                      , ,...,iZ i n 1 2  

 :له زير را در نظر بگیريدامس -مثال

 :  or 

:   or 

:  .  or  or 

f x x x

f x x x

f x x x

  

  

  

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

3 2 100 120

4 3 2 80 100

3 5 5 3 70 90 110

 

s.t. 

x x

x

x x x

 



  

2 3

2

1 2 3

10

4

15

 

 :شود فوق به صورت زير بازنويسی می ی لهامس ،ای ريزی آرمانی چندگزينهبا توجه به مدل برنامه

Min Z d d d d d d          1 1 2 2 3 3 
s.t. 

 

 

   .

x x x d d z z

x x x d d z z

x x x d d z z z z z z

 

 

 

      

      

        

1 2 3 1 1 1 1

1 2 3 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3 4 3 4 3 4

3 2 100 120 1

4 3 2 80 100 1

3 5 5 3 70 90 1 110 1

 

x x

x

x x x

 



  

2 3

2

1 2 3

10

4

15
 

 ,   , ,i id d i   0 1 2 3

  z ,z ,z ,z ,1 2 3 4 01

 , ,x x x 1 2 3 0

افزار لینگو جواب بهینه به صورت  پس از حل به کمک نرم    , , . , . , .x x x 1 2 3 17 77 8 88 1 11 

و   z ,z ,z ,z , , ,1 2 3 4 72.تابع هدف اول برابر  ،به دست خواهد آمد. طبق نتايج1001 ، تابع هدف دوم دقیقاً برابر سطح دوم 2

 شده است.   111يعنی  ،و تابع هدف سوم دقیقاً برابر سطح سوم آرمان مورد نظر خود 111آرمان مربوطه يعنی 

lnبايست ازسطح انتظار می nبا  کارگیری اين مدلدر حالت کلی، برای به  ln  2n   يک استفاده کرد. در مدل بالا  -متغیر صفر

خطی شود.  بايد لهامس آن، شود؛ بنابراين برای حلغیرخطی محسوب میمدل به علت ضرب شدن حداقل دو متغیر صفر و يک، 

برای هر آرمان يک نوع متغیر  ،ر استفاده کرد. در اين روشتوان از يک روش ديگسازی متغیرهای صفر و يک میبرای گريز از خطی
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-ها می مدل را مجبور به انتخاب فقط يکی از آن آرمان ،کنیم. سپس با اضافه کردن محدوديت جديدله میاوارد مس را صفر و يک

 صورت زير بازنويسی نمود:توان بهای را می آرمانی چندگزينه ريزیله برنامهاکنیم. لذا، مس

(0-0) 

  
n

i i i
i

Min W d d 




1

 

s.t. 

( ) ( or )                            , ,...,kh X k q   0 1 2 

( )         , ,...,
m

i i i ij ij
j

f X d d g Z i n 



   
1

1 2

 

                                       , ,...,
iG

ij
j

Z i n



 
1

1 1 2 

,                                         , ,...,i id d i n   0 1 2 

 0,1                                         , ,...,ijZ i n 1 2 

 . يک متغیر صفر و يک استijZکه

  

 ای تجدیدنظر شده گزینهریزی آرمانی چند برنامه -5-5-5-5

ها حاوی متغیرهای صفر و يک متعددی بودند. با مشاهده کرديم که مدل ،قبل ای قسمت چندگزينه آرمانی ريزی در برنامه

يابد. برای رفع اين گیری میها برای مسائل متوسط و بزرگ افزايش چشم لهاورود متغیرهای صفر و يک به مدل، زمان حل مس

کارگیری متغیرهای صفر و يک کمکی نباشد. اساس کار در اين روش به ،ای اصلاح کرد که نیاز بهگونه را به توان مدلمشکل می

کنیم و جای استفاده از متغیرهای صفر و يک، از يک متغیر پیوسته برای هر آرمان استفاده میبدين صورت است که به ،شده اصلاح

(. برای 2118)چانگ  نمايیماز حد پايین و يا حد بالای سطوح انتظار حداقل  را کنیم انحرافاتله سعی میابا توجه به نوع مس

 ساخت مدل بايد بدانیم هر هدف از چه نوعی است. دو حالت ممکن است برای اهداف وجود داشته باشد:

 د:صورت زير بازنويسی نموتوان بهمدل را می، 02که آرمان مورد نظر هر چه بیشتر بهترحالت اول: در حالتی

    
n

i i i i i i
i

Min W d d e e   



   
  

1

 

s.t. 

( ) ( or )                          , ,...,kh X k q   0 1 2 

( )                     , ,...,i i i if X d d y i n    1 2 

.max                      , ,...,i i i iy e e g i n    1 2 

(3-8) 
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 The More The Better 
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.min .max                        , ,...,i i ig y g i n  1 2 

, , ,                               , ,...,i i i id d e e i n     0 1 2 

 ير بازنويسی نمود:صورت زتوان بهمدل را می، 03که آرمان مورد نظر هر چه کمتر بهترحالت دوم: در حالتی

    
n

i i i i i i
i

Min W d d e e   



   
  

1

 

s.t. 

( ) ( or )                          , ,...,kh X k q   0 1 2 

( )                     , ,...,i i i if X d d y i n    1 2 

.min                      , ,...,i i i iy e e g i n    1 2 

.min .max                        , ,...,i i ig y g i n  1 2 

, , ,                           , ,...,i i i id d e e i n     0 1 2 

(3-2) 

 که

gi.max حد بالای سطح انتظار آرمان i ام 

gi.min تظار آرمانحد پايین سطح ان i ام 

yi يک متغیر پیوسته با محدوده.min .maxi i ig y g  

id   انحراف مثبت از( )i if X y 

id  انحراف منفی از( )i if X y 

wi  وزن)اهمیت( انحرافات مثبت و منفی آرمانi ما 

i  از حد سطوح انتظار  وزن مجموع انحرافات مثبت و منفی متغیر 

ie:  برای حالت اول وie  انحرافات مثبت و منفی از .maxi iy g ازو وزن مجموع انحرافات
 .maxi iy g  .است

ie:  برای حالت دوم وie   از انحرافات مثبت و منفی.mini iy gو وزن مجموع انحرافات از
 .mini iy g است. 

 :له زير را در نظر بگیريدامس -مثال

 :  and 

 :  

  :  and 

f x x x

f x x x

f x x x

   

  

   

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

12 9 15 125 155

5 3 4 40

5 7 8 40 55 

s.t. 

, ,x x x 1 2 3 0 
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 The Less The Better 
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برای تابع هدف اول وزن  ،شود له به صورت زير نوشته میامس ،ای تجديدنظر شده ريزی آرمانی چندگزينه کمک مدل برنامهبه

 و برای تابع هدف سوم فقط 0و انحراف منفی  2، برای تابع هدف دوم وزن انحراف مثبت 1و انحراف منفی  0انحراف مثبت برابر 

 در نظر گرفته شده است.  3وزن انحراف مثبت 

Min =Z d d d d d e e e e               1 1 2 2 3 1 1 2 25 2 4 3 

s.t. 

 

, , , , , , , , , , , ,

x x x d d y

y e e

y

x x x d d

x x x d d y

y e e

y

x x x d d d d d d e e e e

 

 

 

 

 

         

    

  

 

    

    

  

 



1 2 3 1 1 1

1 1 1

1

1 2 3 2 2

1 2 3 3 3 2

2 2 2

2

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2

12 9 15

155

125 155

5 3 4 40

5 7 8

40

40 55

0

 

 :                به صورت زير به دست خواهد آمد ،هلامس ی افزار لینگو حل نموده و جواب بهینه مدل فوق را به کمک نرم

   , , , , .x x x 1 2 3 5 0 3 و75   , , . , ,f f f 1 2 3 116 25 40 55 . 

8.که تابع هدف دوم از میزان آرمان خود به مقدار تابع هدف دوم و سوم رضايت بخش هستند درحالی  واحد کمتر شده است.  75

 

 ای نسبتی ریزی آرمانی چندگزینهبرنامه -5-5-5-6

( يک 2110(، بوتکی و همکاران )2118سط چانگ )شده تو ای اصلاح ريزی آرمانی چندگزينه تر کردن مدل برنامه برای ساده

له، برای هر انظر از کمینه سازی يا بیشینه سازی مس ای ارائه کردند. در اين مدل صرف ريزی آرمانی نسبتی چندگزينه مدل برنامه

عنوان بازه  آرمان در نظر گرفته و آن را به ی پیوسته و دلخواه از مقدار کمینه و بیشینه ی يک از توابع هدف يک بازه
min max,i ig g   گیرنده از ارزش يکسانی برخوردار است. فقط  برای تصمیم ،کنیم. توجه کنید که هر مقدار از اين بازه معرفی می

اين  پیشنهادی پیدا کند، با ی هر آرمان را در بازهی  مقدار بهینه ،دهیم تا خود تفاوت در اين است که ما اين اجازه را به مدل می

در بازه  iکمینه شود. سپس يک متغیر تصادفی پیوسته با عنوان  ،های بهینه که میزان انحراف توابع هدف از آرمان ،هدف ,01 

minظر مقدار کنیم. اگر اين متغیر مقدار صفر را بگیرد، آرمان بهینه مورد ن برای هر يک از توابع هدف تعريف می

ig شود و می

maxبرعکس اگر مقدار آن يک شد مقدار آرمان برابر 

ig  .خواهد شد 

های اين مدل  از مزيت ؛ای نسبتی به صورت زير خواهد بود ريزی آرمانی چندگزينه با اين توضیحات مدل مربوط به برنامه

 ای تجديدنظر شده اشاره کرد.  ريزی آرمانی چندگزينه فهم بودن آن نسبت به مدل برنامه لتوان به سادگی و قاب می

 min
n

i i i
i

Z w d d 



 
1
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s.t. 

 min max min( )   , ,...,

( ) ( or )                          , ,...,

, d                                       , ,...,

                                       

i i i i i i i

k

i i

i

f x d d g g g i n

h X k q

d i n

i





 

 

     

   

 

 

1 2

0 1 2

0 1 2

0 1 , ,...,  n1 2

 

  :له زير را در نظر بگیريدامس -مثال

:

:

:

f x x x x g

f x x x g

f x x x g

   

  

  

1 1 2 3 4 1

2 2 3 4 2

3 1 2 4 3

3 6 2

4 5 4

12 5 6

 

s.t. 

, , ,

x x x x

x x x

x x x x

x x x x

   

  

   



1 2 3 4

2 3 3

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 25

5 3 12

40

0

 

 :گیرنده به صورت زير مشخص شده است ا توسط تصمیمه بازه مربوط به آرمان

  ,g 1 80100 ، ,g 2 20 و  35 ,g   3 50 40 

 :سازی خواهد شد تی به شکل زير مدلای نسب ريزی چندگزينه له به کمک مدل برنامهامس ،با توجه به توضیحات فوق 

Min Z d d d d d d          1 1 2 2 3 3 

s.t. 

 

 

 

x x x x d d

x x x d d

x x x d d







 

 

 

        

       

         

1 2 3 4 1 1 1

2 3 4 2 2 2

1 2 4 3 3 3

3 6 2 80 100 80

4 5 4 20 35 20

12 5 6 50 40 50

 

, , ,

x x x x

x x x

x x x x

x x x x

   

  

   



1 2 3 4

2 3 3

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 25

5 3 12

40

0

 

467.میزان مجموع انحرافات برابر ،افزار لینگو پس از حل مدل فوق توسط نرم شود، ساير متغیرها نیز مقادير زير را  می 73

 گیرند:  می

.f 1 86 42 ،.f 2 23 65 ،.f 3 427 73 ،. 1 0 32 ،. 2 0 .و  24 3 1 00 

 اند از  ها نیز عبارت مقادير بهینه برای آرمان

* .g 1 92 8 ،* .g 2 23 g*و  6  3 40  
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 44های فازی بیشینه کمینه وزن روش-5-5-6

ام ممکن است توسط يک تصمیم گیرنده به منظور مقابله با نوعی از iدر واقعیت ، حد تحمل يا تابع عضويت برای اهداف فازی 

 شرايط که در آن تقريباً رسیدن به يک راه حل بهینه به طور همزمان برای تمام توابع هدف غیر ممکن است تعريف و مشخص شود.

 يک مدل چند هدفه فازی می تواند به شکل زير فرموله شود: ،منرزيموجه به روش با ت

 

1 2[ , ..., ]T

nx x x x 

k=1,2,…,p   0

1

n

k jk j k

j

Z c x Z


  

l=p+1,p+2,…,q 0

1

n

l jl j l

j

Z c x Z


  

s.t 

s=1,…,m   
1

( ) ,
n

s sj j s

i

g x a x b


   

x ≥ 0 , j=1,2,…,n 
محدوديت های  ،در مجموعه نشان داده می شود. " ~ "محیط فازی  با علامت  مقادير قطعی هستند. bsو  cjk , cjl , asjدر اينجا 

 تفسیر می شود. "اصل کوچتر يا مساوی از  "به عنوان  عبارتیبه  .است "≤"نشان دهنده نوع  فازی از علامت   "≤~ "علامت 

Z0را می دهد. "از  گتر يا مساویراصل بز "معنی  "≥""~همچنین علامت 
l
z0و   

k  به عنوان سطح مطلوبیت که تصمیم گیرنده در

ی  برنامه ريزی خطی چند هدفه  رويکرد برنامه ريزی خطی فازی خود را به مساله زيمرمننظر دارد به آن برسد بیان می شود. 

بیان می   1و  1ت افزايش خطی از توسط مجموعه های فازی با توابع عضوي  i=1,2,…,qکه  Ziفازی گسترش داد. توابع هدف 

شوند. در اين روش هر تابع هدف به طور جداگانه بیشترين و کمترين مقدار استفاده شده تابع عضويت توسط اهداف می باشد. 

zk  وzl می باشند  که به صورت زير نشان داده می  نشان دهنده تابع عضويت خطی برای کمترين اهداف و بیشترين اهداف

 شوند :

 

1 for 

( ) ( ( )) / ( )         for ( )    ( 1,2,..., )     (4.47)

for 0

k

k k

zk z k k k k k k k

k k

Z Z

x f Z Z x Z Z Z Z x Z k p

Z Z





    



 


      
 

 

1 for 

( ) ( ( ) ) / ( )         for ( )    ( 1, 2,..., )     (4.48)

0 for 

l l

zl zl l l l l l l l

l l

Z Z

x f Z x Z Z Z Z Z x Z l p p q

Z Z





    



 


        
 
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 Fuzzy Weighted Max-min Approach 
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در اينجا  
kZ   و

lZ   وه بر به دست آمده اند. علا ،مدل هستند  که از طريق حل هر تابع هدف به طور جداگانه اينبهترين  جواب

اين 
kZ   و

lZ   بدترين مقدار هر تابع هدف می باشند. طبق روش زيمرمن ، با استفاده از ،Max-Min   به عنوان تبديل کننده

 معادل مدل قطعی می تواند عمل کند که به شرح زير است: ،مدل فازی بالا

Max          
Subject to:  

,    1,...,
izf i q  

        

( )r rg x b
         

[0,1]         

0,  1,...,jx j n 
        

با توجه به  بنابراين .در اين راه حل، اهداف به میزان برابر اهمیت دارند وابع هدف را در نظر نمی گیرد.تاهمیت  max-minروش 

زير فرموله می شود  لامه ريزی چند هدفه فازی که به شکبرای برن  Max-Min( يک مدل وزنی 2110وزن هر تابع هدف، لین )

 پیشنهاد کرد :

Max           
S.t:  

W ,   1,...,
ii zf i q          

( )r rg x b          

[0,1]          

1

W 1,  W 0
q

i i

j

          

0,  1,...,ix i n          

معادل  ،حل اين مدل تعیین می شود. FAHPوزن هر تابع هدف بر اساس نظرات کارشناسان در درون شرکت با استفاده از روش 

 ست:حل مدل چند هدفه با توابع عضويت جديد به شرح زير ا

1/ for 

( ) / (( ( )) / ( )) /         for ( )    ( 1,2,..., )     

for 0

k

j k k

zk z j k k k k j k k k

k k

w Z Z

x f w Z Z x Z Z w Z Z x Z k p

Z Z





    



 


      
 

 

1/ for 

( ) / (( ( ) ) / ( )) /         for ( )    ( 1, 2,..., )   

0 for 

j l l

zl zl j l l l l j l l l

l l

w Z Z

x f w Z x Z Z Z w Z Z x Z l p p q

Z Z





    



 


        
 
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00روش محدودیت اپسیلون-5-5-7
 

در اين روش تمامی توابع هدف به جز  روش محدوديت اپسیلون است. ،يکی از روش های شناخته شده برای حل مسائل چند هدفه

تک هدفه شود. مرز پارتو می ی د هدفه تبديل به مسئله چن ی در هر مرحله تبديل به محدوديت می شوند تا مسئله ،يکی از آنها

 ايجاد شود : εتواند با روش قید 

 

Min F1 (x) 

X ∊ X 

F2 (x) ⩽ ε2 

… 

Fn (x) ⩽ εn 

 

 

 مراحل روش محدودیت اپسیلون :

 يکی از توابع هدف به عنوان تابع هدف اصلی انتخاب می شود. (1

 ل می کنیم و مقدار بهینه هر تابع هدف را بدست می آوريم.له را حاهر بار با توجه به يکی از توابع هدف، مس (2

تقسیم بندی می کنیم و يک جدول مقادير برای   ،بازه بین دو مقدار بهینه توابع هدف فرعی را به تعداد از قبل مشخص (3

ε2,… ,εn .به دست می آوريم 

یم  و در نهايت جواب های پارتو را بدست حل می کن  ε2,… ,εnله را با تابع هدف اصلی با هريک از مقادير  اهر بار مس (0

 می آوريم.

 

 

06روش محدودیت اپسیلون تقویت شده-5-5-8
 

يکی از روشهای حل مسائل چند هدفه است که جواب های بهینه کارآمد پارتو را ارائه  ،روش محدوديت اپسیلون تقويت شده

عنوان تابع هدف اصلی در نظر گرفته می شود تا يکی از توابع هدف به  ،در روش محدوديت اپسیلون تقويت شده می کند.

در حالی که تابع هدف ديگر به عنوان محدوديت در مدل قرار می گیرد. مدل محدوديت اپسیلون تقويت  ؛بهینه سازی شود

 شده را میتوان مطابق رابطه زير نمايش داد :
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 epsilon constraint 
46

 Augmented ε-constraint 
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St : 

 

 

 

 

 
 

. تا 111يک عدد کوچک بین  ϑام ،  iدامنه تابع هدف  riکه در آن ، ندحل های بهینه پارتو بدست می آيطبق رابطه بالا راه 

)راه حل ايده     و )راه حل ايده آل منفی (  يک متغیر اضافی غیر منفی هستند. ابتدا مقدار  Siو  .111111

 طبق رابطه زير محاسبه می شود: امi، سپس مقدار دامنه تابع هدف می آيدآل مثبت( برای هر تابع هدف بدست 

 
نقطه بدست آورده می شوند که طبق رابطه مقدار اپسیلون ها  1+ تقسیم می شود.سپس  به بازه های برابر بعد از آن 

 :اساس اين نقاط بدست آورده می شودبر 

 

 

 بدست آمدهحل می کنیم  و جواب های پارتو   ε2,… ,εnبا هريک از مقادير  در نهايت هر بار مسئله را با تابع هدف اصلی 

 را گزارش می دهیم.
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 تصمیم گیری چند معیاره فازی ششم:فصل                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

088 
 

 

های عددی و زبانی، اعدادفازی و ازبندی، متغییررفازی)توابع، عملگرها، نرمها، اف فاهیم مجموعهم -6-1

 عملیات بر روی آنها(

مجموعه های فازی توسط ماکس بلک و لطفی زاده ارائـه گرديـد. ابتـدا در    «. استدلال با مجموعه فازی»منطق فازی عبارت است از 

منتشر کـرد. البتـه جهـان     را در مجله علم« ابهام»مقاله ای راجع به آنالیز منطق به نام  -فیلسوف کوانتوم -ماکس بلک 1230سال 

مقاله بلک را ناديده گرفت، اگر اين چنین نمی شد ما هم اکنون بايد منطق گنگ را به جای منطق فازی مورد بررسی  ،علم و فلسفه

مقاله ای تحت عنوان مجموعـه هـای فـازی منتشـر سـاخت. در ايـن مقالـه او از        00لطفی زاده  1260قرار می داديم. سپس در سال 

مقداری لوکاسیه ويچ برای مجموعه ها استفاده کرد. او نام فازی را برای اين مجموعه ها در نظر گرفت تا مفهوم فازی را منطق چند 

 از منطق دودويی دور سازد. او لغت فازی را انتخاب کرد تا همچون خاری در چشم علم مدرن فرو رود.

گـرد   ،شکیل می دهد، صورت گرفـت. در ايـن نظريـه، مجموعـه    مروری بر نظريه مجموعه های قطعی که اساس رياضیات مدرن را ت

 ،آرايه ای معین از اشیاء است و در تعريف مجموعه بر لفظ معین تأکید می شود. به عبارت ديگر هر مجموعه با يـک ويژگـی خـوش   

اعـداد  »لاً ويژگی تعريف مشخص می شود. اگر يک شیء دارای آن ويژگی باشد، عضو مجموعه و اگر نباشد، عضو مجموعه نیست. مث

يک ويژگی خوش تعريف است و تشکیل يک مجموعه می دهد، چرا که به يقین می تـوان گفـت کـه يـک     « 111حقیقی بزرگتر از 

يک ويژگی روشـن، دقیـق و خـوش تعريـف     « 111اعداد حقیقی نزديک به »هست يا نیست. اما ويژگی  111عدد حقیقی بزرگتر از 

لطفـی  ( در اين ويژگی می گنجد يا نمی گنجد. 111گفت که آيا يک عدد حقیقی مشخص )مثلاً نیست، چرا که به يقین نمی توان 

بـه   ]1و  1  [زاده پیشنهاد می کند که برای رفع اين مشکل، مناسب است که به هر عدد از مجموعه اعداد حقیقی، عددی از بـازده  

نزديک تر بود، عدد متنـاظر بـرای عضـويت آن در گـرد      111نسبت دهیم. هر چه اين عدد به  111عنوان درجه نزديکی آن عدد به 

بـود، درجـه عضـويت آن     111به يک نزديک تر باشد و بر عکس هر چه عدد مورد نظر دورتر از « 111اعداد حقیقی نزديک به »آيه 

در گـرد آيـه    111 به صفر نزديک تر باشد. به اين ترتیب به جـای اينکـه بگـويیم عـدد    « 111اعداد حقیقی نزديک به »در گرد آيه 

اسـت. بـه عبـارت     6/1، مـثلاً  111بـه   111می گنجد يا نمی گنجد، می گويیم درجه نزديکی عدد « 111اعداد حقیقی نزديک به »

بـا   111هست يا نیست، می گـويیم کـه عـدد    « 111اعداد حقیقی نزديک به »عضو گرد آيه  111ديگر به جای آن که بگويیم عدد 

 است.« 111عداد حقیقی نزديک به ا»عضو گرد آيه  6/1درجه 

به اين ترتیب بسیاری از مفاهیم ناخوش تعريف و بیگانه با مجموعه های قطعی وارد دنیای رياضیات می شود و به تفکـرات، زبـان و   

 منطق بشری در قالب يک ساختار رياضی نظم و ترتیب می دهد. اين ساختار رياضی، نظريه مجموعه های فازی نامیده می شود کـه 

 در ادامه مفاهیم پايه ای آن مورد بحث و بررسی قرار می گیرد.

 تابع عضویت -6-1-1

 ( می باشد.1و  1به مجموعه ) X، تابعی از  Xاز  Aتابع نشانگر مجموعه قطعی 

 10,: XA 
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 Zadeh, L.A. (1965) 
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از مجموعه دو عضوی  ،راحال اگر برد تابع نشانگر 10,  به بازده 10,  گسترش دهیم، تابعی خواهیم داشت که به هر عضوx  ازX ،

عددی از بازده  10,  را نسبت می دهد. اين تابع، تابع عضويتA :نامیده شده و به صورت زير تعريف می گردد 

 10,:~ X
A

 

Aمجموعه 
~

در بازده  ، عددیXاز  xکه به هر   10,    را نسبت می دهد، يک زير مجموعـه فـازی ازX      نامیـده مـی شـود. در تـابع

)(~ x
A

تعلق بیشتر  ی نشان دهنده ،، نزديکی بیشتر به يکx  به مجموعهA
~

تعلـق  ی نشـان دهنـده    ،و نزديکی بیشتر بـه صـفر   

A به مجموعه xکمتر 
~

~)(است. به لحاظ شهودی می توان   x
A

  را درجه پذيرش ما در قبولx    به عنوان عضـوی از مجموعـهA
~

 

~)(1در نظر گرفت. همچنین در حالت حدی چنانچه  x
A

  ،باشدx  کاملاً درA
~

~)(0دارد و چنانچه قرار   x
A

  ،باشدx  ًاصلا

Aعضو 
~

نمی باشد. بنابراين مجموعه های فازی و توابع عضويت آنها، تعمیم يافته مجموعه هـای قطعـی و توابـع نشـانگر آنهـا مـی        

 باشند.

 نشان داده شده است. Rی در مثال: در نمودار زير يک مجموعه قطعی و در نمودار بعدی يک مجموعه فاز

 
 نمودار نمايش يک مجموعه قطعی

 
 نمودار نمايش يک مجموعه فازی

Bدر مجموعه فازی  Rxدرجه عضويت هر عدد حقیقی 
~

 ( برابر صفر است.a,b( بزرگتر از صفر و خارج از باز )a,bدر بازه ) 

مثال: مجموعه مرجع  4321 ,,,X  و زير مجموعه 321 ,,A  از آن را در نظر بگیريد. تابع نشانگر مجموعهA :عبارتند از 
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








40

3211

x

x
xA

,,
)( 

12در اين مجموعه روشن است که  )(A  04و )(A  متعلق به مجموعه  2است. يعنیA  موعـه تعلـق   به ايـن مج  0است و

Bندارد. حال مجموعه فازی 
~

است را در نظر بگیريد. اين مجموعه را می توان با تابع عضويت زيـر تعريـف   « اعداد بزرگ»که بیانگر  

 کرد:























41

370

230

10

x

x

x

x

x
B /

/
)(~ 

Bدر مجموعه 
~

 ،14 )(~
B

  01و )(~
B

  اصـلاً   1کامل است و عـدد  « اعداد بزرگ»به مجموعه  0نشان می دهد که تعلق عدد

302عضو اين مجموعه نیست. همچنین  /)(~ 
B

  703و /)(~ 
B

  را بـه  « بزرگ بـودن »ويژگی  3و  2بیان می دارند که تعداد

 دارا می باشند. 0/1و  3/1ترتیب به اندازه 

 

 تی مجموعه های فازیمفاهیم مقدما

Aو زير مجموعه فازی  xمجموعه مرجع 
~

~)(0کـه   xاز آن را در نظر بگیريد. مجموعـه عناصـری از     x
A

     باشـد، تکیـه گـاهA 

 نشان داده می شود.  SuppAنامیده شده و با 

 0 )(~ xXxSuppA
A


 

)مجموعه شامل تمـام زيـر مجموعـه      xه، يک مجموعه قطعی و تابعی از مجموعه توانی فازی رابطه فوق نشان می دهد که تکیه گا

 می باشد. x( به مجموعه توانی xهای فازی 

)()(~: xxSupp    
بر اين اساس، مجموعه فازی تهی مجموعه ای است که هیچ تکیه گاهی ندارد و درجه عضويت تمام عناصر آن برابر صـفر اسـت. در   

Aوعه مجم
~

 ،))(( ~ xSup
A

  ارتفاع مجموعهA
~

Aنشان داده می شود. اگـر ارتفـاع مجموعـه      Mنامیده می شود و با  
~

 1برابـر   

Aباشد، آن را نرمال و در غیر اينصورت 
~

Aوشن است که هر مجموعه فازی زير نرمال را غیر نرمال گويند. ر 
~

را می توان با تقسـیم   

)(~ x
A

 .ها بر ارتفاع آن نرمال کرد 

))((

)(
)(

~

~

~

xSup

x
x

A

A

Anorm 


 

 

داشته باشیم  Aدر  xهمچنین اگر برای عنصری مثل 
2

1
)(~ x

A
 ،x  )را يک نقطه گذر )معبرA

~
 می گويند. 

 

 عملگرهای مجموعه ای فازی -6-1-2
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به صورت زير  Xxمجموعه های فازی، ابتدايی ترين تعريف از عملگرهای اصلی اشتراک، اجتماع و متمم برای هر  ی در نظريه

 می باشد:

 )()()( ~~~~ xxx
BABA

 


 : اشتراک

)()()( ~~~~ xxx
BABA

 


 : اجتماع

)(1)( ~~ xx
AA

 متمم : 

بیانگر ماکزيمم است. اين عملگرها مشابه عملگرهای مجموعه ای ارائه شده بـرای مجموعـه   « »بیانگر مینیمم و « »که در آن 

شخصه های جبری مجموعه های قطعی را های قطعی در بخش قبل است. عملگرهای مجموعه های فازی ارائه شده در فوق، کلیه م

 بجز دو قانون طرد و شمولیت در بر می گیرد. يعنی قوانین طرد و شمولیت در مجموعه های ارزی برقرار نیست و داريم:

AA
~~

 

xAA 
~

 

Aو اين از آنجا ناشی می شود که هیچکدام از مجوعه های فازی 
~

Aو  
~

دارای کرانهای دقیقی نیستند و اصطلاحاً همپوش هسـتند.   

 البته بايد توجه داشت که اين همپوشی کامل نیست و داريم:

  XAXxxx
AA


~

,)(),(min ~~

2
1


 

  XAXxxx
AA


~

,)(),(max ~~

2
1


 

نیز برای مجموعه های فازی تعريف شـده انـد   علاوه بر عملگرهای اشتراک، اجتماع و متمم تعريف شده در فوق، عملگرهای ديگری 

 که در ذيل به تعدادی از آنها اشاره می شود.

 نرم های مثلثی -6-1-3

به دو رده اندازه های بزرگتر تعلق دارند که نرم هـای مثلثـی و همنـرم هـای مثلثـی       ،تعريف شده در فوق minو  maxعملگرهای 

نرم هـا( گوينـد. ايـن دو     -Sهمنرم ها )يا  -Tنرم ها و  -Tلثی را به طور خلاصه نامیده می شود. نرم های مثلثی و همنرم های مث

 آمده است.« نرم مثلثی»رده از اندازه ها اولین بار توسط منجر ارائه شد. در زير تعريف 

: بازه  1-2تعريف  10,I  را در نظر بگیريد. اگر تابع دو متغیرهIIIyxT :),( ر شرايط زير صدق کند:د 

1111  ),(,),() TT   

(),(),(خاصیت جابجايی    xyTyxT 2  

(),(),(),(خاصیت يکنوايی    //// yxTyxTyyxx 3  

()),,((),),((خاصیت شرکت پذيری    zyTxTzyxTT 4  

T  يا به اختصار « نرم مثلثی»را يک«T- گويند اگر:« نرم 

xxT ),() 15 

 گويند اگر:« همنرم -T»يا به اختصار « همنرم مثلثی»و آن را يک 
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xxT ),() 06 

نرم می توان فقط و فقـط   -Tهمنرم ها دوگان يکديگرند. بر اين اساس برای هر  -Tنرم ها و  -Tاز تعريف فوق معین می گردد که 

 نرم( تعريف کرد، به قسمی که: sهمنرم ) -Tيک 

),(),( yxSyxT  111 

 -Tنـرم و   -Tهمنرم ها هستند. يعنی بـرای هـر    -Tنرم ها و  -Tحالتهای حدی  maxو  minديگر آن است که اندازه های نکته 

 نرم(، داريم: -sهمنرم )

),min(),( yxyxT  

),max(),( yxyxS  

ند که در زيـر بـه تعـدادی از    همنرم صدق می کن -Tنرم و  -Tهمچنین دقت شود که عملگرهای زيادی وجود دارند که در شرايط 

 آنها اشاره می شود.

yxyxyxSyxyxT      الف(  .),(,.),(   

 بر اساس نرم های فوق، اشتراک و اجتماع دو مجموعه فازی به صورت زير تعريف می گردد:

)().()()( ~~
)

~~
( )

~
.

~
(

xxxx
BABA BA

 


 

)().()()()()( ~~~~
)

~~
( )

~~
(

xxxxxx
BABABA BA

 


 

BAکه در آن 
~

.
~

BAرا حاصلضرب جبری و  
~~

  را جمع جبری )احتمالی( دو مجموعهA
~

Bو  
~

 می گويند. 

),()min(),(),,max,(          ب(  yxyxSyxyxT  110 

 بر اساس نرم های فوق، اشتراک و اجتماع دو مجموعه فازی به صورت زير تعريف می گردد:

 1


)()(,max)()( ~~
)

~~
( )

~~
(

xxxx
BABA BA

 


 

 )()(,min)()( ~~
)

~~
( )

~~
(

xxxx
BABA BA

 


1


 

Aرا جمع کراندار دو مجموعه فازی  BAرا تفاضل کراندار و BAکه در آن 
~

Bو  
~

 می نامند. 

Aبر اساس تعاريف فوق، می توان ثابت کرد که برای هر دو مجموعه فازی 
~

Bو  
~

 داريم: 

BABABABABABA
~~~~~~~~~

.
~~~

  

 

 افراز فازی -6-1-4

nAAAو زير مجموعه های فازی  xمجموعه مرجع 
~

,...,
~

,
~

 از آن را در نظر بگیريد. اگر داشته باشیم: 21

XAA ii 
~

,
~

) 1    ni ....,1 

12
1




)() ~ x
n

i
Ai

 

nAAAاينصورت  در
~

,...,
~

,
~

 گويند. xرا يک افراز فازی  21

 



 

 

093 
 

 
تعريف افراز فازی از آن جهت مورد توجه قرار می گیرد که در بسیاری از مسايل واقعی هر چند که مرزهای دقیقی بـین پديـده هـا    

 زن به کم وزن، متوسط و سنگین وزن. وجود ندارد، اما آنها روی هم رفته مکمل يکديگرند. مانند تقسیم بندی انسانها بر حسب و

يعنی درست است که مرز دقیقی بین کم وزن، متوسط و سنگین وزن بودن وجود ندارد. ولی هر انسانی بـالاخره از زمـره انسـانهای    

 کم وزن، متوسط و سنگین وزن خارج نیست.  

 

وسط و سنگین وزن را به صورت زيـر در نظـر   و زير مجموعه های فازی کم وزن، مت Xمثال: مجموعه مرجع }رضا و علی و حسن{=

 بگیريد.

A} ـــــ و ــــ و ــــ { 
~

 کم وزن

 

B} ـــــ و ــــ و ــــ { 
~

 وزن متوسط

 

C} ـــــ و ــــ و ــــ { 
~

 سنگین وزن
 

Aروشن است که 
~

Bو  
~

Cو  
~

Aتشکیل يک افراز برای  
~

 می دهند. نمودار زير اين مطلب را نشان می دهد. 

 
 نمودار افراز فازی مجموعه وزن انسانها

 

 از متغیرهای عددی تا متغیرهای زبانی -6-1-5

که اغلب برای توصیف متغیرها استفاده می شوند. به عنوان مثـال هنگـامی کـه مـی گـويیم       در زندگی روزمره، کلماتی وجود دارند

اسـتفاده کـرديم.   « دمای هوای امـروز »برای توصیف « بالا»، ما از واژه ی «دمای هوا، امروز بالاست»يا معادل آن « امروز گرم است»

دمـای هـوای   »وان مقدار خود پذيرفته است. واضح است که متغیر را به عن« بالا»، واژه ی «دمای هوای امروز»بدين معنی که متغیر 

8/1 

 حسن

2/1 

 علی

1 

 رضا

2/1 

 حسن

0/1 

 علی

2/1 

 رضا

1 

 حسن

1/1 

 علی

8/1 

 رضا
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درجه سانتیگراد و ... را اختیار کند. هنگامی که يـک متغیـر، اعـداد را بـه      12درجه سانتیگراد و  20می تواند مقاديری نظیر « امروز

می کـه متغیـر، واژه هـا را بـه عنـوان      عنوان مقدار بپذيرد، ما يک چارچوب رياضی مشخصی برای فرموله کردن آن داريم. ولی هنگا

مقدار می گیرد، در آن صورت چارچوب مشخص برای فرموله کردن آن در تئوری ر ياضیات کلاسیک نداريم، برای ايـن کـه چنـین    

ان چارچوبی به دست آوريم، مفهوم متغیرهای زبانی تعريف شده است. در صحبت های عامیانه، اگر يک متغیر بتواند، واژه هايی از زب

طبیعی را به عنوان مقدار بپذيرد، يک متغیر زبانی نامیده می شود. حال سئوال اين است که فرموله کـردن واژه هـا در گـزاره هـای     

رياضی چگونه انجام می شود؟ در اينجاست که ما از مجموعه های فازی برای مشخص کردن واژه هـا اسـتفاده مـی کنـیم. بنـابراين      

 تعريف زير را داريم.

اگر يک متغیر بتواند واژه هايی از زبان طبیعی را به عنوان مقدار خود بپذيرد، آنگاه يک متغیر زبانی نامیده می شـود، کـه    :1تعریف

 واژه ها بوسیله مجموعه های فازی در محدوده ای که متغیرها تعريف شده اند، مشخص می شوند.

تئوری فازی، تعريف رسـمی تـری از متغیرهـای     های. در نوشته تعريف ساده و غیر رسمی برای متغیرهای زبانی می باشد ،1تعریف

 زبانی بکار می رود. اين تعريف در زير آورده شده است.

 ( مشخص می گردد که: X,T,U,Mيک متغیر زبانی به وسیله ی چهار پارامتر ) :2تعریف

- X .نام متغیر زبانی است 

- T  مجموعه مقادير زبانی است کهX .اختیار می کند 

- U  دامنه فیزيکی واقعی است که در آن متغیر زبانیX .مقادير کمی )عددی( خود را اختیار می کند ، 

- M  يک قاعده لغوی است که هر مقدار زبانی درT  را به يک مجموعه فازی درU .مرتبط می سازد 

ن تعريف ها مـی بینـیم کـه متغیرهـای     مشاهده می شود که اين دو در اصل با هم معادل هستند. از اي 2و  1با مقايسه تعريف های 

زبانی در واقع توسعه متغیرهای عددی می باشند و می توانند مجموعه های فازی را به عنوان مقـادير خـود بپذيرنـد. شـکل زيـر را      

 ببینید.

 
 شکل از متغیر عددی تا متغیر زبانی

ر اساسی در نمايش دانش بشـری محسـوب مـی شـوند.     چرا مفهوم متغیر زبانی اهمیت دارد؟ بدين دلیل که متغیرهای زبانی، عناص

هنگامی که ما از سنسورها برای اندازه گیری يک متغیر استفاده می کنیم، آن ها به ما مقادير عددی می دهند. هنگـامی کـه مـا از    
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ال هنگامی کـه از يـک   انسان های خبره می خواهیم که يک متغیر را ارزيابی کنند، به ما کلمات و واژه هايی می دهند. به عنوان مث

و ... می دهد. هنگامی که از يـک   39mph   ،42mphرادار برای اندازه گیری سرعت ماشین استفاده می کنیم، به ما اعدادی نظیر 

آن را بیـان مـی کنـد. بنـابراين بـا      « بـالا »، «پايین»انسان می خواهیم راجع به سرعت ماشین اظهار نظر کند، اغلب با کلماتی نظیر 

 ،نامعلوم در زبان هـای طبیعـی را در گـزاره هـای رياضـی دقیـق       و قادر خواهیم بود، توصیف های مبهممتغیرهای زبانی، ما معرفی 

فرموله کنیم. اين اولین قدم برای ورود و مشارکت دانش بشـری در سیسـتم هـای مهندسـی بـه شـکل سیسـتماتیک و مـوثر مـی          

 (.1308باشد)غفرزاده

 

 اعداد فازی -6-1-6

 ـ  مفهوم مجموعه فازی می های فازی هستند. بنابراين با درک زی نوعی خاص از مجموعهاعداد فا سـادگی فـرا   ه توان اعداد فـازی را ب

است. عدد فـازی   یهر عدد مقداری تقريب ،اما در منطق فازی ؛هر عدد يک مقدار قطعی و مشخص است، گرفت. در منطق کلاسیک

 :گانه زير است يک مجموعه فازی با شرايط سه

  .نرمال باشد  -

 . محدب باشد  -

  مجموعه پشتیبان آن محدود باشد.  -

های متفاوت ارائه شده و بکار گرفته شده است. اما يک اصـل مهـم در بکـارگیری     ها و ويژگی انواع بسیار متنوعی از اعداد فازی با نام

 دارد. های زيادی یکارايی محاسباتی آن است. کار کردن با اعداد فازی مختلف دشوار فازی  تئوری

 

  TFN عدد فازی مثلثی

 F=(l,m,u) با سه عدد حقیقـی بـه صـورت    يک عدد فازی است که (Triangular fuzzy number, TFN) عدد فازی مثلثی

 کـران پـايین   تواند اختیار کند. می F شود بیشینه مقاديری است که عدد فازی نشان داده می u شود. کران بالا که با نمايش داده می

محتمل ترين مقدار يک عدد فـازی   m تواند اختیار کند. مقدار می F شود کمینه مقاديری است که عدد فازی نشان داده می l که با

 :عضويت يک عدد فازی مثلثی به صورت زير است است. تابع
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 .شود در فضای هندسی به صورت زير نمايش داده می F=(l,m,u) عدد فازی مثلثی

 (x)µ  
 

 در غیر اينصورت
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   x                        u          m      i   

گاه هر چه بزرگتر باشد درجه عضويت آن نیـز   آن باشد m و l بین x تابع عضويت اعداد مثلثی مشخص است اگراينکه،  با توجه به 

درجـه   باشد هرچـه بزرگتـر باشـد،    u و m بین x شود. اگر درجه عضويت برابر يک می x= m که برای تا جائی ،بزرگتر خواهد شد

 .درجه عضويت صفر خواهد شد x= u عضويت کوچکتر خواهد شد و در

 

 عملیات جبری روی اعداد فازی مثلثی -6-1-6-1

روی آن بسیار زيـاد اسـت. عملیـات رياضـی روی اعـداد      ی به علت سادگی انجام عملیات رياض کارايی محاسباتی اعداد فازی مثلثی

  به سادگی قابل انجام است: F2 و F1 مانند فازی
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 ه می شود:همچنین فاصله دو عدد فازی مثلثی نیز از رابطه زير محاسب
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  ای اعداد فازی ذوزنقه -6-1-6-2

شود. تابع عضويت عـدد   نمايش داده می F=(l,m1,m2,u) يک عدد فازی است که به صورت Trapezoidal ای عدد فازی ذوزنقه

 :شود زير تعريف می ای به صورت فازی ذوزنقه
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به عنوان مقادير محتمل با درجه عضويت يک قرار دارنـد.   m2 و m1 بین دو مقدارای  مفروض است و بازه F= [l, u] بازه پشتیبان

سال بدون ترديد جوان  25 تا 18سنی  گروهشوند. در اين میان افراد  سال تقريباً جوان محسوب می 30تا  15 برای نمونه افراد بین

 هستند.

هـايی از يـک عـدد ذوزنقـه ای نشـان       چپ را بصـورت بخـش   است وای ر توانیم اعداد ذوزنقه مشابه اعداد مثلثی راست و چپ، ما می

و عـدد   اسـت  [m1,u] شـود، دارای بـازه پشـتیبان    نشان داده می  Fr=(m1,m1,m2,u) که بصورت ای راست دهیم. عدد ذوزنقه

 است.  [ l,m2] بازه پشتیبان شود، دارای نشان داده می Fl=(l,m1,m2,m2) ذوزنقه ای چپ که بصورت

 

 (Fuzzy AHPفرآیند تحلیل سلسله مراتبی فازی ) -6-1-6-3

ابداع گرديد. فرآينـد تحلیـل سلسـله     1201دردهه 08الا صل  اولین بار توسط توماس ال ساعتی عراقی ،فرآيندتحلیل سلسله مراتبی

درشـرايطی   و يکی ازمعروفترين فنون تصمیم گیری چندمنظوره می باشد، که برای تصمیم گیـری  قوی بوده و مراتبی روشی معتبر

کمـی   دمعیارهای مطرح شده می توان ـ مشکل مواجه می سازد. به کارمی رود که معیارهای متضاد، تصمیم گیری بین گزينه ها را با

فـراهم آوردن درخـت    برمبنای مقايسات زوجی نهفته است وتصمیم گیرنـده کـاررا بـا    ،وکیفی باشد. اساس اين روش تصمیم گیری

عوامل مورد مقايسه وگزينه های رقیب مورد ارزيابی درتصـمیم را   ،کند. درخت سلسله مراتب تصمیم سلسله مراتب تصمیم، آغازمی

 سری مقايسات زوجی انجام می گیرد.   نشان می دهد. سپس يک

اين مقايسات وزن هريک از فاکتورها را درراستای گزينه های رقیب مشخص می سازد. ودرنهايت فرآيند تحلیل سلسـله مراتبـی بـه    

بـه کمـک ايـن روش     ه ای ماتريس های حاصل ازمقايسات زوجی را با يکديگر تلفیق می سازد که تصـمیم بهینـه حاصـل آيـد.    گون

و با مشارکت و مذاکره بـا افـراد مـی تـوان بـرای       می شود چارچوبی برای مشارکت گروهی افراد درتصمیم گیری وحل مسائل ايجاد

تعريف نمود. اين مشارکت گروهی سبب افزايش اعتبار نتايج می شـود. اگرچـه   تصمیم گیری يک ساختار سلسله مراتبی مشخص را 

ولی درمورد ايده های هرشخص )شـهودی يـا علمـی( مـی تـوان       ،به کارگیری و اجرای آن به دلیل تنوع ايده ها کارساده ای نیست

منـابع و... بـه کارگرفـت. امـروزه     کمک گرفت. اين مدل را می توان برای حل مسائل واقعی از قبیل حل تعارض، تخصیص  AHPاز

AHP.در مسائلی ازقبیل برنامه ريزی، تحلیل هزينه فايده، وانتخاب سبدسهام، کاربردفراوانی دارد 
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 مراحل اجرای تکنیک مذکور عبارتنداز :

 .مرحله اول : ساختن درخت سلسله مراتبی

 .يگزين هامرحله دوم : تعیین ضريب اهمیت معیارها وزيرمعیارها و وزن دهی به جا

 .مرحله سوم : ترکیب ضريب اهمیت گزينه ها وترکیب وزن ها

 .مرحله چهارم: آزمون سازگاری

اهداف، معیارها وگزينه ها و ارتباط بین آن ها نشان داده می شـود. درخـت سلسـله     AHPدر يک ساختار سلسله مراتبی درفرايند 

 ه سطح معیار آن قابل تقسیم به زير معیارهای متعدد می باشد.مراتبی دارای سه سطح اصلی هدف، معیارها وگزينه ها است ک

 و تنها يـک پـارامتردارد کـه انتخـاب آن وظیفـه بـالاترين سـطح         هدف: دربالاترين سطح درخت سلسله مراتبی قرار دارد

 تصمیم گیری پروژه می باشد.

 واقع سنگ محک هدف يا وسـیله انـدازه   در ،معیارگفته می شود. معیارها ،آن ی معیارها: به ملاک های متضمن و سازنده

گیری آن می باشند. هراندازه معیارها اجزای هدف را بهتر پوشش دهند و بیشتر بیان کننده هـدف باشـند، احتمـال گـرفتن     

نتیجه دقیق تر افزايش می يابد. معیارها دومین سطح درخت سلسله مراتبی پس ازهدف می باشند. دراين سطح مـی تـوانیم   

در سطح افقی ترسیم وتنظیم نمايیم. معیارها، قابـل تقسـیم بـه زيـر معیارهـا و زيـر        به تعداد موردنیاز، معیار وبرضرورت  بنا

زيرمعیـار درسـطح عمـود     nمعیارها قابل تقسیم به زير معیارهای بعدی می باشند. اين وضعیت می تواند بسته به ضرورت تـا 

 وافقی افزايش پیدا نمايد.

 و بـه چگـونگی اسـتفاده ازروش    ن سطح درخت سلسله مراتبی مـی باشـد  گزينه ها: گزينه ها آخريAHP    .بسـتگی دارد

درمواردی که ازاين تکنیک به منظور انتخاب يا اولويت بندی استفاده می شود، عموما تعیین گزينه ها توسط محقـق صـورت   

ياچه گزينه هـايی بايـد اولويـت بنـدی     می گیرد، زيرا اوست که تعیین می کند ازمیان کدام گزينه بايد انتخاب صورت گیرد 

 شود.

 

 -  ( شش گام اساسی رادرفرايند تحلیل سلسله مراتبی بیان کرده اند:2118)02لی وهمکاران 

 ( شناسايی مشکل وتعیین اهداف ونتايج.1

 ( شکستن مسئله به ساختار سلسله مراتبی واجزای تصمیم )هدف، معیار، زيرمعیارها، گزينه های تصمیم(.2

 ام مقايسات زوجی میان اجزای تصمیم وتشکیل ماتريس مقايس زوجی.( انج3

 ( استفاده ازروش بردار ويژه برای محاسبه اوزان نسبی اجزای تصمیم.0

 ( بررسی نرخ ناسازگاری ماتريس ها برای اطمینان ازاين امر که نظرات تصمیم گیرندگان سازگاراست.0

 رتبه نهايی گزينه های تصمیم.( ترکیب اوزان نسبی به منظور به دست آوردن 6

 مرتبط می شوند. اين سه اصل عبارتنداز :AHPسه اصل اساسی درتفکرتحلیلی وجود دارد که به تصمیم گیری ازطريق 

 .اصل ترسیم درخت سلسله مراتبی -1
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 .اصل تدوين وتعیین اولويت ها -2

 .اصل سازگاری منطقی قضاوت ها -3

 قرارگیرند. درادامه به شرح هريک از اصول فوق می پردازيم: مدنظر AHPددر همان طورکه اشاره شد، اين اصول باي

 اصل ترسیم درخت سلسله مراتب 

انسان توانايی درک موضوعات مختلف، تمیزدادن آن موضوعات و ارتبـاط دادن اجـزای مختلـف يـک موضـوع را دارد. ذهـن انسـان        

یده باتوجه به اجزای آن دارد. اغلب اوقات تعـداد اجـزای سلسـله مراتـب     ساختار سلسله مراتبی را برای موضوعات پیچ توانايی ايجاد

بخش است، يعنی اينکه ذهن انسان يک موضوع را به بخش های کوچکتر تفکیک کرده وگاهی اين بخش ها را به بخـش   2تا  0بین 

يـک سلسـله مراتـب شـکل مـی       های کوچکتر تقسیم می کند، ضمن آنکه ارتباط منطقی آن هارا نیز درنظرمی گیرد. بدين ترتیـب 

 گیرد.

 اصل تدوین وتعیین اولویت ها 

می توانند روابط بین موضوعات مشاهده شده را درک کنند و باتوجه به معیارهای شخصی، مقايسه زوجـی بـین آنهـا انجـام      انسانها

هـم ترکیـب    ند منطقی ديگـری بـا  يا فرآي AHPداده ويک گزينه را برديگر گزينه ها ترجیح دهند، آنگاه اين مقايسه ها را ازطريق 

 ئه دهند.درک بهتری ازکل سیستم ارا کرده تا

 اصل سازگاری منطقی قضاوت ها 

 ی و ثبـات منطقـی وجـود داشـته باشـد. واژه      یذهن انسان می تواند روابط بین اجزا را به نحوی برقرارکند کـه بـین آنهـا سـازگار    

 سازگاری در دو مفهوم به کارگرفته می شود.

 اشیاء مشابه باتوجه به ارتباط آنها دريک گروه قرار بگیرند.ايده ها و 

برای مثال، يک پرتقال ويک توپ تنیس ازنظر معیار، گردی می توانند دريک گروه قرارگیرنـد، ولـی اگـر معیـارمورد نظـر مـا طعـم        

 باشند، دراين صورت اين دو هیچ ارتباطی باهم ندارند.

 (.1382جه به معیارخواص آنها می باشد )آذروفرجی، میزان ارتباط بین ايده های مختلف با تو 

 

 اندازه گیری )معیارسنجش(

برای محاسبه اولويت ها به روش علمی، نیاز به مقیاس های اندازه گیری داريم. امروزه اعداد به روش های مختلف برای اندازه گیری 

متفاوتی تعريف شده است. آنچه مهم است اين ويژگی هـا  کارمی روند و برای هرکدام واحدهای ه انواع مختلف پديده های فیزيکی ب

مـی تـوان    آيـا  فیزيکی هستند و معیارهای اندازه گیری آن ها قابل لمس می باشد، ولی دراين جا يک سوال مطرح می شود و اينکه

 سیاسی نشان دهند؟ اعداد را به گونه ای منطقی بسط و توسعه داد تا احساسات افراد را درمسائل مختلف اجتماعی، اقتصادی و

فرايند اندازه گیری اولويت ها به منظور حل مسائل تصمیم گیری انجام می گیرد و برای اندازه گیـری اولويـت هـا بايـد معیـاری را      

تدوين نمود تا ويژگی های ناملموس را اندازه گیری نمايد. برای اندازه گیری اولويت ها هر جزيی با جزء های ديگر مقايسه می شود 

اجزا می توانند با يکديگر کاملا متفاوت باشند. به منظورتبديل عوامل کیفـی  بـه عوامـل کمـی، بايـد ازروش هـای شـبه کمـی          اين

 استفاده نمود)همان منبع(.

 مقایسات زوجی 
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مقايسات زوجی بدين معنی است که اجزا به صورت زوجی و بر اساس يک معیار خاصی با هم قیاس شـوند. بـرای انجـام مقیاسـات     

درعین حـال مفیـد اسـت کـه چـارچوبی بـرای آزمـون         و زوجی، استفاده از ماتريس بهترين روش است. روش ماتريس، ابزاری ساده

سات ممکن و تحلیل حساسـیت اولويـت هـای کلـی بـا اعمـال تغییـرات        ايمق ی سازگاری، اخذ اطلاعات بیشتر از طريق انجام کلیه

سات زوجی از اعداد استفاده می شود تا اهمیت نسبی هر عنصرنسبت به عناصـر ديگـر   درقضاوت ها، ارائه می دهد. برای تکمیل مقاي

(که نشـان دهنـده متغیرهـای    1226)  01( مقیاسی معرفی شده توسط چانگ1-6دررابطه با آن خصوصیت مشخص شود، درجدول )

 منبع(. زبانی و کمیتهای عددی متناظر با آن برای انجام مقايسات زوجی نشان داده شده است)همان

 

 

 ترکیب ماتریس های مقایسات زوجی

يکی از بهترين روش ها برای ترکیب ماتريس های مقايسه ای اعضای گروه، استفاده از میانگین هندسی می باشد. میانگین هندسـی  

د. ازآنجـايی کـه   هـر مقايسـه زوجـی برس ـ    ی گروه درباره به محقق کمک می کند، ضمن درنظرگرفتن قضاوت هر عضو، به قضاوت

مقايسات زوجی، داده هايی را به صورت نسبت ايجاد می کند، میانگین هندسی از نظررياضی بهتـرين میـانگین بـرای آنهاسـت. بـه      

 منبع(. علاوه معکوس بودن ماتريس مقايسه، استفاده ازمیانگین هندسی را بیشتراز هرچیز ديگر موجه می سازد)همان

 

  تكنیكAHP  تحلیل توسعه ایفازی براساس روش 

 AHPدربرگیرنده موقعیت هايی است که مبهم اند يا به درسـتی تعريـف نشـده انـد. روش هـای       ،AHPنسخه فازی شده تکنیک 

افراد مختلف پیشنهاد شده است، که اين روشها رويکردهای سیستماتیکی برای انتخـاب گزينـه بـا اسـتفاده      ی بوسیله ،فازی زيادی

محقق هلنـدی بـه نـام هـای      دو 1283فازی و تجزيه و تحلیل ساختار سلسله مراتبی هستند. درسال  ازمفهوم تئوری مجموعه های

روشی را برای فرايند تحلیل سلسله مراتبی فازی پیشنهاد کردند که براساس روش حداقل مجذورات لگـاريتمی  01لارهورن و پدريک 
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-Chang D, 1996. 
51

-Laarhore , padrycz 

 معکوس اعداد فازی اعداد فازی متغییر زبانی

 (1و1و1) (1و1و1) اهمیت دقیقا مساوی

 (3/2و1و2) (2/1و1و2/3) اهمیت تقريبا مساوی

 (2/1و3/2و1) (1و2/3و2) کمی مهمتر

 (0/2و2/1و3/2) (2/3و2و2/0) مهمتر

 (3/1و0/2و2/1) (2و2/0و3) اهمیت خیلی مهمتر

 (0/2و3/1و0/2) (2/0و3و2/0) خیلی خیلی مهمتر
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روش ديگـری   1226باعث شد مورد اقبـال قرارنگیـرد. درسـال     بنیان نهاده شده بود. میزان محاسبات و پیچیدگی مراحل روش آنها

 ( ارائه گرديد.1226محقق چینی به نام چانگ) يکتوسط  02(EAعنوان روش تحلیل توسعه ای )» تحت 

تشـريح مـی    EAفازی براسـاس روش   AHPاعداد مورد استفاده دراين روش اعداد مثلثی فازی هستند. در ادامه مفاهیم وتعاريف  

 شود.

2),,(1),,(ددمثلثی دوع
111222 umIumI MوM   رسم شده اند را درنظر بگیريد. 2-6که درشکل 

 

 

 
 نمایش دو عدد مثلثی فازی 2-6شكل

 

 

 

 

 رهای رياضی آن ها به صورت زير تعريف می شود:گعمل

 

),,(
21212121 uummIIMM  

 

),,(
21212121 uummIIMM  

 

 

 (3)  

 

يک عدد فـازی مثلثـی نیسـت. ايـن      ،ی مثلثی، يا معکوس يک عدد فازی مثلثی ديگرفاز بايد توجه داشت که حاصل ضرب دو عدد

 فازی مثلثی و معکوس يک عدد فازی را بیان می کند . فقط تقريبی از حاصل ضرب واقعی دو عدد ،روابط
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-Extent Analysis Method 

(1) 
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محاسبه می  ، که خود يک عدد مثلثی است به صورت زير SKبرای هريک ازسطرهای ماتريس مقايسات زوجی، مقدار  EAدرروش 

 شود:  

 

 

 

 به ترتیب نشان دهنده گزينه ها وشاخص ها هستند. jوiبیانگر شماره سطر و Kکه 

Mها، بايددرجه بزرگی آنها را نسبت به هم به دست آورد. به طورکلی اگر  SK، پس از محاسبه  EAدر روش  1
Mو   2

دو عـدد  

Mد، درجه بزرگی فازی مثلثی باشن 1
Mبر   2

)(که با 
21 MMV     :نشان می دهیم، به صورت زير تعريف می شود 

 

(0) 

 

 
 

 

 فازی مثلثی ديگر نیز ازرابطه زيربدست می آيد: عدد Kفازی مثلثی از  درغیراين صورت میزان بزرگی يک عدد

 

 (6) 

 

 برای محاسبه وزن شاخص ها، درماتريس مقايسات زوجی به صورت زيرعمل می کنیم . EAدر روش 

 

 

  iknوووKوVMin SSXW kii
 ......21)()(

/
 

  

 بود: بنابراين ، بردار وزن شاخص ها به صورت زير خواهد
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 فازی است. AHPهنجار بکه همان بردارضرايب غیر

 منبع(.  بدست می آيد)همان Cnتا C1شده شاخص های  وزان بهنجار )نرمالیزه ((، مقدار ا2-3اينک براساس رابطه )
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 (:2)نگارشبه صورت زير است Changفازی به روش آنالیز توسعه  AHPمراحل کلی الگوريتم 

 .ساختن يک سلسله مراتبی برای مسئله -1گام 

 تعیین ماتريس های مقايسه زوجی و اعمال قضاوت ها.  -2گام 

 را به صورت زير بیان نمود: Changمی توان مراحل آنالیز توسعه 

 به دست آوردن بسط مرکب فازی برای هر هدف. -1مرحله 

mاگر 

ggg iii
MMM ,...,,  iآرمان برای  mآرمان باشد، آن گاه بسط مرکب فازی  mهدف به ازای  امین i، مقادير آنالیز توسعه 21

 هدف، به صورت زير تعريف می گردد:
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آرمان، به صورت زير  mعملگر جمع فازی روی آنالیز توسعه  به وسیله 

 تعريف می گردد:
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 ، با اعمال عملگر جمع فازی، خواهیم داشت:][
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محاسبه درجه ارجحیت )درجه امکانپذيری(  -2مرحله 
iS  بر

kS. 

),,(چنانچه  iiii cbaS   و),,( kkkk cbaS   باشد، آن گاه درجه ارجحیت
iS  بر

kS  که با)( ki SSV  مايش داده ن

 می شود، به صورت زير تعريف می گردد:

)})(),((min{)( yxSUBSSV
ki SS

yx
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متناظر با بزرگ ترين نقطه تقاطع بین  dکه 
ki SS  )(، 2-3است. شکل  , ki SSV  دهد. را نشان می 

 Sk Si 

 

 

 

 

 

 

 a1 1ia  c1 a2 c2 b2 b1
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 ارجحیت دو عدد فازی-2-3شکل 

 

عدد فازی محدب  kکه بزرگ تر از  Sمحاسبه درجه ارجحیت )درجه امکانپذيری( يک عدد فازی محدب  -3ه مرحل

kiSi ,...,2,1;  :باشد، به صورت زير تعريف می گردد 

ki

SSV

SSVSSVSSV

SSSSSSVSSSSV

i

k

kk

,...,2,1

)(min

))(),...,(),(min(

))),...((),((),...,,(

21

2121









 

)2,1,...,(چنانچه فرض کنیم که  iknkfor  )(min)(' kii SSVAd ،  آن گاه بردار وزن به صورت زير به

 دست می آيد:

))('),...,('),('(' 2 nAdAdAdW  

 .Wشده  بهنجارو به دست آوردن وزن  W"بردار  بهنجار نمودن -0مرحله 

))(),...,(),(( 2 nAdAdAdW  

 

 

تامین کننده بوده، و از میانگین نظرات  0مناسب از میان  ی همثال: ماتريس مقايسات زوجی زير را که برای انتخاب تامین کنند

 در نظر بگیريد که درايه های اين ماتريس اعداد فازی هستند: ،چند خبره به دست آمده را

 

 ترسیم درخت سلسله مراتبی :مرحله اول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دهانتخاب تامین کنن

C4 C3 C1 C2 
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 برای هر يک از سطرهای ماتريس مقايسه زوجی Siسبهمرحله دوم: محا
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15261101 15102003 15118228 S1 

15010316 15200013 15102230 S2 

15010220 15330101 15210621 S3 

15302228 15212210 15101260 S4 

 

 

 به همديگر نسبتSiمقايسه درجه بزرگی برای هر يک از مقادير مرحله سوم:

 

  

 

 

1 S4> S1 1 S3> S1 1 S2> S1 150300 S1> S2 

150101 S4> S2 1 S3> S2 150680 S2> S3 152186 S1> S3 

150122 S4> S3 1 S3> S4 1 S2> S4 150008 S1> S4 

 

C4 C3 C2 C1  

 C1 (1و1و1) (150618و150086و150122) (150366و150086و150206) (156130و158000و152108)

 C2 (1501و1502و2510) (1و1و1) (150061و150210و158333) (158013و153888و150800)

 C3 (1538و1502و2522) (1521و1562و2511) (1و1و1) (151016و153100و156323)

 C4 (1583و1518و1563) (1506و1502و1512) (1561و1506و1526) (1و1و1)
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 م: محاسبه وزن غیر نرمال و نرمالچهاره مرحل

 وزن غیر نرمال معیارها

 معیار وزن غیر نرمال

152186 C1 

150680 C2 

1 C3 

150122 C4 

 

 وزن نرمال معیارها

 معیار وزن نرمال

151801 C1 

153122 C2 

150130 C3 

152126 C4 

 

 

 

 

 تاپسیس فازی

تفکرات انسان همراه با عدم قطعیت است و اين عدم قطعیت در تصمیم گیری تاثیر گذار است. برای همین از روش های تصمیم 

فازی است.تاپسیس فازی اولین بار توسط چن و هونگ در  03يکی از اين روش ها، روش تاپسیس .گیری فازی استفاده می شود

آل مثبت، معیارهايی مانند سود را  حل ايده آل مثبت و منفی است. راه های ايده حل ابداع شد. منطق تاپسیس، تعريف راه 1222سال 

آل منفی، معیارهای هزينه را حداکثر و معیارهای سود را حداقل  ايده حل نمايد. راه حداکثر و معیارهايی مانند هزينه را حداقل می

آل  حل ايده راه آل منفی است. حل ايده آل مثبت و دورترين گزينه از راه حل ايده بهینه، نزديکترين گزينه به راه ی کند. گزينه می

های قابل  آل منفی، شامل بدترين ارزش ايدهحل  مثبت، ترکیبی از بهترين ارزشهای قابل دسترس معیارهاست، در حالی که راه

 دسترس معیارهاست.

 مراحل  تاپسیس فازی

بر آن است که گزينه انتخابی بايد کمترين فاصله را با ايده ال مثبت و بیشترين فاصله را با ايده ال منفی داشته  TOPSISاساس 

 [11باشد ]
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 TOPSIS 
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 ی تامین کنندگان پیشنهاد داده ايم:در اينجا ما اين روش را بر طبق مراحل ذيل برای رتبه بند

wاوزان بدست آوردن بردار -1مرحله  
~

j  با استفاده ازahp   فازیwj,j=1,2,…..,n  

 کردن ماتريس به دست آمده از نظر سنجی توسط خبره در رابطه با تامین کنندگان بهنجار -2مرحله

 که ماتريس جديدی به شرح زير میباشد:
ij m n

R r


    

}..., ,1{ nBمربوط به شاخص هايی که در رابطه با سود است. 

}..., ,1{ nC  مربوط به شاخص هايی که در رابطه با هزينه است. 

    
  

 ماتريس وزن دهی شده به شکل زير می شود: ،بنابراين -3مرحله

, 1,2,..., , 1,2,...,ij m n
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} ..., ,1 | ~{ njvFNIS j   

 صله اقلیدسی فازی:فواصل اندازه ها با استفاده از فا ی محاسبه -0مرحله 

 
 :صورت زير تعريف میشوده جدايی هر تامین کننده از ايده ال مثبت و منفی با اين رابطه محاسبه و ب
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 مثال:

ی تامین کنندگان خود از روش تاپسیس فازی استفاده می کند. بدين منظور از جدول زير برای ارزيابی گزينه ها شرکتی برای ارزياب

 استفاده می کند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 تفاده از جدول بالا ماتريس تصمیم زير بدست آمد.با اس

 

 

 

 

  

 

 

اقدام به تشکیل  ،گزينه ها ماتريس  کردن بهنجارپس از  

که  ~vماتريس ی شده بهنجارضرب ماتريس  حاصل

گزينه ها با ماتريس   ، نموديم:اوزان می باشد

 

  هزینه تحویل به موقع کیفیت

 متغیر های زبانی اعداد فازی

 بسیار نامطلوب (1,1,3)

 نامطلوب (1,3,5)

 مطلوبیت متوسط (3,5,7)

 مطلوب (5,7,9)

 بسیار مطلوب (7,9,9)

  قیمت تحويل به موقع کیفیت

(3,5,7) (3,5,7) (1,3,5) S1 

(1,1,3) (1,3,5) (5,7,9) S2 

(3,5,7) (1,1,3) (3,5,7) S3 

(3,5,7) (1,3,5) (1,3,5) S4 

(7,9,9) (3,5,7) (5,7,9) S5 

(5,7,9) (5,7,9) (1,1,3) S6 
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(.0465,.1525,.3618) (.0226,.0843,.3101) (.042082.1456.8295) S1 

(.0155,.3,.155) (.0075,.0506,.2215) (.0233,.0624,.1659) S2 

(.0465,.1525,.3618) (.0075,.0168,.1329) (.03,.0873,.2765) S3 

 (.0465,.1525,.3618) .0075,.0506,.2215) (.042,.1456,.8295) S4 

(.1086,.2746,.4652) .0226,.0843,.3101) (.0233,.0624,.1659) S5 

(.0776,.2135,.4652) (.0377,.118,.3988) (.0701,.4368,.8295) S6 

 

*فازی  TOPSIS 6و 0و 0وزن دهی شده مراحل  بهنجار وماتريس  ی پس از محاسبه

id و 

id ومحاسبه شده cli
محاسبه و  +

 نشان داده شده است. 0شوند که در جدول  رتبه بندی می  گزينه ها ،در نهايت

 راه حل های ايده آل فازی مثبت و منفی-ول جد

  هزینه تحویل به موقع کیفیت

(.1086,.2746,.4652) (.0377,.118,.3988) (.0233,.0624,.1659) FPIS 

(.0155,.3,.155) (.0075,.0168,.1329) (.0701,.4368,.8295) FNIS 

 

 TOPSISنتیجه نهايی  –جدول 

iCI 

id *

id  

0.408312 0.769307 1.11481 S1 

0.301802 0.331327 0.7665 S2 

0.56903 0.759198 0.574999 S3 

0.556305 1.358192 1.083261 S4 

0.869935 0.953714 0.142591 S5 

0.627588 1.659995 0.985046 S6 

 

 نشان داده شده است 2بدين صورت که در جدول  رتبه بندی گزينه ها 8با توجه به جدول 

 رتبه بندی تامین کنندگان-2جدول

iCI رتبه تامین کنندگان 

0.869935212 S5 1 

0.627587563 S6 2 

0.569030037 S3 3 

0.556304883 S4 4 
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0.408311796 S1 5 

0.301802326 S2 6 

 

 باشد. می ،ین کنندگان با استفاده از اوزانی که توسط تحلیل سلسله مراتبی فازی بدست آمدهرتبه بندی تام ی نشان دهنده، جدول

 محاسبات به صورت زير میباشد. ،ها يک اهمیت داده شودان استفاده نشده و به تمام معیاراگر از اين اوز

 

 سیستم استنتاج فازی

بـه همـین    اه دانش به يک نگاشت غیر خطی را فراهم مـی آورد. يک فرآيند سیتماتیک برای تبديل يک پايگ ،سیستم استنتاج فازی

)غفار زاده های فـازی( در کاربردهـای مهندسـی وتصـمیم گیـری اسـتفاده مـی شـود        های مبتنی بر دانش )سیستمدلیل از سیستم

یب قواعدکنترل زبـانی  استفاده ازترک با بويلر و برای کنترل ترکیب يک موتوربخار 1200درسال (. ممدانی و اصیلیان 1388ديزجی، 

 (.1200از سیستم استنتاج فازی استفاده کردند)ممدانی واصیلیان،داشت،  که درتجربیات عملگرهای انسانی وجود

 يک سیستم فازی دارای اجزای زير  است:

 (يک فازی ساز در ورودی که مقدار عددی متغیرها را به يک مجموعه فازی تبديل می کند.1

 آنگاه است. -ه مجموعه ای از قواعد اگر(پايگاه قواعد فازی ک2

 ها را با يک سری اعمال به خروجی تبديل می کند. (موتور استنتاج فازی که ورودی3

 (ديفازی ساز که خروجی فازی را تبديل به يک عدد قطعی می کند.0

 

 

 

 

 

 ی را نشان می دهد.زمراحل يک سیستم استنتاج فال زير شک
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 (2111و همکاران، 00مراحل يک سیستم استنتاجی فازی)فونگ                                  

 

 

.توابع عضويت انـواع مختلفـی   توابع عضويت فازی تبديل می گردندورودی به متغیر های  ،در اين مرحله: فازی سازی -1

اع توابـع عضـويت   مثلثی، ذوزنقه ای، نمايی و هاپربولیک. دو نوع مثلثی و ذوزنقه ای از معروف ترين انـو  :مانند ،دارند

 می باشند. 

 "آنگـاه  -اگـر "رين بخش سیستم استنتاج فازی می باشد. در اين مرحله قواعـد  تمهم ،قواعد فازی: اين قسمت پايگاه -2

سیستم استنتاج فازی را تشکیل می دهد. بـرای   قلبگفته می شود که  ،بر اساس نظر خبرگان ساخته می شودفازی 

را به عنوان خروجی لحاظ کنید. قانون زير می توانـد بـه    Zو متغیر  یريدگدرنظر برا  x2و x1مثال، دو متغیر ورودی 

 عنوان مثال برای اين متغیرها نوشته شود:

If x1 is m1 and x2 is m2, Z is m3. 

 

 موتور استنتاج فازی -3

انطوری که موتور استنتاج فازی مسئول بدست آوردن يک جمع بندی فازی بر اساس قواعد تعريف شده می باشد. هم

 مین کار می کند. -در شکل زير نشان داده شده است يک سیستم استنتاج فازی براساس قواعد ماکسی

 

                                                             
54

FoongK,Chuah T andLee W. 

 

 پايگاه قواعد

 
اِعمال 

ورودی و به 

دست آوردن 

 تابع عضويت

عمال اِ

عملگرهای 

 فازی

اِعمال روش 

دلالت و به دست 

آوردن خروجی 

 هر قاعده

اجتماع خروجی 

ها و به دست 

آوردن خروجی 

 نهايی فازی

 ديفازی ساز

 ورودی فازی ساز

خروجی 

 عیقط

 موتور استنتاج فازی
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فرآيندی است که خروجی سیستم استنتاج فازی را به يک عدد قطعی تبديل مـی کنـد. بنـابراين     : فازی زدايی -0

زی خروجی( و خروجی آن يک عدد است. يک مجموعه فازی)حاصل اجتماع مجموعه های فا ،ورودی فرآيند ديفازی

با وجود اين که فازی سازی به ارزش گذاری در مراحل میانی کمک می کند، خروجی نهايی مـورد علاقـه بـرای هـر     

نصف ماکزيمم)میـانگین مقـدار مـاکزيمم     نیمساز، ،00متغیر تنها يک عدد است. روش های مختلفی مانند مرکز ثقل

اما روش مرکز ثقـل رايـج    ،م و کوچکترين ماکزيمم برای ديفازی کردن وجود داردبزرگترين ماکزيم مجموعه فازی(،

 (.2110ترين روش است که استفاده می شود)رويچودهاری و پدريس، 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
-4 Center Of Gravity(COG) 
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تئوری و سیستم های صف و کاربرد آنها در صنعت و : هفتمفصل 

 خدمات
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خدمت و انجام سفارشات، انتظار مشتريان و قطعات در صف برای دريافت خدمت و يا انجام مراحل تولید است. گاهی  ی هئايکی از مسائل مهم در ار

که باعث می شود مشتری  ،ار کم استیمشاهده می شود که تعداد خدمت دهندگان نسبت به مشتريانی که در انتظار خدمت هستند بس ،اوقات

مقابل اين حالت نیز وجود دارد که در آن هیچ مشتری منتظر دريافت خدمت نیست که در اين  ی نقطه .مدت زمان زيادی را در صف سپری کند

کیل حالت خدمت دهندگان بیکار می مانند. انتظار در صف هرچند بسی ناخوشايند است، اما متاسفانه بخشی از واقعیت اجتناب ناپذير زندگی را تش

د با انواع مختلف صف که به از بین رفتن وقت، نیرو و سرمايه ی آنها می انجامد، روبه رو می شوند. اوقاتی خو می دهد. انسانها، در زندگی روزمره ی

 مونه های ملموسی از اين نوع اتلافها در زندگی است.ن ،که در صف های اتوبوس، ناهار خوری، خريد و نظاير آن هدر می رود

له ااما می توان ضايعات ناشی از آن را حتی الامکان کاهش داد. بنابراين بايد طوری به اين مساگرچه هیچگاه نمی توان صف را کلاَ از میان برد، 

حداقل  ،منفعت باشد. هدف از به کارگیری تئوری صف -پرداخت که در آن تعیین تعداد خدمت دهندگان و چگونگی خدمت دهی بر پايه هزينه

 دهی است. ظرفیت خدمت ی کردن هزينه های انتظار مشتری و هزينه

 تفاوت مهم در دو واژه سیستم و صف که در این تئوری بسیار زیاد مطرح می شوند:

 تعداد مشتريان و سفارشاتی که هم در حال دريافت خدمت هستند و هم در انتظار دريافت خدمت هستند. :سیستم

 تعداد مشتريان و سفارشاتی که در انتظار دريافت خدمت هستند. صف:

 شوند و اگر سرويس در  توان به صورت مشتريانی تعريف کرد که برای سرويس گرفتن وارد سیستم می تم صف را میيک سیس :سیستم صف

 مانند و پس از انجام سرويس سیستم را ترک میکنند. اختیار نباشد برای آن منتظر می

 اه خدمت به مشتری را می گويند. برای هزينه های مربوط به فراهم کردن امکانات خدمات دهی و افزايش رف :هزينه ظرفیت خدمت دهی

 مثال افزايش باجه های خدمات دهی در بانک.

 گويند. برای مثال هزينه ی  هزينه های مربوط به فضا)مکان( و زمان تخصیص داده شده به مشتری در صف را می :هزينه انتظار مشتريان

 مربوط به اتاق انتظار )لابی( در يک هتل.

 گیرند: تم صف از سه معیار زیر بهره میبرای سنجش عملكرد یك سیس

ان قرار دهد )مانند اتاق طبیعی است که تشکیل صف هزينه زا است. از طرفی سازمان مجبور است فضايی برای انتظار مشتري :طول صف .1

برای ارزيابی سیستم  بنابراين تعداد مشتريانی که در صف منتظر دريافت خدمت هستند و يا تعداد مشتريان داخل سیستم، معیاری ،انتظار(

 شوند. صف محسوب می

 

رضايت حضور مشتری با میزان حضورش در سیستم رابطه عکس دارد به اين معنی که حضور  :زمان انتظار هر مشتری در صف يا سیستم .2

مان دريافت سرويس، کند. بنابراين هزينه زمان انتظار در صف و مدت ز مشتری در صف، هزينه از دست دادن مشتری را به سازمان تحمیل می

 يکی از معیارهای مهم ارزيابی صف است.

سازمان برای حضور هر خدمت دهنده در سیستم هزينه ای به صورت ثابت يا  :درصدی از زمان که سیستم به علت نبودن مشتری بیکار است .3

رصد بیکاری سرورها را به حداقل ممکن سازمان علاقه دارد تا د ،های سازمان است. بنابراين هزينهاز دهد که جزئی  متغیر تخصیص می

 برساند.
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 ویژگی های سیستم صف:

 به طور کلی سیستم صف دارای خصوصیات و ويژگی های است که در زير آمده است:

اين است که  ،منظور از جمعیت محدود تواند محدود يا نامحدود باشد. اندازه يا جمعیت موجود در صف می :اندازه يا جمعیت ورودی ها .1

اد مشتريان بالقوه به اندازه ظرفیت و يا محدود باشد )برای مثال تعمیرگاه خودرو( و در مقابل منظور از جمعیت نامحدود اين است که تعد

 تعداد مشتريان بالقوه فراتر از ظرفیت سیستم باشد) برای مثال رستوران ها و يا داروخانه ها(.

 

 در زير آمده است: ،داد و مسیرهايی که مدنظر استانواع تع مسیرهای خدمت دهی  و تعداد خدمت دهی : .2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

  

 

  

1 2 

 مسیر خدمت دهی و ارائه خدمت تک مرحله ای

 یک مسیر خدمت دهی و ارائه خدمت در چند مرحله

ارائه خدمت تک مرحله ای مسیر ارائه خدمت چندگانه و  

 مسیر خدمت دهی چندگانه و ارائه خدمت چند مرحله ای
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روی می کند و مدت زمان یمتداول ترين الگوی نرخ ورود مشتريان به سیستم از توزيع پواسن پ: الگوی ارائه خدمت و الگوی ورود مشتريان .3

ه حائز اهمیت است ک خدمت بايد در يک نرخ قابل رقابت با نرخ ورود مشتری اين نکت ارائه خدمت نیز دارای توزيع تابع نمايی منفی است.

 صورت بگیرد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ترين آن  ترتیبی است که به مشتريان خدمت داده می شود که متداول ،منظور از اين قاعده قاعده انتخاب واحد بعدی برای ارائه خدمت: .0

 مورد اول است.

 

 .(FCFSین خدمت )اولین وارده اول .1

 

 زمان

 درصد تکرار

 درصد تکرار

 زمان

20/0  

11/0  

11/0  

14/0  

12/0  

10/0  

01/0  

01/0  

04/0  

02/0  

 تابع توزیع پواسن

 تابع توزیع نمایی منفی
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در اين حالت پاسخ گويی به مشتری ويژه زودتر انجام می  ،شرايط حساس نسبت به اهداف سیستم خصیص ها در مواجه باتتقدم  .2

 .شود.)اورژانس بیمارستان(

 .(LCFS)آخرين وارده اولین خدمت  .3

 .استفاده از قوانین ديگر با توجه به ماهیت خدمت و مشتری .0

 

 :ارزیابی عملكرد سیستم

 نحوه ارزيابی سیستم با استفاده از پارامترهای زير صورت می گیرد:

 متوسط تعداد مشتريان در سیستم يا صف. 

 متوسط زمان انتظار مشتری در سیستم يا صف. 

 .کارايی سیستم يا درصدی از ظرفیت که مورد استفاده قرار گرفته است 

 چند مشتری در سیستم باشد. احتمال اينکه در سیستم هیچ مشتری نباشد يا احتمال اينکه 

 

 

 

 

 :خلاصه پارامترهای ارزیابی عملكرد 

 مشخصات علائم مشخصات علائم

 متوسط نرخ ورود مشتريان  نرخ بهره وری )راندمان( سیستم 

 متوسط زمان خدمت دهی P0 احتمال اينکه در سیستم مشتری نباشد 

Ls متوسط تعداد مشتريان در سیستم Pn ر سیستم مشتری باشداحتمال اينکه د 

Lq متوسط تعداد مشتريان در صف M تعداد مسیرهای خدمت دهی 

Ws 1 متوسط زمان انتظار مشتری در سیستم/ مدت زمان خدمت دهی 

Wq متوسط زمان انتظار مشتری در صف LMax تعداد روز و انتظار در صف 
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 ساختار تسهیلات خدمت

 اين ساختار به صورت زير مشخص میشود:

 .به طور موازی در هر مرحله از تولید، سطح حداکثر ظرفیت را تعیین می کند ،تعداد ارائه دهندگان خدمت: داد کانال در هر مرحلهتع .1

  در يک زمان را فراهم می کند. ،تک کانال: امکان خدمت به يک واحدی مرحله 

 :مثلا  ،امکان خدمت همزمان برای تعداد زيادی را مرحله چند کانالn ر يک زمان فراهم می کند.واحد د 

که ممکن است به شکل  ،مراحل متوالی که يک واحد بايستی قبل از اين که يک فرايند تکمیل گردد از آن بگذرد: تعداد مراحل در سیستم .2

 های زير باشد:

  تک کانال –تک مرحله 

  چند کانال –تک مرحله 

  تک کانال –چند مرحله 

  چند کانال –چند مرحله 

 تك کانال: –صورت تك مرحله مدل های صف به 

 ،مدت زمان خدمت دهی بر اساس تابع توزيع نمايی با يک مسیر خدمت دهی، . نرخ ورود مشتريان بر اساس تابع پواسن1مدل 

 براساس ترتیب ورود مشتری  است. ،دارای يک خدمت دهنده و روش خدمت دهی ترين مدل تئوری صف است که سیستم ساده

 ی اين مدل:فرضیات تعیین شده برا

 .نرخ ورود مشتری براساس تابع توزيع پواسن با میانگین  .1

 .مدت زمان خدمت دهی براساس تابع توزيع نمايی با میانگین  .2

 .محدودطول صف نا .3

 .جمعیت نا محدود .0

 

 نحوه محاسبه پارامترهای مربوط به ارزیابی عملكرد سیستم:                                  

  =  Ls ريان در سیستممتوسط تعداد مشت

  = Lq متوسط تعداد مشتريان در صف

  =   =  Wq متوسط زمان انتظار مشتريان در صف

  + Ws =  = = Wq متوسط زمان انتظار مشتريان در سیستم
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  =  راندمان سیستم

  = P0 احتمال اينکه در سیستم مشتری نباشد

  = Pn مشتری باشد  nاحتمال اينکه 

احتمال اينکه خدمت دهنده بیکار باشد و مشتری بلافاصله خدمت 

 دريافت کند
I = 1 -  

 

نفر در  12نرخ ورود مشتری براساس تابع توزيع پواسن و به طور متوسط  در يک فروشگاه کوچک يک صندوقدار خدمت ارائه می دهد.( 1مثال

مشتری در ساعت است. مدير فروشگاه می خواهد بداند که وضعیت صف در اين فروشگاه  10دقیقه يا  0ساعت است و متوسط زمان خدمت دهی 

 چگونه است.

 ری در سیستم . متوسط تعداد مشتدقیقه يا  4متوسط زمان خدمت دهی 

Ls  =  =  = 4 

 :دارد مشتری در سیستم وجود 4به طور متوسط 

Lq =  =  = 3/2 

  مشتری در صف موجود است 3/2به طور متوسط 

متوسط زمانی که مشتری در سیستم است 

Ws =  =  = 0/33 

 

متوسط زمانی که مشتری در صف است 

Wq  =   =  = 0/26 

 

راندمان فروشگاه 

 =  =  = %80 

احتمال اينکه در سیستم مشتری نباشد 

 ساعت19/8دقیقه 

ساعت   16دقیقه  
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P0 = = = %20 

 

( .احتمال اينکه يک مشتری در سیستم باشد ( n =1 

Pn =  = = 0/16 

 

 احتمال اينکه مشتری بلافاصله خدمت دريافت کند: 

I = 1 -  = 1 – 0/80 = 0/20 

 

 نرخ ورود مشتریان براساس تابع توزیع پواسن، مدت زمان خدمت دهی ثابت و مسیر خدمت دهی یك مرحله ای. 2مدل 

 متوسط تعداد مشتريان در صف و متوسط زمان انتظار مشتريان در صف به میزان  ،ری ثابت باشداگر مدت زمان خدمت دهی برای هر مشت

 به صورت زير است: رابطه ها مانند مدل قبل است و تنها نحوه محاسبه  ی کاهش پیدا می کند. کلیه

  = Lq متوسط تعداد مشتری در صف

 

 6دقیقه است.نرخ ورود هر دستگاه به قسمت تعمیر بر اساس تابع توزيع پواسن با متوسط  3کارخانه مدت زمان تعمیر هر دستگاه  در يک( 2مثال

 دستگاه در ساعت است. مطلوب است:

a) متوسط تعداد دستگاه های موجود در صف 

b) .متوسط زمانی که دستگاه ها در صف و در سیستم منتظر هستند 

=6 

=  =20 

 متوسط تعداد دستگاه در صف 

Lq = = = 0/064 

 متوسط زمان انتظار دستگاه در صف 

Wq  =  = = 0/010 

 متوسط زمان انتظار دستگاه در سیستم 

ساعتتعداد دستگاه در هر  
 دستگاه 
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Ws = Wq +  = 0/010 +  = 0/06 

0/06 × 60 = 3/6 
 

 

 . نرخ ورود مشتریان براساس تابع توزیع پواسن، مدت زمان خدمت دهی نمایی و مسیر خدمت دهی چندگانه و یك مرحله ای3مدل 

 .باجه های بانک مانندفقط يک خدمت دهنده به صورت مستقل خدمت می کند.  ،زمانی استفاده می شود که در هر مسیر ،از اين مدل

 

 فرضیات تعیین شده برای این مدل:

 نرخ ورود مشتريان براساس تابع توزيع پواسن، مدت زمان خدمت دهی نمايی است. .1

 قاعده حاکم به ترتیب ورود مشتری در هر مسیر است. .2

 انتخاب مسیرهای صف به دلخواه و به عهده مشتری است. .3

 می کند: پارامترهای ارزيابی عملکرد به صورت زير تغییری محاسبه  ی نحوه ،با توجه به فرضیات تعیین شده

 

 

نفر در ساعت است.مدت  11نرخ ورود مشتريان دارای تابع توزيع پواسن بوده و میانگین ، به باجه ها وجود دارد مسیر 0در يک بانک ( 3مثال

تم را مشتری در ساعت است. پارامترهای مورد نظر برای ارزيابی سیس 00/8زمان خدمت دهی براساس تابع توزيع نمايی بوده و به طور متوسط 

 محاسبه کنید.

 

 متوسط تعداد مشتری در صف
Lq=  P0 

 = P0 احتمال اينکه در سیستم مشتری نباشد

  =  Wa مدت زمان انتظار برای ورود مشتری

احتمال اينکه مشتری بلا فاصله خدمت دريافت نکند و 

 منتظر دريافت خدمت باشد
Pw  =   

 ساعت

 دقیقه
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=11 

M=5 

=8/75 

=  = 1/28 1/3 

 با توجه به جداول فوق محاسبه به صورت زير است :

Lq = 0/004 

 احتمال اينکه در سیستم مشتری نباشد: 

P0 = 0/272 

 

 مدت زمان انتظار مشتری در صف: 

Wq =  =  = 0/0003 

 

 مدت زمان انتظار مشتری در سیستم: 

Ws = Wq +  = 0/003 +  = 0/1170 

 

 مدت زمان انتظار برای مشتری بعدی که بلافاصله خدمت دريافت نکند: 

Wa  =  = = 0/031 

 

  باشداحتمال اينکه مشتری وارد شده منتظر دريافت خدمت: 

Pw  =    =   =0/010  

 

 

. نرخ ورود مشتريان براساس تابع توزيع پواسن، مدت زمان خدمت دهی نمايی و مسیر خدمت دهی چندگانه و يک مرحله ای و ارائه 3مدل 

 :خدمت براساس اولويت گذاری به مشتريان

مشتری انجام  دهی بهبلکه براساس نظام حاکم مورد قبول سازمان و با اولويت  ،ا ارائه خدمت به ترتیب ورود مشتريان نیستدر برخی از سازمان ه

يان يا سفارشات وارده طبقه بندی شده و مشتريان متناسب با وضعیتشان به ترتیب در گروه های متفاوت اولويت بندی می يعنی مشتر می شود.

 داده شود. تا به آنها خدمت ،شوند

 که در اينجا اولويت گذاری مشتری است. صدق می کند،است و تنها در نظام حاکم  3تمام فرضیات اين مدل همانند مدل 

 نرخ ورود مشتری در ساعت

عداد مسیرت  
 متوسط زمان خدمت دهی برای هر مشتری
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 بهره وری سیستم
 

 A =  

  -Wk Bk = 1متغیرهای وابسته برای مقايسه ی 

 B0 = 1 

 = K Wkگروه  متوسط زمان انتظار در صف برای مشتريان

  + K W = Wk متوسط زمان انتظار در سیستم برای مشتريان گروه

 K Lk = k × Wk متوسط تعداد مشتری در صف در گروه

 

 

ر يکی از سه پرونده خیلی  نفر برای انجام امور ارزيابی مشغول به کار می باشند. نامه های وارده د 6 ،در واحد ارزيابی يک سازمان بزرگ (0مثال

اين است که ابتدا به نامه ای که فوريت آن بیشتر است رسیدگی شود. ورود  ،وارد می شود. نظام حاکم بر اين واحد 3و فوری  2و فوری  1فوری 

است. مدت زمان ارزيابی هر نامه به طور متوسط  در ساعت ،  ،  نامه ها براساس تابع توزيع پواسن بوده و با میانگین 

 دقیقه است. مطلوب است: 31

a) بهره وری سیستم. 

b) متوسط زمان انتظار هر نامه در هر پرونده در صف ارزيابی. 

c) .متوسط مدت زمانی که هر نامه در هر پرونده در سیستم منتظر می ماند 

d) ستندمتوسط تعداد نامه هايی که در هر پرونده منتظر ارزيابی ه. 

 

=  4+4+2=10 

M=6 
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=2     نامه در ساعت  

a) بهره وری سیستم 

 = = = 0/833 

b) متوسط انتظار هر نامه در هر پرونده در صف ارزيابی 

=  = 5             M=6 

 :با استفاده از جدول فوق 

Lq = 2/938 

A= =20/38 

B0 = 1 

B1 = 1- =1- = 0/66 

B2 = 1- =1- = 0/33 

B3 = 1- =1- = 0/16 

 :متوسط زمان انتظار در صف 

W1 =  =  پرونده اول                 0/074= 

W1 =  =  پرونده دوم                 0/225 = 

W3=  =  پرونده سوم                    0/93 = 

 

Cمتوسط زمانی که هر نامه در هر پرونده در سیستم منتظر می ماند ): 

W = Wk +  
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W = Wk +  
 

Wk پرونده 

0/574 0/5 0/074 1 

0/725 0/5 0/225 2 

1/42 0/5 0/93 3 

 

 (dمتوسط زمان انتظار هر نامه در هر پرونده 

Lk = k × Wk 

W = Wk +      Wk            k 
 پرونده

0/296 0/074           4 1 

0/9 0/225           4 2 

1/86 0/93           2 3 
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