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  اول جلسه
   داخلی جریان: فصل اول

   )Internal Flow(داخلی جریان  -2  )External Flow(خارجی جریان  -1: تقسیم می شود نوع جریان سیالها به دو 
  جریان خارجی

رزي می توانند آزادانه رشد کنند سیال، جسم جامد را احاطه می کند بطوریکه لایه هاي م که است جریان خارجی جریانی
  .یک کرهو جریان حول  )شکل زیر(روي یک صفحهانند جریان م
  

 
   جریان داخلی

مانند جریان در  مرزي تا مقدار معینی رشد می کنندمحصور شده باشد و لایه هاي جامد جریانی است که سیال توسط جسم 
  .)Duct(یا جریان در یک مجرا)Pipe(لوله 

  .در این فصل در مورد جریانهاي داخلی و در فصل بعد در مورد جریانهاي خارجی بحث می شود
  

  )Entrance Region & Fully Developed Region (کاملاً توسعه یافته ناحیهناحیه ورودي و 
. که سیال با سرعت یکنواخت وارد آن می شود در نظر بگیرید Rیا 0rرا در یک لوله به شعاع  یمطابق شکل زیر جریان

این . رشد می کند xکه سیال با سطح در تماس قرار می گیرد، اثرات لزجت ظاهر شده و لایه مرزي با افزایش  هنگامی

رسند بدنبال  گسترش منجر به باریک شدن ناحیه جریان غیرلزج شده و در نهایت لایه هاي مرزي در محور لوله به هم می

به این جریان، . تغییر نمی کند xاین پیوستگی اثرات لزجت در سرتاسر مقطع گسترش یافته و پروفیل سرعت با افزایش 

ورودي طول جریان کاملاً توسعه یافته گفته می شود و فاصله ورودي تا محلی که این جریان حاصل می شود 

که آن را با  نام دارد )Hydrodynamic entrance region(هیدرودینامیکی
hfdX ,

یا  
eL پروفیل  .نشان می دهند

در جریان مغشوش بواسطه اختلاط مغشوش در . سرعت کاملاً توسعه یافته براي جریان آرام در یک لوله سهمی شکل است

معیار تعیین رژیم جریان عدد رینولدز است که در یک لوله بصورت زیر تعریف می .جهت شعاع این پروفیل پهنتر است

  : شود
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Dv
QVD


 4Re  

،چگالیV،سرعت ورودي سیالD،قطر لوله،لزجت دینامیکیQدبی حجمی وv  سینماتیکی سیال ) لزجت(ویسکوزیته

ن از جدول خواص سیالات بدست دینامیکی و لزجت سینماتیکی را می توالزجت  است که خواص سیال مانند چگالی،

  .آورد که این جدول در مجموعه جداول مهم مکانیک سیالات موجود در وبلاگ قرار دارد

                .صورت می گیرد 2300در رینولدز  آرام به آشفتهجریان  تبدیل

  
  

  :بترتیب از روابط زیر بدست می آیدبراي جریانهاي آرام و آشفته طول ناحیه ورودي 

Re06.0 DLe   
6
1

Re4.4 DLe   
  تمرین

3درجه سانتیگراد و دبی  20سیالی با دماي 
700cm

s
آرام یا آشفته بودن این جریان . سانتیمتر می گذرد 8از لوله اي به قطر  

  .اي سیال هاي هوا و آب مشخص کنیدرا بر
                   

 
  تمرین

و  9.0SG(نوعی روغن
s

mv
2

003.0(   درون لوله اي به قطرcm 4 طول ناحیه ورودي را بـر حسـب متـر     .جریان دارد

) مقدار دبی الف دوبراي 
s

mQ
3

001.0   ب  و (
s

mQ
3

1    تخمین بزنید.  
  

  )Hagen(آزمایش هاگن
رابطـه زیـر برقـرار     جریان آب درون یک لولهبراي اختلاف فشار بطور کلی  بت کردثا  1839آلمانی در سالهاگن مهندس 

  : است
4Rاثرات ورودي       

LQ  )مقداري ثابت( P  
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2VP و در جریانهاي آشفته VPدر جریانهاي آرام همچنین  . است1.75 البته در جریان آشفته توان واقعی.  
  )Logarithmic Overlap Law(قانون لایه مشترك لگاریتمی

  :داده شده استدر جریان آشفته نزدیک دیواره نشان مختلف سه ناحیه  bو در شکلتوزیع تنش برشی  aشکلدر 
  

  
  

         .حاکم است)تنشهاي لامینار(در این لایه تنش لزجتی : )Wall layer(لایه دیواره -1
 .در این لایه هر دو نوع تنش برشی مهمند):Overlap layer(لایه مشترك -2

 .غالب خواهد بود) توربولانسی(در این لایه تنش آشفته ):Outer layer(لایه بیرونی -3

  :معلوم بودن فاصله لایه سیال از جداره لوله می توان سرعت آن لایه سیال را بدست آوردحال ببینیم چگونه با 
  :ابتدا تعریف می کنیم 

2
1












 wu  

*u  را سرعت اصطکاکی)Friction Velocity ( گویندمی.  

50(در لایه دیواره 


v
yu (معادله قانون دیواره  رابطه زیرکه به)Law of the wall( برقرار است،موسوم است:  

v
yuu

2

  

705(در لایه مشتركو  


v
yu (رابطه زیر که به قانون لگاریتمی)Logarithmic overlap layer ( معروف

  :از دیواره بدست می دهداست،مقدار سرعت را بر حسب فاصله 

)5ln5.2(
*

 

v
yuuu

 
70(و بالاخره درلایه بیرونی



v
yu( رابطه زیر حاکم است:  

y
R

u
uu ln5.20 


  

بجاي آنکه یک  قانون لگاریتمینشان داد  1937در سال ) Millikan(میلیکان .سرعت خط مرکزي لوله است 0uکه در آن 
  .در عمل تقریبا تمامی پروفیل سرعت را تقریب می زند ارتباط مشترك کوتاه داشته باشد
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  تمرین
اگر سرعت خط مرکزي.تحت شرایط کاملا توسعه یافته جاري است 20C،هواي14cmبه قطر لولهیک  در

s
mu 50  ،باشد 

  .را بدست آورید Vسرعت متوسطو  wدیواره،تنش برشی u*سرعت اصطکاکی

  
  

  ) Circular Pipe(جریان در لوله دایره اي
  :از قوانین اساسی مکانیک سیالات استفاده می کنیم در لوله ها تحلیل جریان و بدست آوردن روابطی براي افت فشارراي ب

 

  
  :می نویسیم جریانبراي  را )Conservation of mass(بقاي جرمابتدا معادله پیوستگی یا 

  .)جریان دائمی در نظر گرفته می شود(

outin mm
dt
dm

   

                              outin mm
dt
dm

  0
  

:سطح مقطع لوله و دانسیته سیال ثابت فرض می شود
  

 222111 AVAV  21 VV  
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  .از معادله پیوستگی نتیجه می شود سرعت در یک لوله با سطح مقطع ثابت و براي جریان تراکم ناپذیر، ثابت می ماند
  :بصورت زیر نوشته می شوددر راستاي محور لوله  )Momentum(معادله اندازه حرکتحال 

)( inoutx uumF    
راستاي محور لوله برابر حاصلضرب دبی سیال در تغییرات سرعت در همان راستا است و چون یعنی جمع تمام نیروها در 

  .سرعت تغییري نکرده است لذا سمت راست معادله برابر صفر است

0sin
4

)( 2  LDLDgAP w
  

) صطکاكا(جمله اول نیروي ناشی از اختلاف فشار،جمله دوم نیروي وزن و جمله سوم نیروهاي ناشی از تنش برشی سیال
:از طرفی می دانیم.می باشد

  

    zL  sin  
  :در نتیجه

0
44

)( 22  LDzgDDP w  

  :و با ساده سازي رابطه فوق

04






gD

Lz
g
P w





 

:را می نویسیم   (Bernoulli's equation  معادله برنولیمعادله بقاي انرژي یا اینک)  

fhz
g

V
g

Pz
g

V
g

P
 2

2
22

1

2
11

22 
   

21چون  VV   ،PPP  zzzو21    :معادله فوق بصورت زیر ساده می شود 21

fhz
g
P





 

  :در رابطه ساده شده بقاي اندازه حرکت خواهیم داشترابطه بدست آمده اري با جایگذ  

gR
L

gD
Lh ww

f 



 





24        

 )قطر(شعاع در یک لوله با طول لوله رابطه مستقیم و با ) Head loss(این است که هد اصطکاکی بدست آمده  مفهوم رابطه
از طرفی با انتخاب لولـه   . افت اصطکاکی افزایش می یابد ،به بیان دیگر هر چه طول لوله افزایش یابد. آن رابطه عکس دارد

  .با قطر بزرگتر می توان افت اصطکاکی را کاهش داد
سیال، سرعت جریان، لزجت دینامیکی سیال، قطـر و زبـري    )چگالی( تنش برشی تابعی از دانسیته اند نشان داده اتآزمایش

  :لوله است یعنی
),,,,(  DVFw   

  :با تحلیل ابعادي داریم.لوله است که در آینده با آن آشنا خواهید شدارتفاع زبري  که در آن

),(Re2 D
F

V D
w 




  

ضریب اصطکاك در لوله را بصورت 
2

8
V

f w




 پارامتر بی بعد.می کنیم تعریفf   ضـریب اصـطکاك دارسـی،)Darcy (  نـام

رابطه  در نتیجه.دارد
gR

Lh w
f 

 


:را بر حسب ضریب اصطکاك دارسی می توان بصورت زیر نوشت 2
 g

V
D
Lfh f 2

2

  کـه

مـی گوینـد و رابطـه بسـیار مهمـی در تعیـین افـت اصـطکاکی در         )Darcy-Weisbach(وایسـباخ   -به آن معادله دارسی
  .جریانهاي داخلی می باشد
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  لسه دومج
  )Motion Equations(معادلات حرکت

  :بصورت زیر است معادله پیوستگی در مختصات استوانه اي
0)(1)(1













x
uv

r
rv

rr r   
  که در آن
,u ,v rv

 :با فرض اینکه چرخش وجود نداشته باشد.بترتیب مولفه هاي سرعت در راستاهاي شعاعی،مماسی و محوري استوانه است    
0v

  :و در نتیجه  
0)( 





v

 
  :جریان کاملا توسعه یافته باشدو با فرض اینکه 

0



x
u

 
  :در نتیجه

 
Crvrv

r
rv

rr rrr 





 0)(0)(1

  
Rrدربموجب اصل عدم لغزش  ،0rv 0در نتیجهC  0و لذاrv  

صفر اسـت و در  هم داخل لوله جریان رعت سمولفه شعاعی علاوه بر مولفه مماسی، است که  اینبدست آمده  همفهوم رابط
  .داشتنتیجه فقط در راستاي محور لوله جریان خواهیم 

  :معادله اندازه حرکت در مختصات استوانه اي بصورت زیر است
)(1  r

rr
g

dx
dP

x
uu x 





  

dx
dzggx   sin,sin  ,   0




x
u   

 0)(1
  r

dr
d

rdx
dzg

dx
dP       

AgzP
dx
dr

dr
d

r
 )()(1 

  
  .فشار و ارتفاع در راستاي محور لوله ثابت است لذا آن را برابر یک مقدار ثابت در نظر گرفته ایم چون تغییرات

AgzP
dx
dcte

dx
dzcte

dx
dP

 )(,   

  .سمت چپ تساوي فوق را برابر مقدار ثابت قرار داده و معادله را حل می کنیم

Arr
dr
d

)(   Ar
dr
d

r
)(1 

  
  )Flow Laminar(ریان آرامج

  :براي جریان آرام رابطه تنش برشی بر حسب گرادیان سرعت بصورت زیر می باشد

dr
du

 
 

LearnElement.ir

http://www.LearnElement.ir


Alirezabaheri.blogfa.com 2جزوه مکانیک سیالات  

 

٩ 
 


r

CAr
dr
duCAr

dr
durAr

dr
dur

dr
dAr

dr
dur

dr
dArr

dr
d 1

1

2

22
)()()(




 
 

21

2

ln
4

)( CrCArru 
  

  .کنیماستفاده باید براي تعیین ثابتها از دو شرط مرزي 
  و چون داشته باشد)Bounded(ابتدا می دانیم در مرکز لوله سرعت نمی تواند بینهایت شود و باید مقدار محدودي

 0
lnlim




r
r

 
  :لذا 

0:0 1  Cboundedbeshouldurat
  :از طرفی طبق شرط عدم لغزش سرعت در جداره برابر صفر است بنابراین 

 4
0

4
0:

2

22

2 ARCCARuRrat 
 

  :دادن این ثابتها توزیع سرعت بصورت زیر بدست می آیدبا قرار 
 

)1(
4

)(
444

)( 2

22
22

22

R
rARRrAARArru 

  
 

)(و چون gzP
dx
dA  لذا:  

])(1)[(
4

)( 2
2

R
rgzP

dx
dRru  


 

مطابق شـکل   پروفیلسرعت بدست آمده براي جریان آرام صادق است و مشاهده می شود که این  پروفیلتوجه داشت  باید
می تـوان  .سرعت روي جداره ها صفر است و در مرکز لوله به ماکزیمم مقدار خود می رسد مقدار. به صورت سهمی است

  :مقدار سرعت در هر لایه را بر حسب سرعت ماکزیمم بدست آورد

 )(
4

:0
2

maxmax gz
dx
dRuuurat 


   

])(1[)( 2
max R

ruru 
  
  

  
  :بصورت زیر تعریف می شود سرعت متوسط یعنی میانگین سرعت تمام لایه هاي سیال

max2

2

2

0
max

2
1

2)1(
u

R

rdr
R
ru

A

udA
V

R











  
max2

1 uV   
: تنش برشی هم بموجب تعریف بصورت زیر بدست می آید
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R
u

R
ru Rr

max
2max

2)2( 
  

            
Rrw dr

du
 

  
R
u

w
max2   

  .حال ضریب اصطکاك را محاسبه می کنیم

Re
6464

2

)2(16)
2

(88
2

2

max

2 














VDDV

V
V
R
u

f
V

f w

  
Re
64

f  
  :شودمحاسبه می بصورت زیر براي جریان آرام  fh در نتیجه

g
V

D
Lfh f 2

2

  

           
4

2
22

22 128

4

3232
2

64
2Re

64
Dg
LQ

D

Q
gD
L

gD
LV

g
V

D
L

VDg
V

D
Lh f 











  

42

12832
Dg
LQ

gD
LVh f 






  

:در نتیجه اختلاف فشار در جریان آرام و در یک لوله افقی بصورت زیر خواهد بود
  

  
4

2
222

128

4

323232
D

LQ

D

Q
D

LP
D

LV
gD

LVgPghP f 






 

  
42

12832
D

LQ
D

LVP



  
  .در مبحث فوق براي جریان آرام درون لوله ها کاربرد داردمجددا تاکید می شود تمام روابط داخل کادر 

  
   تمرین

و sPa.04.0مطابق شکل این مسئله سیالی با
3800

m
kg

 اولا جهت جریان را  .جریان دارد 10mmبه قطرر لوله اي د 
  .ست آوریددجریان را ب زثانیا افت هد جریان، ثالثا دبی و رابعا عدد رینولد ،تعیین کنید

  

  
  

  تمرین
9.0SG  روغنی با و   

hr
ftQ

3

35 شود، لزجت سینماتیکی روغن را بر حسب  از لوله شکل این مسئله خارج می    
  آیا جریان آرام است؟. بدست آورید
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  تمرین

دبی جریان را بر حسب متر مکعب در  و مخازن بسیار عریض باشند، 20Cفرض کنید که سیال شکل این مساله الکل اتیلیک
  آیا جریان آرام است؟.ساعت بیابید

  

  
  

  )Turbulent Flow(جریان آشفته
   .باشد، جریان آشفته نامیده می شود 2300 بیشتر از جریان دزلنوهرگاه در یک لوله عدد ری

و  )Blasius(اکثر روابط مربوط به جریان آشفته به طور تجربی به دست آمده اند و دانشمندانی مانند بلازیوس
  .دست آورده اندباین روابط را  )Karman(و کارمان )Prandtl(پرانتل

 
  

푢
푢∗ =

1
푘 ln

푦푢∗

푣 + B 
푦 = 푅 − 푟 
푢
푢∗ =

1
푘 푙푛

(푅 − 푟)푢∗

푣 + B 

푄 = 푢푑퐴 = 푢2휋푟푑푟 

푄 =
1
2 휋푅 푢∗ (

2
푘 푙푛

푅푢∗

푣 + 2퐵 −
3
푘) 

푉 =
푄
퐴 =  

1
2 푢∗ 2

푘 푙푛
푅푢∗

푣 + 2퐵 −
3
푘  

퐵 = 5 
푘 = 0.41 
푉
푢∗ = 2.44 ln

R푢∗

푣 + 1.34 

푢∗ =
휏
휌  

푓 =
8휏
휌푉  
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1

푓
= 1.99 푙표푔 푅푒푓 − 1.02               

و براي ایجاد هماهنگی بیشتر با اطلاعات بدست آمده از آزمایش ثابتها را  ده فوق را اثبات کرطراب پرانتل 1935 در سال
  :کمی تغییر داد

1

푓
= 2 푙표푔 푅푒푓 − 0.8               

  :رابطه بدست آمده توسط بلازیوس

푓 = (1.8푙표푔
푅푒
6.9)  

 )Roughness(راي لوله هاي زبرب.کاربرد دارد )Smooth(صاف هلوله هاي با جدارجریانهاي آشفته و در ابط فوق براي ور
  .استفاده از این روابط مجاز نمی باشد

اري رابطه بلازیوس در رابطه دارسی وایسباخ می توان رابطه افت اصطکاکی را براي جریان هاي آشفته به صورت ذبا جایگ
  :زیر بدست آورد

ℎ = 0.316(
휇

휌푉퐷) . 퐿
D

푉
2g 

푃∆و چون  = 휌푔ℎ لذا:  
∆푃 = 0.158퐿휌 . μ

.
퐷 . 푉 .  

  
  .رابطه بدست آمده نشان می دهد که در جریان آشفته اختلاف فشار وابستگی ضعیفی به ویسکوزیته دینامیکی سیال دارد

푄با قرار دادن  = 퐷 푉 در رابطه فوق به شکل دیگري از رابطه می رسیم:  
∆푃 = 0.241퐿휌 . μ

.
퐷 . 푄 .  

푉
푢 = (1 + 1.33푓 . )  

  
  .رابطه فوق ارتباط میان سرعت میانگین و سرعت ماکزیمم در یک جریان آشفته را نشان می دهد

  .جداره ها به سرعت به صفر کاهش می یابددر تغییرات پروفایل سرعت براي حالت آشفته خیلی کم خواهد بود و 
  

  
  

  تمرین
افت . متر بر ثانیه جریان دارد 2.5درجه سانتیگراد با سرعت  20متر جیوه  3میلی متر و طول  6در یک لوله شیشه اي به قطر 

  .هد را بر حسب متر و افت فشار را بر حسب کیلو پاسکال محاسبه کنید
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  جلسه سوم
  )Effect of Rough Walls(اثر زبري دیواره

 زبر در حالت جریان آرامبراي لوله هاي . در جریان آرام درون لوله ها زبري لوله هیچ تاثیري بر ضریب اصطکاك ندارد
از رابطه  f، همچون لوله هاي صاف

Re
64

fدر حالی که در جریان آشفته زبري به شدت بر جریان تاثیر می .بدست می آید
. لازم بذکر است که لوله هاي صنعتی از جنس هاي معینی ساخته می شوند. گذارد و خواص جریان را دگرگون می کند

 میلیمتر دارند که مقدار این زبري هم بر حسب )(این جنس ها زبري میانگینی... .تجاري، آهن، مس، شیشه و  مانند فولاد
  . داده شده است هاي مکانیک سیالاتکتابی در در جدول فوتبر حسب هم و 

  :اصطکاك استفاده می شودسبه ضریب در حالتی که جریان آشفته و لوله زبر باشد از روابط زیر براي محا
  

  :)Colebrook(معادله کلبروك
)

Re
51.2

76.3
log(21

2
1 fD

f
          

  Halland):     (معادله هالند 
211.1 )])

76.3
(

Re
9.6log(8.1[ 

D
f       

  .براي محاسبه ضریب اصطکاك بجاي فرمول می توان از نمودار هم استفاده کرد که در زیر بیان می شود
  ):Moody Chart(نمودار مودي

  

  
 

محور افقی ایـن نمـودار معـرف عـدد     . ئه دادانموداري را براي محاسبه ضریب اصطکاك در لوله ها ار مودي، 1944در سال

 ،شاخه هاي نمودار. است fرینولدز و محور قائم بیانگر ضریب اصطکاك 
D
      از روي . هـاي مختلـف را نشـان مـی دهـد

نمودار پیداست که در جریان آرام ضریب اصطکاك تنها تابع رینولدز است و مستقل از زبري است و در جریان هاي کـاملا  
براي دیگـر حـالات ضـریب اصـطکاك تـابع      . آشفته ضریب اصطکاك تنها تابع زبري است و مستقل از عدد رینولدز است

  . رینولدز و زبري است
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  تمرین
و دبی  ft 2000درجه سانتیگراد باید با لوله اي به طول  20مطابق شکل این مسئله آب 

s
ft3

تلمبه  2 مخزن به 1از مخزن  3
  .باشد توان پمپ را محاسبه کنید  %75و بازده پمپ  6inاگر جنس لوله از آهن و قطر آن . شود

  

  
  :راهنمایی

  :داشته باشد معادله برنولی بصورت زیر اصلاح می شوددر مسائلی که پمپ وجود 

Pf hhz
g

V
g

Pz
g

V
g

P
 2

2
22

1

2
11

22   
  :که جمله آخر معادله برنولی، هد پمپ نامیده می شود و رابطه آن با توان پمپ بصورت زیر است

gQ
HhP 


  

  .راندمان پمپ است که عددي کمتر از یک می باشد توان وHکه در آن
  

  
  تمرین

جنس هر دو لوله آهن چکش خـوار اسـت،دبی را بـر حسـب     .توان می گیرد 400Wتوربین کوچک شکل این مساله از آب
  .مترمکعب در ساعت محاسبه کنید

  

  
  :راهنمایی

  :می شوددر مسائلی که توربین وجود داشته باشد معادله برنولی بصورت زیر اصلاح 

Tf hhz
g

V
g

Pz
g

V
g

P
 2

2
22

1

2
11

22   
  :بصورت زیر است توربین که جمله آخر معادله برنولی، هد توربین نامیده می شود و رابطه آن با توان
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gQ
HhT   

  .است که عددي کمتر از یک می باشدتوربین راندمان  توان وHکه در آن
  

  تمرین
براي تحویل

s
ft3

inآب با یک لوله خروجی از جنس فولاد تجاري به قطر 02.0
2
لازم را  hارتفـاع   در شـکل ایـن مسـاله،    1

  .محاسبه کنید
  

  
  
  براي تعیین دبی جریان مودي مودار تصحیح شدهن

می توان از نمودار مخصوصی به نام نمودار تصحیح  هااي مجهول باشد براي تعیین آندر مسئله یا سرعت هرگاه دبی جریان 
  .براي یافتن سرعت جریان در لوله استفاده کرد موديشده 

می توان به روش زیر مسئله ) که به سعی و خطا نیاز دارد( قبلی دبی مجهول باشد علاوه بر روش یادر صورتی که سرعت 
  .ر حل کردترا راحت

از رابطه را  پارامتر  ابتدا
2

3
2

2
Re

Lv
hgDf f مودي و  سپس با استفاده از نمودار تصحیح شده. بدست می آوریم

بکمک 
D
زیرا یا دبی را،  را بدست می آوریم و از روي آن سرعت ، رینولدزVAQ .  

براي تعیین دبی یا سرعت در نمودارهاي مکانیک سیالات موجود در وبلاگ وجود ندارد و  نمودار تصحیح شده مودي
  :              دبی یا سرعت را بدست آورد زیر رینولدز را و سپس از روي آنطه ببجاي آن می توان از را

  
                                                                














2
51.2

7.3
log8Re

D
  

  :در می آید زیرساده  براي جریان هاي آرام این رابطه به صورت

32
Re 

  
  

  :پس از تعیین عدد رینولدز از رابطه زیر دبی بدست می آید
Re

4
DvQ 
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  تمرین
دبـی   باشـد  D=5cmو   L=700mاگر لوله حامـل صـاف بـا    . درجه سانتیگراد است 20مخازن شکل این مسئله حاوي آب 

جریان را بر حسب
h

m 3

mzبه ازاي   1000  محاسبه کنید .  
  

  
  

   تمرین
دبی جریـان را بـر    فرض شود kPa 900اگر فشار نسبی . درجه سانتیگراد در لوله شکل این مسئله جریان دارد 20 اتیل الکل

  .محاسبه کنید مترمکعب بر ساعت حسب
  

  
  

  تمرین
دبی  باشد، 20Cو دماي آن SAE30اگر سیال روغن.است 6cmجنس لوله رابط در شکل این مساله فولاد تجارتی به قطر

  .جهت جریان را نیز مشخص نمایید.جریان را بر حسب مترمکعب در ساعت محاسبه کنید
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  ده مودي براي تعیین اندازه لولهنمودار تصحیح ش
, 푄حالا فرض کنیم  퐿 , ℎ , 휌, 휇 براي این منظور گروه بی بعد .داده شده است و مسئله تعیین قطر لوله باشدβ  را به صورت

  :زیر تعریف می کنیم

β = (푓푅푒 ) =
128푔ℎ 푄

휋 퐿푣  

  :با استردر این صورت رینولدز براي لوله هاي صاف براب
푅푒 = 1.43훽 .  

   : εو براي لوله هاي زبر با زبري 

푅푒 = [−2훽log (
휋휀푣푅푒
14.8푄 +

2.51
훽 푅푒 . )] .             

  
, نمودار تصحیح شده مودي براي این حالت بر حسب  훽 و 푅푒 این نمودار هم در نمودارهاي مکانیک سیالات  .است
  :می آید اده از رینولدز، قطر بدسترینولدز و سپس با استف ،موجود در وبلاگ وجود ندارد و بجاي آن از رابطه فوق

Re
4
v

QD


  

  
  تمرین

متر و دبی  200درجه سانتیگراد با یک لوله چکش خوار با طول 20 )اتیل الکل(اتانولجایی پمپ شکل زیر به منظور جاب 
  .مترمکعب بر ثانیه به کار می رود، قطر مناسب لوله را تعیین کنید 0.5

  
  

  

  
  تمرین

mz با فرض 90 با طول حامل آب دنی بودن لولهو چm200اگر دبی،
h

m3

  .را بدست آوریدباشد، قطر مناسب لوله   5
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  جلسه چهارم
  )Flow in Noncircular Ducts(جریان در مجراهاي غیر دایره اي 

مجراهاي غیر دایره اي می توان با در نظر گرفتن یک گیریم که سطح مقطع دایره اي نباشد، براي  اکنون حالتی را در نظر می
  :حجم کنترل و نوشتن معادله اندازه حرکت افت هد اصطکاکی را به صورت زیر بدست آورد

∑ 퐹 = 푚 ̇ (푉 − 푉 ) = 0  
  :سرعتهاي ورودي و خروجی با هم برابر است لذا

 (∆푃)퐴 + 푚푔푠푖푛∅ − 휏 푃∆퐿 = 0  
جمله دوم مربوط به جاذبه و جمله سوم مربوط به نیروهاي  مربوط به نیروهاي فشاري،یادآوري می شود جمله اول 

휏فشار و در عبارت  ،퐴(푃∆)در عبارت   P توجه داشته باشید.باشد اصطکاکی می 푃∆퐿این دو  ، محیط مقطع مجرا می باشد
  .را با هم اشتباه نگیرید

(∆푃)퐴 + ρ퐴∆퐿푔푠푖푛∅ − 휏 푃∆퐿 = 0  
  .قرار می دهیم 퐿푠푖푛∅  ،∆푧∆تقسیم نموده و بجاي  gAدو طرف تساوي را بر 

 ∆ + ∆푍 − ∆ = 0 ⇒ ∆ + ∆푍 = ∆        
  :حال معادله برنولی را می نویسیم

+ + 푍 = + + 푍 + ℎ   
  .همیشه ثابت است پس سرعت ها با هم برابرند با سطح مقطع یکنواخت، چون سرعت در لوله

PPP  zzzو21    :و در نتیجه 21
∆ + ∆푍 = ℎ ⇒ ℎ = ∆ ⇒  ℎ = ∆    

= 푅    

 ℎ = ∆                 
 .می نامند )Hydraulic Radius(را که نسبت مساحت سطح مقطع به محیط تر شده مجرا می باشد شعاع هیدرولیکی  

퐷 .(چهار برابر شعاع هیدرولیکی را قطر هیدرولیکی می نامند = 4푅(  
توان از آن  در روابط با مجراي دایره اي می 퐷به جاي ) Hydraulic Diameter( )퐷(قطر هیدرولیکی جایگذاريبا 

بنابراین در مواردي که سطح مقطع دایره اي نباشد قطر هیدرولیکی را بدست آورده و  .استفاده کرد امجراه سایرروابط براي 
  :بعنوان مثال .بجاي قطر از قطر هیدرولیکی در روابط لوله هاي دایره اي استفاده می کنیم

ℎ = f
L

퐷
푉
2g 

 

푅푒 =
푉퐷

푣  

 
211.1 )])

76.3
(

Re
9.6log(8.1[ 

hD D
f

h

      

  
   )Flow between Parallel  Plates(جریان بین صفحات موازي

با این حالت هم  .در نظر بگیریدرا از یکدیگر قرار دارند  h2 که به فاصله bبه عرضجریان بین صفحات موازي عریضی 
  .تحلیل می شود روش جریان در لوله هاي مقطع گردروشی مشابه 
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dy
dg

dx
dP

dx
duu x

 
 

:چون جریان توسعه یافته است ترم سمت چپ تساوي برابر صفر است و در نتیجه
  

0
dy
dg

dx
dP

x
       

با توجه به اینکه
dx
dzggx   sin,sin  و

dy
du  0 شرایط مرزي  و با اعمال)()(  huhu  داریم:  

 

푢 =
1

2휇 −
푑

푑푥
(푃 + 휌푔푧) (h − y ) 

푄 = 푢푑퐴 = 푢푏푑푦 

푄 =
푏ℎ
3휇 −

푑
푑푥

(푃 + 휌푔푧)  

푉 =
푄

2푏ℎ =
ℎ
3μ −

푑
푑푥

(푃 + 휌푔푧)  

푉 =
2
3 푢  

τ = μ
푑푢
dy │  ⇒   یا 

τ = h –
푑

푑푥
(푃 + 휌푔푧)  

퐷 =
4퐴
P =

4푏(2ℎ)
2b = 4ℎ 

푅푒 =  
휌푉퐷

μ  

푅푒 =  
휌푉(4ℎ)

μ  

푓 =
8τ
휌푉 =

8h – 푑
푑푥 (푃 + 휌푔푧)

휌푉  

 اما چون 

푉 =
ℎ
3μ −

푑
푑푥

(푃 + 휌푔푧)  

:در نتیجه  
 

−
푑

푑푥
(푃 + 휌푔푧) = 3μV

ℎ  
 

  :푓با جایگذاري در رابطه 
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푓 =
8h 3μ푉

ℎ
휌푉 =

24μ
휌푉h =

24
휌푉h

μ
=

24(4)
휌푉4h

μ
⇒  푓 =

96
푅푒  

푓 =
96

푅푒  

 
  

  )Effective Diameter(قطر موثر
  .استفاده از قطر هیدرولیکی می توان از قطر موثر استفاده کرددر حالتی که جریان آشفته باشد به جاي 

  .استفاده از قطر موثر به جاي قطر هیدرولیکی باعث افزایش دقت می شود
퐷 = 0.667퐷  

 .به کار می رودرینولدز می شود و تنها در محاسبه  هلازم به ذکر است قطر موثر براي جریان هاي آشفته استفاد

  
  تمرین

جریان دارد،  30 از یکدیگر و با سرعت میانگین 4cmبین دو صفحه موازي صاف با فاصله  20Cبا دماي  SAE30روغن  
  .طول لوله محاسبه کنید 100mافت فشار، سرعت خط مرکز و افت هد را براي هر 

  
  )Flow through a Concentric Annulus(جریان در لوله دو جداره

در شعاع  .تگیریم که بصورت محوري در فضاي بین دو استوانه هم محور جاري اس میمطابق شکل جریانی را در نظر 
  :هاي داخلی و خارجی به علت شرط عدم لغزش سرعت صفر است

 
 

0)(
0)(




bu
au  

  

  
  

  :معادله اندازه حرکت را می نویسیم
 

ρ푢
휕푢
휕푥 = −

휕푃
휕푥 + ρ푔 +

1
r

휕
휕푟 (푟휏) 

  و همچنین است rفقط تابعی از 휏و xفقط تابعی از  Pاست وتوسعه یافته با توجه به اینکه جریان 
휕푢
휕푥 = 0 

  :لذا رابطه فوق به صورت زیر ساده خواهد شد
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1
r

푑
푑푟

(푟휏) =
푑푃
푑푥 − ρ푔  

푔 = 푔푠푖푛∅      푠푖푛∅ = −
푑푧
푑푥 ⇒ 푔 = −푔

푑푧
푑푥 ⇒ 

1
r

푑
푑푟

(푟휏) =
푑푃
푑푥 + 휌푔

푑푧
푑푥 

1
r

푑
푑푟

(푟휏) =
푑

푑푥
(푃 + 휌푔푧) = 푘 

푑
푑푟

(푟휏) = 푘푟            휏 = 휇
푑푢
푑푟 

푑
dr 푟휇

푑푢
푑푟 = 푘푟

                
푟휇

푑푢
푑푟 =

푘푟
2 + 퐶  

푑푢
푑푟 =

푘푟
2휇 +

퐶
푟휇 

푢(푟) =
푘푟
4휇 +

퐶
휇 푙푛푟 + 퐶  

  :پروفیل سرعت به صورت زیر بدست می آید شرایط مرزي، با اعمال
푢(푟 = 푎) = 0 
푢(푟 = 푏) = 0 

  

푢 =
1

4휇 −
푑

푑푥
(푃 + 휌푔푧) 푎 − 푟 +

푎 − 푏

푙푛 푏
푎

푙푛
푎
푟  

  :بصورت زیر تعیین می شودهمچنین دبی حجمی نیز 
푄 = ∫ 푢푑퐴 = ∫ u(2πrdr) ⇒  
 

Q =
휋

8휇 [−
푑

푑푥
(푃 + 휌푔푧)] 푎 − 푏 +

(푎 − 푏 )
푙푛 푎

푏
 

  
  : زیر بدست می آیدسرعت، بیشترین سرعت در شعاع معادله با مشتق گیري از

  

2
1

22

)ln(2 


















b
a
bar  

  
  .به نقطه وسط بین استوانه ها نزدیک می شودسرعت ماکزیمم  a-bبا کم شدن فاصله . که به شعاع داخلی نزدیکتر است

به صورت    fدر لوله هاي دوجداره، ضریب اصطکاك 
2

2
V

g
L

Dhf h
fتعریف می شود.  

                           )(2
)(2
)(44 22

ba
ba
ba

P
ADh 






  

VDhبا جایگذاري hf در معادله  ,,
2

2
V

g
L

D
hf h

f     در می یابیم که ضریب اصطکاك جریان آرام در لولـه دوجـداره هـم
  :محور چنین است
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b
a
baba

baba

ln

)(

)()(

222
44

222


 

hD

f
Re
64


  

یا
  

   
hDeff Re1Re


           و

eff

f
Re

64
        

برخی از مقادیر 
hDf Re  و


1


h

eff

D
D  بر حسب

a
b در جدول موجود است.  

  
   تمرین

بـه یکـدیگر    20ftدو مخزن را با اختلاف سـطح   b=1inو  a=5inاز جنس فولاد تجاري  100ftیک لوله دو جداره به طول 
باشد، دبی جریان را بر حسب  20Cدر صورتی که سیال آب . مرتبط می کند

s
ft3 بدست آورید .  

  

  
  مقاطع مثلثی و مستطیلی
کافیست  مثلثی یا مستطیلی است،لوله که سطح مقطع در حل این نوع مسائل 

effD  را از رابطه
hD

h
eff f

D
D

Re
64

  بدست آورد

 لازم به ذکـر اسـت بـراي مثلـث و مسـتطیل     . قرار داد D،effDبه لوله هاي گرد به جاي  و در روابط مربوط
hDf Re از  را

در مجموعـه  همچون سایر جـداول  این جدول  .می توان بدست آورد مکانیک سیالات موجود است، هايدر کتابی که جدول
  .جداول موجود در وبلاگ وجود دارد

  
   تمرین

و به  12inبه شکل یک مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  20Cاگر مقطع یک کانال تهویه از جنس ورق فولادي، حامل هواي 
اسب بخار توان را به هوا بدهد، دبی جریان را بر حسب  1باشد و یک دمنده  ft 120طول 

s
ft3 بدست آورید.  
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  مپنججلسه 
   )Minor  Losses(موضعی هايافت

افتهـاي  ، افت هاي دیگري بـه نـام   سیال استاشی از لزجت که ندي ودر سیستم هاي لوله کشی علاوه بر افت اصطکاکی م
  : که غالبا به دلایل زیر ظاهر می شوند موضعی وجود دارند

  ورودي و خروجی لوله  -1
 کوچک شدن ناگهانی سطح مقطع لولهبزرگ و  -2

 .زانویی، سه راهی و غیره: مانند. اتصالاتی که غالبا در سیستم هاي لوله کشی به کار می روند -3

 استفاده از شیر ها در حالت هاي مختلف -4

 مقطع سطح بزرگ و کوچک شدن تدریجی  -5

 ،دي افـت فشـار ایجـاد کننـد    ویش از اصطکاك مبزرگ هستند که می توانند حتی ب اي به اندازه هادر برخی از موارد این افت
  :از رابطه زیر بدست می آید هد ناشی از افت هاي موضعیمقدار  .مانند استفاده از شیر نیمه باز

 g
Vkh mm 2

2   

mk را ضریب افت موضعی)Loss Coefficient (افتهاي موضعی اهمیت ی که بنابراین معادله برنولی در حالت .می نامند
  :بصورت زیر نوشته می شود داشته باشند

mf hhz
g

V
g

Pz
g

V
g

P
 2

2
22

1

2
11

22 
  

)(
222

222

  mmmf k
D
Lf

g
V

g
Vk

g
V

D
Lfhhh  

ها و سه راهی ها بستگی به قطر این وسایل، براي شیرهاي نیمه باز بسـتگی بـه    ییبراي شیرهاي باز، زانو kضرایب نسبت
کـه بـا    ی به ابعاد هندسی این وسـایل دارد ، انبساط ها و انقباض ها بستگورودي ها ،خم هابراي و  قطر لوله و درصد بازي

مقدار ضریب افت را موجود است  وبلاگکه در ول و یا نمودارهاي مربوطه امی توان از روي جد علوم بودن این پارامترهام
  .خروجیها برابر یک در نظر می گیرندانواع ضریب افت را براي  .بدست آورد
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  تمرین
درجه شعاع بزرگ و فلنج دار،  90درجه و چهار زانویی  45، دو زانویی 5cmلوله چدنی به قطر  1200mدر شکل این مسئله 

باشد، فشار نسـبی لازم در   400m، 1اگر بلندي نقطه . یک شیر بشقابی فلنج دار کاملا باز و یک خروجی تیز در مخزن دارد

براي رساندن  1نقطه 
s

m 3

  به مخزن چقدر است؟ 20Cآب  005.0
  

  
  

  )Multiple-Pipe Systems(سیستم هاي چند لوله اي
  ) Equivalent Pipes( لوله هاي معادل

دبی با  ،جریان در لوله معادلدبی  ،یک لوله با لوله دیگر یا با یک سیستم لوله اي معادل است هرگاه براي یک افت داده شده
جریان در لوله اصلی یکسان باشد یا می توان گفت که یک لوله با لوله دیگر یا با یک سیستم لوله اي معادل است وقتی 

از این رو یا قطر یک . و در لوله اصلی با هم مساوي باشند افت هد بوجود آمده در لوله معادل ،جریان معین دبیبراي یک 
زم را بدست آورد یا طول معادل را می توان انتخاب کرد و از روي آن قطر لوله معادل را می توان مشخص کرد و طول لا

  .لازم را پیدا کرد
  )Pipes in Series(لوله هاي سري

لوله هایی سري هستند که انتها به انتها متصل شده باشند به طوري که سیال در یک خط پیوسته بدون هیچگونه انشعاب 
  :در این گونه لوله ها روابط زیر را داریم. ثابت است حرکت کند، آهنگ جریان در لوله هاي سري

푄 = 푄 = 푄 = 푄 = ⋯ 
ℎ = ℎ + ℎ + ℎ + ⋯ 

  
  

  )Pipes in Parallel(لوله هاي موازي
ی موازي هستند هرگاه طوري به هم متصل شده باشند که  جریان در دو لوله جداگانه یا بیشتر منشعب شود و سپس یلوله ها

  .شکل زیرین دست جمع شود مانند در پای ادمجد
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Q هاي در حالت موازي دبی کل به دبی , Q  ,Q تقسیم می شود و افت هد بین دو اتصال ابتدا و انتها براي هر خط  ...و
  .لوله بین این دو اتصال یکسان است

푄 = 푄 + 푄 + 푄 + ⋯ 
ℎ = ℎ = ℎ = ℎ = ⋯ 

  
  )Three-Reservoir Junction(اتصال سه مخزن به یکدیگر

د لوله به دو یا چند لوله دیگر به وجود می آید سیستم لوله هاي انشعاب می نیک سیستم لوله را که از تجزیه یک یا چ
  .گویند معمولا لوله ها از مخازن منشعب می شوند

ار گرفته و این مخازن در ارتفاعات مختلف قر. سیستم ساده اي از لوله هاي انشعابی در شکل زیر نشان داده شده است
 .نمی باشد ولی ارتفاع این نقطه اتصال مشخص به یکدیگر متصل می شوند  퐽داراي فشارهاي مختلفی می باشد که در نقطه

براي حل این گونه مسائل . فشار در مخازن و ارتفاع آنها همچنین قطر، طول و نوع لوله بستگی دارد هجهت واقعی جریان ب
  :کنیم به روش زیر عمل می

 )ℎ (.کنیم فرض می 퐽ع خط تراز هیدرولیکی را براي نقطه ارتفا -1

براي هر لوله  푓اخ و با حدس ببا محاسبه افت هد نسبت به نقطه اتصال و استفاده از معادله اصطکاك دارسی وایس -2
 .از هر لوله را بدست می آوریم 푄یعنی عبوري دبی جریان  푉را بدست آورده سپس با داشتن  푉سرعت 

ℎرا کاهش و اگر مثبت شد مقدار ℎمجموع دبی ها را بدست آورده اگر منفی شد مقدار  -3   .را افزایش می دهیم  

∑این کار را تا رسیدن به  -4 푄 =  .کنیم تکرار می 0

 

  

  
  تمرین

به طور سري به هم متصل  500mmقطر  هو ب 400mو یک لوله بتنی به طول 350mm و قطر  225mیک لوله بتنی به  طول 
  .را پیدا کنید 625mه طولشده اند، قطر لوله معادل ب

  
   تمرین

با فرض آنکه . به هم متصل شده اند 20ftدو مخزن شکل این مسئله به وسیله لوله هایی از جنس چدن چکش خوار به طول 
دبی جریـان را بـر حسـب     هاي موضعیالاتر باشد با در نظر گرفتن افت ب 2نسبت به مخزن 60ft 1و مخزن 20Cسیال آب 

s
ft   .)ورودي و خروجی لبه تیز است.(بیدبیا 3
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  تمرین
را  (Q)باشد، دبی کلی  30mاگر افت هد کلی سیستم  .اطلاعات لوله هاي سیستم سه شاخه اي شکل زیر داده شده است 

  .موضعی را در نظر نگیرید هايافت .حساب کنید
  

  
  

ε(푚푚) 퐷(푐푚) 퐿(푚) لوله  
0.12  6  200  1 
0.24 6 120  2  
0.12  8  180  3 

  
  
  تمرین

  .شکل دبی جریانها را براي داده هاي زیر پیدا کنیداین در  
  

  
  

L = 400m L = 300m L = 200m 
D = 400mm D = 350mm D = 300mm 
ε
D = 0.0001 ε

D = 0.00015 ε
D = 0.0002 

Z = 100m Z = 400m Z = 700m 
P = 3atm P = 2atm P = 7atm 
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  مششجلسه 
  جریان خارجی :فصل دوم

  )External Flow(جریان خارجی
در فصل گذشته جریان داخلی یعنی جریان در داخل لوله ها و مجراها مورد بررسی قرار گرفت در این فصل به بررسی 

را احاطه کرده باشد مانند به جریانی اطلاق می شود که سیال جسم جامد جریان خارجی  .جریانهاي خارجی می پردازیم
  .جریان روي یک صفحه تخت و یا جریان عبوري از روي یک استوانه و یا جریان حول یک کره

قرار دارد را در نظر بگیرید، سرعت سیال را سرعت  Uیا Uسرعت یک سیال با یک صفحه مسطح که در معرض جریان 
هنگامی که جریان به  .ی نامندم )Potential Velocity(یا سرعت پتانسیل )Free streem Velocity( جریان آزاد

می گویند، درست  )Boundary Layer(صفحه می رسد پیرامون صفحه لایه نازکی تشکیل می شود که به آن لایه مرزي 
می نامند از این نقطه لایه مرزي  )Stagnation Point(درلبه صفحه سرعت سیال صفر است که این نقطه را نقطه سکون 

 Boundary(این لایه تا صفحه را ضخامت لایه مرزيعمودي فاصله . انتهاي صفحه ادامه خواهد داشت که تاآغاز می شود 

Layer Thickness(  می نامند، ضخامت لایه مرزي را با تابعی از  که نشان می دهند푥  ن با آرابطه است و푥  بطور
  .مستقیم است یعنی با حرکت در طول صفحه بر ضخامت لایه مرزي افزوده می شود

  

  
  

  )Velocity Gradient( گرادیان سرعت
بیان می کند  )No slip condition(می دانیم که شرط عدم لغزش .کیل لایه مرزي لزج بودن سیال استاصولا علت تش

با توجه به اینکه سطح جامد در اینجا  ،که سرعت لایه سیال در تماس با سطح جامد باید با سرعت سطح جامد برابر باشد
به تدریج سرعت زیاد می شود تا در روي لایه مرزي یه سیال در تماس با سطح صفر است ساکن است لذا سرعت لا

  .رسدبسرعت لایه سیال به حدود سرعت جریان آزاد 
بدین معنا که با فاصله گرفتن از سطح بر مقدار سرعت افزوده می  یه مرزي گرادیان سرعت وجود داردبنابراین در داخل لا

  .برابر است)  U(و سرعت سیال با سرعت جریان آزاد  زي هیچ گرادیان سرعتی وجود ندارددر خارج از لایه مر. شود
  

  رژیم جریان
  .وجود داردنوع رژیم جریان لایه مرزي دودر 

 ) Flow Laminar(جریان آرام  

در  کننـد می سیال تداخل ایجاد نکرده و لایه ها به صورت منظم حرکت  ه هاي لایدر آن جریان آرام به جریانی گفته می شود که 
  .استطول این ناحیه معمولا کم . جریان آرام اثري از اغتشاش و آشفتگی به چشم نمی خورد
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  )Turbulent Flow(جریان آشفته 
لایه هاي سرعت در هم فرو رفته و  .سیار نازکی اطراف سطح آشفته استبجریان به جز در قشر آرام بعد از ناحیه 

  .سرعت یکنواخت تر استگرادیان تغییرات سرعت در این ناحیه کمتر و در نتیجه  .اغتشاشات بر جریان حاکم است
  

  
  

  )Reynolds Number(عدد رینولدز
براي تعیین  ستمعیاریعدد رینولدز یک عدد بدون بعد است که برابر نسبت نیروهاي اینرسی به نیروهاي لزجی است و 

  :نشان داده می شود براي یک صفحه مسطح به صورت زیر تعریف می شود 푅푒 این عدد که با ،رژیم جریان


 xUxU

x
 Re  

푅푒رینولدز در نقطه  =  푥  
μسیال  دینامیکیلزجت  =  

푣سیال  سینماتیکیلزجت  =  
ρدانسیته سیال  =  

푈سرعت جریان آزاد  =  
푥 صفحه فاصله از لبه  =  

را طبق رابطه فوق بدست می  푅푒م جریان را تعیین کنیم یاز لبه صفحه بخواهیم رژ  푥فرض کنید در نقطه اي به فاصله 
  .آوریم

500000Reاگر   x استدر آن نقطه آرام جریان شد با. 

500000Reاگر  x استدر آن نقطه آشفته جریان شد با. 

  
  تعیین ضخامت لایه مرزي

بر مقدار ضخامت لایه مرزي افزوده می شود، روابط متعددي براي تعیین ضخامت  푥همانطور که قبلا بیان شد با افزایش 
  :ن به عنوان نمونه از روابط زیر بهره گرفتالایه مرزي پیشنهاد شده است که می تو

  :باشد آراماگر جریان 
  

δ = 5푥푅푒 .  
  :بدلخواه می توان استفاده کرد از یکی از دو رابطه زیر باشد آشفتهاگر جریان و

δ = 0.16푥푅푒  
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δ = 0.37푥푅푒  
  

  تمرین
اگر ضخامت لایه مرزي در . متر بر ثانیه از روي یک صفحه صاف و نازك عبور می کند 25 و سرعت 20C هوا با دماي 

  .از لبه صفحه را محاسبه کنید 푥 فاصله  باشد، 1mm)و ب 10cm)الف xنقطه 
 
 

  )Momentum Integral Estimates(انتگرالی معادله اندازه حرکترد برآو
را روي یک صفحه مسطح در نظر بگیرید، شرط عدم لغزش سیال روي دیواره موجب می  x)(یک لایه مرزي به ضخامت 

  . می رسد Uبه سرعت جریان خارجی x)(شود سرعت سیال روي جداره صفر باشد، از طرفی سرعت در ضخامت
تعریف می به صورت زیر )از طرف سیال بر صفحه وارد می شودنیرویی که ( صفحه روي )Drag Force(نیروي پسا 

  :شود

  
  

퐷(푥) = 휌푏 푢(푈 − 푢)푑푦

δ

 

  .است) عمود بر صفحه کاغذ( صفحهپهناي  푏در این رابطه 
  :به صورت زیر بازنویسی کردمعادله فوق را  کارمان 1921در سال 

퐷(푥) = 휌푏푈 θ      
  که در آن

θ = ∫ 1 − 푑푦                     
θ را ضخامت اندازه حرکت )Momentum Thickness (حاصلضرب تنش نیروي پسا برابر  از طرف دیگر .می نامند

  :، یعنیاستبرشی در مساحت 


x

wbdxxD
0

)(   

 w برشی تنش)Shear Stress(  است و سیال بدلیل لزج بودن که استbdx با مشتق  .مساحت المان صفحه است
  :خواهیم داشت xگیري از دو طرف رابطه فوق نسبت به 

wb
dx

xdD 
)(  

  :مشتق می گیریم xاز دو طرف رابطه کارمان نسبت به
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dx
dbU

dx
xdD  2)(

        
   :از مقایسه دو رابطه فوق نتیجه می شود

wdx
dU  

2  
  .رابطه فوق که به معادله انتگرالی اندازه حرکت موسوم است براي جریان آرام یا آشفته روي صفحه مسطح صادق است

  
  جریان آرام

  سرعت در جریان آرام را به صورت پروفیلکارمان 

)2( 2

2


yyUu  

  
  :تقریب زد در نتیجه این فرض خواهیم داشت 

  

 






0

2

2

2

2

15
2)21)(2( dyyyyy  

  :با این پروفیل، تنش برشی طبق تعریف بصورت زیر بدست می آید
   




 




U

dy
du

y
w

2

0  
:از طرفی داشتیم

  

dx
dUw
 2

   
  :بنابراین

     


dx
dU

dx
dU

dx
dU

U 

 222
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2  
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5.5
Re
303030 2

2
2

222 






  

5.0Re5.5  xx  
 

   )Skin Friction Coefficient(ضریب اصطکاك
  :کنندو بصورت زیر تعریف می  دهند نشان می  퐶 را با یب اصطکاك در جریان خارجی رض

퐶 =
2휏
휌푈  

  :تنش برشی را بصورت زیر بدست آوردیمدر جریان آرام اما 
τ = μ

2푈
훿  

  :داریم و در نتیجه با جایگذاري

퐶 =
2μ 2푈

훿
휌푈 =

4휗
훿푈  
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  :از طرفی بدست آوردیم
δ = 5.5푥푅푒 .  

  :این رابطه و ساده سازي خواهیم داشت درδ  با جایگذاري
퐶 = 0.73푅푒 .  

  
  )Displacement Thickness(جاییب ضخامت جا

δجایی  ضخامت جابه
فاصله اي است که خطوط جریان خارجی باید به آن اندازه به سمت خارج منحرف شوند تا اصل  ∗

  .بقاي جرم بین جریان هاي ورودي و خروجی ارضاء گردد
  

  
 
 

δ = δ∗ + h 

휌푈푏푑푦 = 휌푢푏푑푦 ⇒ 푈푑푦 = 푢푑푦  

푈ℎ = 푢푑푦 = (푈 + 푢 − 푈)푑푦 = 푈푑푦 + (푢 − 푈)푑푦 

푈ℎ = 푈훿 + (푢 − 푈)푑푦 = 푈(훿∗ + ℎ) + (푢 − 푈)푑푦  ⇒ 푈ℎ = 푈훿∗ + 푈ℎ + (푢 − 푈)푑푦 ⇒ 

푈훿∗ + (푢 − 푈)푑푦 = 0 ⇒ 푈훿∗ = (푈 − 푢)푑푦 ⇒ 

 

훿∗ = (1 −
u
U)푑푦 

  
  :را می توان به صورت زیر بدست آورد ∗훿 ،سرعت کارمان پروفیلبا استعمال 

  

훿∗ = (1 −
u
U)푑푦 ⇒ 훿∗ = (1 −

2y
δ +

푦
훿 )푑푦 =

훿
3  ⇒  

 
훿∗ = 1.83xRe .  

  
  تمرین
푢)سرعت را سینوسی  پروفیل = 푈푠푖푛 푦)  در نظر گرفته و مقادیر θ ، δ∗ δ، و퐶   .را بدست آورید  
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  تمرین
32شکل پروفیل سرعت را بصورت معادله چند جمله اي DyCyByAu    از تحلیل انتگرالی پیدا کرده و با استفاده

∗θ ، δ  اندازه حرکت δ، و퐶 را بدست آورید.  

  
  
  

  تمرین
یک لوله پیتوت حاوي روغن قرمز  .از روي صفحه مسطحی عبور می کند 20m/s اتمسفر با سرعت 1و 20Cهوا در 

)SG=0.827( 2 به فاصلهmm و از دیواره نصب شده است h=16mm. با این اطلاعات موقعیت x جریان را  .را تعیین کنید
  .آرام فرض کنید
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  مهفتجلسه 
  )Boundary Layer Equations(معادلات لایه مرزي

، )Numerical Solution(حل عددي. روش مهم براي بررسی جریانهاي خارجی وجود داردسه 
  )Boundary Layer Theory(تئوري لایه مرزيو ) Experimentation(یتجرب

است از طرفی روش هاي تجربی نیاز به این درس حل عددي با کامپیوتر خارج از حوصله  یا محاسباتیروش 
. لازم را استخراج می کنیم تبنابراین از روش سوم یعنی تئوري لایه مرزي استفاده کرده و معادلا .آزمایشگاههاي مدرن دارد

ارائه نشده است و تحلیل آن صرفا بر اساس روابط تجربی  لازم به ذکر است هنوز هیچ راه حل تحلیلی براي جریان آشفته
  .است

  :نشان می دهیم vرا با  yو مولفه عمودي سرعت در راستاي u با را xمولفه افقی سرعت در راستاي
   :معادله پیوستگی

+ = 0  
   x: معادله مومنتوم در جهت

휌(푢 + v ) = − + μ +   
   :yمعادله مومنتوم در جهت

  
휌 푢 + v = − + 휌푔 + μ +   

.معادلات فوق با تقریبهاي معقول ساده می شوند  
 

v ≪ 푢  ,   푥 ≫ 푦    ,    ≪    
به   yمومنتوم در جهت) چون ضخامت لایه مرزي بسیار نازك است(با چشمپوشی از وزن سیال در داخل لایه مرزي 

=صورت    ).است xفقط تابعی از  P(در می آید، یعنی فشار در امتداد لایه مرزي تغییر نمی کند   0
  

휌 푢 + v = − + μ   
  :از معادله برنولی می دانیم که

= −ρU   
  :در نتیجه

휌 푢 + v = ρU + μ   
  :در جریان آرام از طرفی می دانیم

휏 = μ   
  :در نتیجه

= μ   
 

  :و با جایگذاري در معادله مومنتوم بدست می آید
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 푢
휕u
휕푥 + v

휕u
휕푦 = U

dU
dx +

1
ρ

휕휏
∂y 

  :معادله فوق همراه با شرایط مرزي زیر معادله حاکم بر لایه مرزي خواهد بود
 

푎푡        푦 = 0    푢 = 0  
푎푡        푦 = 훿     푢 = 푈   
푎푡         푦 = 훿    = 0  

با یک  1908بدست آورد ولی قادر به حل این معادله نبود، سرانجام بلازیوس در سال  1904 معادله فوق را پرانتل در سال
  :نشان داد کهمعادله فوق را حل کرد و تغییر متغیر استادانه 

δ = 5푥푅푒 .  
퐶 = 0.664푅푒 .  
δ

∗
= 1.721푥푅푒 .  

τ = 0.332 ρ .  μ .  푈 .  푥 .  
퐷(푥) = 0.664 푏 ρ .  μ .  푈 .  푥 .   
퐶 = 1.328푅푒 .                          
θ = 0.664푥푅푒 .  

  
روابط براي جریان  لازم به ذکر است که تمامی روابط فوق براي جریان آرام روي صفحه کاربرد دارد ونمی توان از این

  .ردآشفته استفاده ک
نامیده می شود در حقیقت ضریب پسا یک ضریب اصطکاك  )Drag Coefficient( ضریب پسا 퐶در روابط فوق 

ابتدا از رابطه را باید ضریب پسا در جریان آرام از طرف سیال متوسط است و براي محاسبه مقدار کل نیروي وارد بر سطح 
퐶 = 1.328푅푒 퐷 از رابطهرا ي وارد بر یک طرف صفحه محاسبه نمود و سپس کل نیروي پسا . = 퐶 휌U A  بدست

  .آورد
  

  )Shape Factor(ضریب شکل
جایی به ضخامت اندازه حرکت را ضریب شکل می نامند که براي جریان آرام روي صفحه این مقدار نسبت ضخامت جاب

  .است 2.59برابر 

퐻 =
δ

∗

휃  

  
  تمرین 
حرکت می متر بر ثانیه  7و سرعت  20Cسیرین با دماي یسانتیمتر مربع درون جریان گل90 در45 صفحه مسطحی به ابعاد 

  .محاسبه کنید ،جهت جریان قرار گیردبا موازي  طول صفحه) بو عرض صفحه ) مقدار پساي لزجتی را وقتی  الف. کند
  
  ریان آشفتهج

  :از روابط زیر استفاده کردی توان در حالتی که جریان آشفته باشد م

dx
dUw
 2  

 θ = ∫ 1 − 푑푦 
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2

2




U

C w
f 



  
:لگاریتمی فرض می کنیم را در ناحیه آشفته پروفیل سرعتبعنوان اولین تقریب 

  

ByuLn
ku

u




*

*
1 

5,41.0  Bk                        
                         

2
1

* )(

 wu 

  
  :روي لایه مرزي، سرعت برابر سرعت جریان آزاد است

BuLn
ku

U



 *

*

1
  

  
:با جایگذاري پروفیل سرعت در رابطه ضخامت مومنتوم و انجام مراحلی شبیه جریان آرام خواهیم داشت

  

2
1

* )2(
fCu

u
 

5)
2

(44.2)2( 2
1

2
1









  f

f

CU
Ln

C 
 

 
رابطه بدست آمده رابطه پیچیده ضمنی براي یافتن 

fC  لذا می توان به جاي حل  .سعی و خطا نیاز دارده باست که حل آن
  .این معادله از تقریب هاي زیر توسط پرانتل استفاده کرد

  
قانون توان 

7
  پرانتل  1

  :و مراحل فوق تکرار می شود پروفیل سرعت را بصورت زیر فرض کرده
7
1

)(

y

U
u
  







72
7)(1)( 7

1
7
1

0









  dyyy  

            7
1

Re16.0


 xx  
7
1

Re01556.0


 xx

 7
1

Re027.0


 xfC  
7
1

7
13

7
6

7
1

0135.0


 xUw   
)(

6
7Re031.0 7

1

LCC fLD 
  







8
1)(1)1(

0

7
1

0

* 







  dyydy

U
u

  
7
1

* Re02.0


 xx  









72
7
8
1

*

H

  
3.1H  
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  تمرین
روي دیواره اي قرار گرفته و با یک لایه مرزي که به سمت آن  و ارتفاع Lصفحه مسطحی به طول  در شکل این مساله

آشفته بوده و سرعت جریان نزدیک شونده نیز چنین  فرض کنید که جریان روي این صفحه کاملا .موازي است می آید،
:تابعی است

 
7
1

)(

y

U
u
 . پساي همان صفحه ضریب پساي این صفحه پیدا کرده و نتیجه حاصل را با ضریب فرمولی براي

  .مقایسه کنیدغوطه ور است  U0 وقتی که در جریان یکنواخت

  
  

  )Roughness Surfaces(سطوح زبر
در جریان روي صفحه مسطح زبري پارامتر مربوط به 


x   یا


L که درآن است زبري میانگین سطح می باشد که به جنس

  .فاصله خاصی از صفحه تا لبه است xو  صفحه طول L. بستگی دارد
fC  وDC تعیین می شوند بوسیله روابط تجربی زیر:  

5.2)58.187.2( 

xLogC f

  

5.2)62.189.1( 

LLogCD  

این نمودار ضریب پساي لایه مرزي  .براي جریان روي صفحه مسطح نموداري وجود داردهم مشابه نمودار مودي در اینجا  
این نمودار در مجموعه نمودارها و  .دهدارائه می آرام و آشفته روي صفحات سطح صاف و زبر را بر حسب عدد رینولدز 

  .جداول مکانیک سیالات موجود در وبلاگ قرار دارد
  

   تمرین
درجه  20و دماي  12m/sن آبی با سرعت اي نازك به شکل مثلث متساوي الاضلاع در جریا در شکل مسئله زیر صفحه 

مقدار پساي روي این صفحه را  باشد،  5105اگر عدد رینولدز بحرانی برابر . سانتیگراد و موازي با آن غوطه ور است
  .حساب کنید
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  تمرین
در ) متربرثانیه است 0.5144معادلهر گره دریایی (گره دریایی 3متر با سرعت  40متر و طول  14کرجی مسطحی به پهناي 

دیواره با  )بو یک دیواره صاف  )پساي اصطکاکی در کف کرجی را براي الف. درجه سانتیگراد حرکت می کند 20آب 
  .کنید حساب یمترمیل  3زبري به ارتفاع

  
   تمرین

قدرت . درجه سانتیگراد دریا حرکت می کند 20گره دریایی در آب  45متر طول با سرعت  5سانتیمتر قطر و  55اژدري با 
)5.0( .بدست آوریدمورد نیاز این اژدر را براي غلبه بر پساي اصطکاکی  mm  

  
  
  )Separation(جدایش 

ویل سرعت صفر و فشار در نقطه برخورد جریان به لبه ف. فویلی را که در معرض یک جریان آزاد قرار گرفته در نظر بگیرید
 بتدریج بر مقدار سرعت افزوده شده و از مقدار فشار کاسته می شود تا در. ن می نامندواین نقطه را نقطه سکماکزیمم است، 

گرادیان سرعت مثبت از نقطه سکون تا این نقطه  .نیمم استیدر این نقطه فشار مخود برسد مقدارنهایت سرعت به ماکزیمم 
)0,0(.نفی استو گرادیان فشار م 

dx
dU

dx
dP  این ناحیه را گرادیان فشار مطلوب)Favorable Gradient Pressure( 

  .می نامند
  

  
.از این نقطه به بعد ازسرعت کاسته شده و بر مقدار فشار افزوده می شود

 
)0,0( 

dx
dU

dx
dP  این ناحیه را گرادیان فشار

این . بنابراین سیال تدریجا مومنتوم خود را از دست می دهدمی نامند  )Adverse Gradient Pressure(مطلوب نا
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کند و در نتیجه لایه مرزي از سطح جدا می  حفظکاهش مومنتوم تا جایی ادامه دارد که سیال قادر نیست شکل خود را 

:در نقطه جدایی .این پدیده را جدایی می نامند. شود
 

0
0





yy
u  

ضخامت لایه مرزي به شدت می افزاید که این باعث  ر مقدارزیرا ب. پدیده نامطلوبی است مرزي از سطحجدایی لایه 
بعد از جدایش در پشت جسم خلا نسبی حاصل می شود و اختلاف فشار بین جلو و عقب . افزایش نیروي پسا می شود

لایه مرزي تا نقطه جدایی صادق است و تحلیل انتگرالی . خواهد شد )Shape Drag( جسم باعث ایجاد یک پساي فشاري
  .شرط لازم براي جدایی است اما شرط کافی نیست گرادیان فشار نامطلوب اگرچه.معتبر نیستبعد از آن 

  
  

   
  

  همگرا واگرا جدایی لایه مرزي در یک دیفیوزر رشد و
)Boundary Layer Growth and Separation in a Nozzle-Diffuser Configuration(  

   :سه ناحیه وجود دارد که لایه مرزي بصورت زیر استهمگرا واگرا در یک دیفیوزر 
 گرادیان فشار (فشار کاهش یافته چون سطح مقطع بتدریج کاهش می یابد و سرعت افزایش می یابد : همگرا

  .و در نتیجه امکان جدایی وجود ندارد) مطلوب
 فشار صفرگرادیان سرعت و (سطح و فشار و سرعت ثابت : گلوگاه.(  
 و امکان ایجاد جدایی) گرادیان فشار مخالف(افزایش فشار و سطح و کاهش سرعت : واگرا.  
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  تمشجلسه ه
   نیروها و گشتاورهاي وارد بر جسم از طرف سیال

)Forces and Moments on a Body Immersed in a Uniform Flow(  
محوري را ) است متحركیا جسم ساکن و سیال ( سیالی در حال حرکت استد که درون جسم دلخواهی را در نظر بگیری

نیروي وارد بر . موازي با جریان آزاد سیال در نظر می گیریم که جهت مثبت آن به سمت پایین دست جریان فرض می شود
می  )Rolling Moment(و گشتاور حول این محور را گشتاور غلتشی )Drag Force( پسا را جسم در امتداد این محور

گشتاور به  و) Lift Force(نیروي عمود بر نیروي پسا که تحمل وزن جسم را بر عهده دارد نیروي بالابر یا برا به . نامند
 Side(نیروي جانبی ،سومین مولفه نیرو اطلاق می شود و بالاخره )Yawing Moment(حول این محور گشتاور پیچشی

Force(  گشتاور حول محور آن گشتاور گردشی که بهاست )Pitching Moment(  شودمی گفته .  
  

  
  

و داراي نیروي پسا فقط در این حالت جسم ) بالها(صفحه تقارن باشد مانند اجسام دوکی شکل دو داراي  جسمه چچنان
  . استفاقد نیروي بالابر 

در رینولدزهاي کم فقط تابعی از عدد رینولدز است، در اینجا هم ضریب  fهمانگونه که در لوله ها ضریب اصطکاك مودي 
  .پسا در سرعت هاي کم فقط تابعی از رینولدز خواهد بود

  


VL

Re                          که(Re)fCD   
L  وان به می گیرد، ضریب پسا را می ت قرار) موازي(طول مشخصه جسم و بعدي از جسم است که در امتداد جریان

  :صورت زیر تعریف کرد

AV

DCD
2

2
1


  

D ،نیروي پسا سیال،  حجمیجرمV  وسرعت جریان آزاد A یکی از مساحت هاي زیر است:  
  . سطح روبرویی جسم یا عمود بر جهت جریان مانند کره ها، استوانه ها، ماشین ها ، موشک ها، پرتابه ها و اژدرها 

  . مانند بالها و هیدروفویلها یان که براي اجسام پهن مناسب استسطح موازي با جهت جر
  . سطح خیس شده که براي کشتی ها مناسب است
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  انواع پسا 
  .یا پساي شکلی پساي اصطکاکی و پساي فشاري. وجود دارد به طور کلی دو نوع پسا

  
  )Friction Drag(پساي اصطکاکی

پساي اصطکاکی را می توان با استفاده از روابطی که قبلا بیان ضریب . پسایی است که به واسطه لزجت سیال ایجاد می شود
  . درشد محاسبه ک

  
  )Shap Drag or Pressure Drag(پساي فشاري

م باعث ایجاد پساي فشاري می شود در فشار کم در ناحیه جدا شده عقب جس و فشار زیاد در جلوي جسم اختلاف بین
جداول مربوطه که در مجموعه را می توان با استفاده از فشاري پساي ضریب  .حقیقت این پسا ناشی از پدیده جدایی است

  .بدست آوردجداول و نمودارهاي مکانیک سیالات موجود در وبلاگ قرار دارد 
  :پساي اصطکاکی خواهد بود یعنیضریب و  پساي فشاريمجموع ضریب پساي کل برابر ضریب 

prfr DDD CCC   
DC ضریب پساي کل،

frDC   وپساي اصطکاکی ضریب
prDC ضریب پساي فشاري است.  

  .پساي اصطکاکی و فشاري در پساي کل بستگی به شکل جسم به ویژه ضخامت آن داردباید دانست سهم نسبی 
  

  

  
  

  )Flow Past a Circular Cylinder(جریان حول استوانه 
جریان سیال در نقطه سکون . یکی از جریان هاي خارجی متداول، حرکت سیال در جهت عمود بر محور یک استوانه است

بعد فشار کاهش یافته و سرعت افزایش پیدا می کند ه از این نقطه ب. افزایش می یابدبه حالت ساکن درآمده و فشار 
ولی نهایتاً فشار به کمترین مقدار رسیده و گرادیان فشار نامطلوب در پشت استوانه صورت می ) گرادیان فشار مطلوب(

  .گیرد
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푈از . وابسته استاز نقطه سکون  xبه فاصله  Uبرخلاف شرایط صفحه تخت در جریان موازي،  = در نقطه سکون  0

>بواسطه وجود گرادیان فشار مطلوب سیال شتاب گرفته  و  0 > =سرعت آن به بیشترین مقدار در   0 0 
<. دهد رسیده و بواسطه وجود گرادیان فشار نامطلوب شتاب خود را از دست می و  0 < با کاهش سرعت   0

0(.رسد گرادیان سرعت در سطح نهایتاً به صفر می ،سیال
0





yy
u(  که به نقطه جدایی موسوم استدر این نقطه 

)Separation Point(  اندازة حرکت سیال در نزدیکی سطح براي غلبه بر گرادیان فشار کافی نیست و ادامه حرکت در
 )Vortex(پایین دست جریان ناممکن است در نتیجه لایه مرزي جدا می شود جریان در این ناحیه توسط تشکیل گردابه 

  .مشخص می شود
از لایه مرزي آرام است در نتیجه تبدیل لایه مرزي محل  با توجه به اینکه اندازة حرکت سیال در لایه مرزي مغشوش بیش

θ در جدایی )aشکل( رامدر جریان آ. جدایی را به تعویق می اندازد = θدر  )bشکل(و در جریان آشفته  82° = 120° 
  .اتفاق می افتد

  
퐹)نیروي مقاوم  یا وارد بر استوانه از دو مولفه تشکیل می شود مولفه اول ناشی از تنش برشی دیواره در لایه مرزي  (

  .نیروي مقاوم فشاريیا و مولفه دوم بعلت اختلاف فشار در جهت جریان است  نیروي مقاوم اصطکاکی
 퐶 =  

퐴 د بر جهت سرعتمساحت سطح تصویر استوانه عمو( .است مساحت سطح جلویی استوانه(  
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푅)در رینولدزهاي کم  < می توان از اثرات جدایی صرفنظر نمود و نیروي مقاوم اصطکاکی نقش غالب را دارد ولی با  (2
푅در . اري مهمتر می شودشافزایش رینولدز تأثیر جدایی و نیروي مقاوم ف > 2 × بشدت کاهش می  ضریب پسا 10

  .یابد که به نوبه خود جدایی و نیروي مقاوم فشاري را کاهش می دهد

  




2

2
sin41

2
1 


 

V

PPCP
 

PC را ضریب فشار)Pressure Coefficient( می نامند .  
موجود است که  سیالاتهاي مکانیک جداولی در کتابدر اجسام دوبعدي و سه بعدي  فشاري ضریب پساي تاکید می شود 

   :براي نمونه شکلهاي زیر را ببینید .مکانیک سیالات موجود در وبلاگ قرار داردونمودارهاي این جداول در مجموعه جداول 
  

  
  

  تمرین
اگر محور  .کشیده می شود 20Cدر آب شیرین  m/s 4توسط یدك کشی با سرعت  20mو طول  2.5mدرختی به قطر 

  .قدرت لازم براي این کار را حساب کنید ،عمود بر جهت طناب باشد) ب  وموازي ) درخت الف
  

  تمرین
را  مقدار آن )حرکت خزشی( )1Re(پس از تحلیل پساي کره در اعداد رینولدز کم استوکس 1851در سال 

VDFD 3 نشان دهید ضریب پسا برابر . بدست آورد
Re
  . است 24
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 ،عدد رینولدز ؟آیا این یک حرکت خزشی است. در گلیسیرین سقوط می کند mm/s 2.5و با سرعت   mm 1کره اي به قطر 
  . و چگالی کره را حساب کنیدپسا 

  
   تمرین

به سمت آن می آید   Uیکنواختی که با سرعت   جریان در شکل مسئله زیر کره سنگینی متصل به رشته اي نخ، تحت تاثیر
به عنوان تابعی از مشخصات کره و خواص سیال بیان  θرابطه اي بنویسید که در آن . آویزان است θقرار گرفته و با زاویه 

  . شود

  
  

   تمرین
مانند شکل این مسئله بصورت استوانه اي  ،اگر کوه یخی. سرعتهاي قابل توجهی حرکت می کنند کوه هاي یخ توسط باد با

LDبا بزرگ   و باشد 
8
بیرون از آب قرار گیرد و نیروهاي پسا در قسمت بالا و پایین کوه به سرعت نسبی  کل یخ، 1

را به طور تقریبی  V رابطه اي بدست آورید که سرعت پایدار کوه یخ ،ه و آب دریا ساکن باشدتسیال بستگی داشو بین آن 
  . نشان دهد Uبر حسب سرعت باد 

  

  
  

   تمرین
  . است lbf 185روزن کل چترباز و چت. از هواپیما می پرد 28ft با چتري به قطر 8000ft چتربازي در ارتفاع

 سرعت متوسط نهایی چترباز را در ) الفft 4000 و  
 کنید محاسبه4000 به  8000 زمان لازم سقوط چترباز را از ارتفاع) ب.  

  تمرین
   Vلولا شده است که به علت قرار گرفتن در مسیر جریان یکنواختی با سرعت  A در شکل این مساله میله سنگینی در نقطه
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اگر این استوانه داراي ضریب پساي عمودي.نام زاویه پاد می ایستده تحت زاویه اي ب
DNCو ضریب پساي مماسی

DTC باشد
نیروهاي پسا را به  و به ترتیب،

NV و
TV ،زاویه پاد رابطه اي بدست آورید که در آن، ربط دهد  بر حسب تابعی از
واقع در جریان هواي سطح  D=1cm و L=40cm بادر ضمن براي میله اي فولادي  پارامترهاي جریان و میله داده شده باشد،

  .را حساب کنیدزاویه ،V=35m/s دریا با سرعت
  

  
  

  )Lift Force(نیروي بالابر
نیروي برّا از رابطه  ،این نیرو تمایل به بالا بردن جسم دارد .یا بالابر نام داردلیفت پسا نیروي  يبر راستاي نیرو نیروي عمود

  :زیر بدست می آید
  

퐹 = 퐶 ρ퐴푉   

  
  

퐶 را ضریب برا )Lift Coefficient (می نامند.  
   .و عدد رینولدز بستگی دارد) α )Angle of Attackبه زاویه حمله  퐶 ا سرعت کمبدر جریان هاي 

퐶 = 푓(훼, 푅푒)  
퐶از رابطه  퐶براي بدست آوردن  = 2휋푆푖푛(훼 +   .استفاده می شود  (

  .است )Maximum Camber Expressed(حداکثر خمیدگی در این رابطه 
=براي فویل هاي متقارن  퐶و در نتیجه  0 = 2휋푆푖푛훼.  

  
  )Stalling(ماندگی یا استال اپدیده و

در این حالت جدایش  .بزرگتر شود نیروي بالابر به سرعت نزول می کند درجه 16 اگر زاویه حمله از حد معینی حدودا
این وضعیت را واماندگی می  .مهمی روي می دهد که به افت فشار نیروي بالابر و افزایش نیروي مقاوم منجر می گردد

  .پدیده واماندگی تنها به هنگام فرود آمدن هواپیما به سمت باند مفید است .نامند
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  )Velocity Stalling(ی سرعت واماندگ
  .نام داردحداقل سرعت براي جسمی که نیروي برّاي آن وزنش را تحمل می کند سرعت واماندگی 

푊 = 퐿 = 퐶 휌푉 퐴  

푉 = (
2푊

퐶 휌퐴) .  

  
  تمرین

می  250 این هواپیما تحت چه زاویه حمله اي قادر به پرواز با سرعت ،باشد kN 42.7 اگر وزن یک هواپیماي جنگنده 
چه قدرتی بر حسب اسب بخار براي فایق آمدن بر نیروي مقاوم بالها لازم  .است 푚 25باشد؟سطح تصویر شده قراردادي

  است؟
  

  )Corrected Drag Coefficient and Lift Coefficient(پسا و ضریب لیفت تصحیح شدهضریب 
اثر محدود بودن طول بال را می  .بال بدست آمده اندتمامی روابط مربوط به ضرایب پسا و لیفت با فرض طول نامحدود 

  :که بصورت زیر تعریف می شود تصحیح کرد) Aspect Ratio(توان با ضریب بی بعدي بنام نسبت منظر


bc
b

A
bAR

P

22

c
bAR   

c افزایش یابدباید به مقدار زیر زاویه حمله موثر  .متوسط طول وتر است:  

AR
CL


    

  :مقادیر ضریب لیفت و ضریب پساي اصلاح شده از روابط زیر بدست می آیند و

AR

c
h

CL 21

)2sin(2







 

AR
CCC L

DD 
 

 

  .پساي مربوط به یک ایرفویل با طول نامحدود است DCکه در آن  
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  منهجلسه 
  )Inviscid Incompressible Flows( غیرلزجتراکم ناپذیرجریانهاي  :فصل سوم

در این فصل جریان بدون لزجت را بررسی می کنیم در خارج از لایه مرزي اصولا جریان بدون لزج است و تئوري بدون 
  .در این فصل با آن آشنا می شویم در اینگونه موارد صادق استکه لزج 

  
  )Stream Function(تابع جریان
,휓(푥(تابع جریان 푦) ( که تنها در میدانهاي دوبعدي تعریف می شود تابعی دو متغیره ازx وy  است که شکل خطوط جریان

تابع جریان یک میدان می توان مولفه هاي سرعت را بدست آورد و چرخشی بودن یک جریان را  داشتنبا  .را نشان می دهد
  :هاي سرعت مطابق روابط زیر بدست می آید با معلوم بودن تابع جریان مولفه .بررسی نمود

푢 =
휕휓
휕푦 

푣 = −
휕휓
휕푥 

 
푉 = 푢푖 + 푣푗 

휓 خطوط  = 퐶 با انتخاب مقادیر مختلف. معادله خطوط جریان را نشان می دهد 퐶جریان یک میدان را می توان  خطوط
  .رسم کرد

:شرط غیر چرخشی بودن جریان بدون لزج بصورت زیر است  
휕 휓
휕푥 +

휕 휓
휕푦 = 0 

  یا
02    

  :در مختصات قطبی تابع جریان بصورت زیر با مولفه هاي سرعت مربوط می شود

푉 =
1
푟

휕휓
휕휃  

푉 = −
휕휓
휕푟  

  :با داشتن تابع جریان میان دو خط جریان می توان مقدار دبی گذرنده از بین آن دو خط را مطابق رابطه زیر بدست آورد

 

2

1 1221 dQ  

1221  Q  
 
 

  

LearnElement.ir

http://www.LearnElement.ir


Alirezabaheri.blogfa.com 2جزوه مکانیک سیالات  

 

٤٩ 
 

  :خطوط جریان را در چند شکل در زیر می بینید

  

  

  
  
  

  )Velocity Potential(پتانسیل سرعت
,푥)∅(پتانسیل سرعت 푦, 푧)(  با معلوم بودن . در جریانهاي سه بعدي هم قابل تعریف استیک تابع دو یا سه متغیره است که

  :مولفه هاي سرعت را مطابق روابط زیر بدست آوردآن می توان 

푢 =
휕∅
휕푥 

푣 =
휕∅
휕푦 

푤 =
휕∅
휕푧  

∅ ی که بر یک خطتمام نقاط .پتانسیل سرعت تنها در جریان هاي غیر چرخشی تعریف می شود = 퐶  ،هم سرعتند واقعند.  
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  :در مختصات قطبی مولفه هاي سرعت بصورت زیر به پتانسیل سرعت مربوط می شوند
 

푉 =
휕∅
휕푟  

푉 =
1
푟

휕∅
휕휃 

  
 :در می آید )Laplace's Equation(معادله پیوستگی بر حسب پتانسیل سرعت بصورت معادله لاپلاس 

 
02    

  .ثابت عمودند 휓ثابت بر خطوط  ∅خطوط 
  

  
  

  تمرین
)(تابع جریان 22 yxK  که در آن را در نظر بگیریدK  ثابت استیک.  

 خطوط جریان را رسم کنید )الف.  
 مولفه هاي سرعت را بدست آورید )ب.  
 تمام نقاط سکون را بیابید )ج.  
 پتانسیل سرعت را پیدا کنید )د.  
 نشان دهید که تابع جریان بر پتانسیل سرعت عمود است )ه.  
 تراکم پذیري جریان را بررسی کنید )و.  
 کنید جریان غیر چرخشی استثابت  )ز.  

  
  تمرین

  :یک میدان سرعت دو بعدي بصورت زیر داده شده است

22

22

yx
Kxv

yx
Kyu







 

همچنین تابع جریان و پتانسیل سرعت را  .مولفه هاي سرعت را در سیستم قطبی بدست آورید .ثابت استیک  K که در آن
  .بیابید

LearnElement.ir

http://www.LearnElement.ir


Alirezabaheri.blogfa.com 2جزوه مکانیک سیالات  

 

٥١ 
 

  .سرعت را براي چند جریان مهم بدست می آوریمتابع جریان و پتانسیل 
  

  )Uniform Stream(جریان یکنواخت
  .باشندکه در آن خطوط جریان موازي یکدیگر  گویندیکنواخت  را جریانی

  

  
  :تابع جریان و پتانسیل سرعت بصورت زیر تعیین می شوندبراي جریان یکنواخت 

푢 = = 푈 ⇒  휓 = ∫ 푈 푑푦 ⇒ 휓(푥, 푦) = 푈푦 + 푓(푥)  
푣 = − = 0 ⇒ −푓 ́(푥) = 0 ⇒  푓(푥) = 퐶  
휓(푥, 푦) = 푈푦 + 퐶  

  :برابر صفر خواهیم داشت Cو با انتخاب 
휓(푥, 푦) = 푈푦 

  
푢 = ∅ = 푈 ⇒  ∅ = ∫ 푈 푑푥 ⇒ ∅(푥, 푦) = 푈푥 + 푓(푦)  
푣 = ∅ = 0 ⇒  푓 ́(푦) = 0 ⇒  푓(푦) = 퐶  
∅(푥, 푦) = 푈푥 + 퐶  

  :برابر صفر خواهیم داشت Cو با انتخاب 
∅(푥, 푦) = 푈푥 

در روابط فوق معادلات تابع  푦 و 푥بجاي  푟푠푖푛휃 و  푟푐표푠휃با جایگذاري  .دیگر عمودندیکتابع بر دو این ملاحظه می شود 
  .مختصات قطبی بدست می آیند جریان و پتانسیل سرعت در

اهند خو بسازند تابع جریان و پتانسیل سرعت به صورت زیر αدر حالتی که خطوط جریان یکنواخت با راستاي افق زاویه 
  :بود
  

휓 = 푈 (푦푐표푠훼 − 푥푠푖푛훼) 
∅ = 푈 (푥푐표푠훼 + 푦푠푖푛훼) 

  
  )Two Dimensional Source and Sink( چشمه و چاه دو بعدي

را با فرض اینکه در تمام جهات و عمود بر آن جریان بصورت یکنواخت عبور کند در نظر  xyعمود بر صفحه ی خط
را  که جریان به داخل کاغذ باشد آن در صورتی و )Source( را چشمه باشد آناگر جریان به سمت خارج کاغذ  د،بگیری
  .چنین خطی در دیاگرام جریان دو بعدي به صورت یک نقطه نمایش داده می شود. می گویند )Sink( چاه

  نشان می  mرف را با ح این مقدار ثابت بوده و آن .ن را شدت چشمه یا چاه می نامندمیزان جریان عبور کننده در واحد زما
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  .دهند

r
mvrbvQ

b
Qm rr  )2(

2



 

 طول وبترتیب  rوb .گذرنده از یک استوانه فرضی است که سیال از آن طریق جریان می یابد دبی حجمی Q در این رابطه
  .مثبت باشد جریان حاصل را چشمه و اگر منفی باشد آن را چاه دو بعدي می نامند mاگر .شعاع استوانه مذکور می باشد

  :از مختصات قطبی استفاده می کنیمچشمه براي تعیین تابع جریان و پتانسیل سرعت 








 

















rr
v

rrr
mvr

10

1
 

  

  
 

  :با انتگرالگیري خواهیم داشت
rmm ln   

2 چون
1

22 )( yxr  و
x
y1tan در مختصات دکارتی روابط فوق به شکل ساده زیر در می آیند:  

2
1

221 )ln(tan yxm
x
ym     

 
دوباره . خطوط جریان بصورت خطوط شعاعی و خطوط پتانسیل بصورت دوایري متحدالمرکز می باشنددر چشمه یا چاه 

ک خط جریان، هم مسیر بوده در حالیکه تمام نقاط واقع بر یک خط پتانسیل، هم سرعت تاکید می شود تمام نقاط واقع بر ی
در نظر ) Singularity(بینهایت می شود این محور بعنوان یک خط تکین z با توجه به اینکه سرعت روي محور. می باشند

  .تابع جریان و پتانسیل سرعت در راستاي این خط تعریف نمی شوند .گرفته می شود
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  همدجلسه 
  )Two Dimensional Vortex(گردابه دوبعدي 

  .گردابه دو بعدي به وجود می آید ،در شکل چشمه یا چاه و   نبدیهی است با جابجا شد
  

  
  

)چاه(چشمه   
x
ymm 1tan   

                  
گردابه     )ln(

2
ln 22 yxKrK    

)چاه(چشمه   )ln(
2

ln 22 yxmrm 
                 

گردابه  
 x

yKK 1tan    

 

r
KV 

         0rV  
 K  قدرت گردابه است اگر گردابه ساعتگرد باشد مقدار آن منفی و اگر پادساعتگرد باشد مقدار آن مثبت در نظر گرفته می

  .استمولفه مماسی سرعت داراي گردابه دوبعدي تنها  .شود
  

  )Vorticity(چرخش 
است که از  Cانتگرال خطی در جهت مخالف گردش عقربه هاي ساعت پیرامون مسیر بسته برابر چرخش  ،تعریفبنا ب

  . بدست می آید کماندر مولفه مماسی سرعت روي آن  dsحاصلضرب طول کمان 

 
ccc

dsVdsVdsV cos.  

  چون
kdzjdyidxdskwjviuV ˆˆˆ,ˆˆˆ 

    :خواهیم داشت 
  

 

 
c

wdzvdyudx )(
 

از طرفی
  

 
cc

kdzjdyidxkwjviudsV )ˆˆˆ).(ˆˆˆ(.
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 ddsdsV  ..  
  بنابراین

 
12    

  .است ر اولیه و نهایی یدادر یک جریان غیر چرخشی برابر اختلاف مق بنابراین 
  
  

                     
  
  
  
  
  

   :بصورت زیر محاسبه می شود چرخش براي گردابه،مثلا 

  KKdKddK 


2
2

0

   

  :به روش دیگریا و

rdds   

r
KV 

  

Krd
r
KdsV 



 2
2

0

   

 بدیهی است اگر . معرف برآیند جبري قدرت تمامی گردابه هایی است که درون یک منحنی بسته محصور شده است
  .گردابه وجود نداشته باشد چرخش حول مسیر بسته شامل تعدادي چشمه و چاه صفر است

  
  )Superposition(برهم نهش پاسخ هاي جریان صفحه اي 

جمع کردن توابع پتانسیل  بامی توان شکل هاي متفاوتی از جریانهاي پتانسیلی جالب را  و  طبق خاصیت خطی بودن  
  یعنی . بدست آورد... سرعت و جریانهاي حاصل از یک چشمه یا چاه، جریان یکنواخت، گردابه و 

 itot       و itot   
در ربع  yو xبه مختصات به این صورت است که نقطه اي  مولفه هاي سرعت برایند حاصل از چند میدانروش کلی تعیین 

. را توسط یک خط به آن نقطه وصل می کنیم) چشمه، چاه و گردابه(اول را در نظر گرفته و هر میدان نقطه اي موجود 
آورده و تابع جریان و پتانسیل بدست  yو x ازد را بر حسب سپس طول خط و زاویه اي که آن خط با راستاي افق می س

جمع پذیري تابعهاي جریان یا پتانسیل (نهایتا از اصل سوپرپوزیشن . سرعت هر میدان را بطور جداگانه محاسبه می کنیم
حال با مشتق گیري از تابع جریان یا پتانسیل  .می آوریماستفاده کرده و تابع جریان و پتانسیل کل را بدست ) سرعت

  .سرعت، مولفه هاي سرعت بدست می آیند
  .اشاره می شودترکیبهاي جریان در زیر به بعضی از 

  12. ddsV
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  ترکیب یک چشمه و چاه هم قدرت 
)واقع در   m–چاهی به قدرت  و )a,0(واقع در mچشمه اي به قدرت  0,a می خواهیم  )0m(.را در نظر بگیرید (

  .مولفه هاي بردار سرعت برایند را بدست آوریم
  

  
ax

ymm


 1
2 tan         وچاه    

ax
ymm


 1
1 tan چشمه  

 )tan(tan 11

ax
y

ax
ym





  هاچ   +هشمچ=    کل 

C
ax

y
ax

ymC 





  )tan(tan 11   معادله خطوط جریان  

  
  تمرین

  :شکل خطوط جریان بصورت زیر بدست می آیدمعادله فوق بعد از ساده سازي نشان دهید 

m
a

m
ayx  2222 csc)cot( 

  
  

  :زیر استفاده کنیداز قواعد ساده بترتیب  yو   xنسبت به براي محاسبه مشتق تانژانت معکوس یک کسر :نکته

22
1

)()(
)(

bxay
ay

bx
aytg








 

22
1

)()( bxay
bx

bx
aytg








 
:مولفه هاي سرعت چنین بدست می آیند

  

  





















 2222 )()( axy
ax

axy
axm

y
u   
















 2222 )()( axy

y
axy

ym
x

v 

  
  

22 کل vuV   

از حل دستگاه، مختصات نقطه یا  v=0و  u=0 :مولفه هاي سرعت را برابر صفر قرار داد یعنی براي تعیین نقطه سکون باید 
  .نقاط سکون بدست می آید

  :حال پتانسیل سرعت را بدست می آوریم

LearnElement.ir

http://www.LearnElement.ir


Alirezabaheri.blogfa.com 2جزوه مکانیک سیالات  

 

٥٦ 
 

21 lnln rmrm هاچ   +هشمچ=    کل  
 

22

22

22

22

22222222

)(
)(ln

2)(
)(ln

)(ln)(ln)(ln)(ln

yax
yaxm

yax
yaxm

yaxyaxmyaxmyaxm









    

  
 

  تمرین
  :رابطه پتانسیل سرعت به شکل زیر ساده می شودپس از عملیات جبري نشان دهید 

m
hay

m
ax  2222 csc)coth(   

یک چشمه و یک چاه هم قدرت که بصورت ( و خطوط پتانسیل براي ترکیب فوق) خطوط فلش دار( شکل خطوط جریان
  :بصورت زیر است) متقارن نسبت به محور قائم قرار دارند

  

  
  
  

  تمرین
)واقع در mچشمه اي به قدرت  0,a )واقع در  m–چاهی به قدرت  ، ( 0,a و یک جریان یکنواخت به سرعت (

U را در   
تابع جریان و پتانسیل سرعت را بیابید و براي یک نقطه دلخواه از صفحه سرعت جریان را بدست  )aشکل( نظر بگیرید

  )0m( .آورید
  )bشکل(.می نامند )Rankin Oval(چنین ترکیبی را بیضی رانکین
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  تمرین
مبدا واقع  بالايمتري  1.5که در فاصله  اي گردابه را که از یک جریان یکنواخت، Aبرایند القا شده در نقطهسرعت بردار  

  .حساب کنید ،مبدا مختصات واقع استدر که چشمه یک و شده 
  

  
  تمرین

بدست  است،و یک چاه یک چشمه  ،گردابه از یک جریان یکنواخت،ناشی را که  A برایند القا شده در نقطهسرعت بردار  
  .آورید

  

  
  
  

  )Doublet(دابلت
خطوط جریان با خانواده دوایر مماس بر که در آن صورت که فاصله چشمه و چاه بسیار کاهش یابد است هنگامی دابلت 

  ).میل می کند صفربه سمت  a. (مرکز مختصات شباهت پیدا می کند درهم 
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مقدار حاصلضرب ،به صفر میل می کند به حد کافی بزرگ و متناسب بماند aبراي اینکه قدرت جریان در لحظه اي که 
am2 این مقدار ثابت  .ثابت نگه داشته می شود)(می گویند دابلت را  قدرت .  

0

)2tanlim( 222
1




 

a
ayx

aym  

  :و چون

0
)tan(lim 1







       
:نتیجه در

  

2222

2
yx

y
yx

amy








  

  :را بصورت زیر نوشت بدست آمده می توان رابطه



 22222222

22
)

2
()

2
(0














 yyxyyxyyx

yx
y  

222 )
2

()
2

(






 yx  

( اي به مرکز دایرهاین معادله  که
2

,0(



  شعاع و



2
مختصات بنابراین خطوط جریان دوایري هستند که در مرکز . است 

مرکز به همین ترتیب خطوط هم پتانسیل دوایري هستند که در . قرار دارد yمحور يبا یکدیگر مماس بوده و مراکز آنها رو
بنابراین این دو دسته خطوط بر یکدیگر  .قرار گرفته است xولی مراکز آنها روي محور  مختصات بر یکدیگر مماس بوده

  . عمودند
  :سرعت دابلت بصورت زیر استمی توان نشان داد پتانسیل 

22 yx
x



  

222
22 )

2
()

2
(





 


 yx

yx
x   

  :زیر استمطابق روابط در مختصات قطبی  دابلتابع جریان و پتانسیل سرعت ت
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rr
rryxry  sinsin,sin 2

222 



         

rr
rryxrx  coscos,cos 2

222                                                     
  

  )Sink Plus a Vortex at the Origin(گردابه هم مرکزچاه و 
  :از برنهش معادلات چاه و گردابه بدست می آیند توابع جریان و پتانسیل حاصل از یک چاه و گردابه هم مرکز

 




Krm
rKm




ln
ln  

) 0,0  Km(  
  :خطوط جریان چنین است




K
m

K eer


  
  :خطوط جریان بصورت زیر استشکل کلی معادله 

22 bear   

Keaکه در آن 



2 وKmb  Keچون  2


  2(همواره مثبت است آن را برابر یک مقدار مثبتa ( و چونKm  منفی

22رسم تابع  .در نظر گرفته ایم) 2b(است آن را برابر یک مقدار منفی bear   در مختصات قطبی بصورت شکل زیر
  .است

تخلیه آب مخزن از یک سوراخ بوسیله جریان چاه بعلاوه گردابه و خطوط جریان در یک شیپوره بدون پره بوسیله جریان 
  .بعلاوه گردابه شبیه سازي می شودچشمه 

 

  
  
  .براي یک گردابه بعلاوه یک چشمه جهت فلشها عوض می شود
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  دهمیازجلسه 
  )Rankine Half-Body(نیم پیکره رانکین

شکل جالبی پدید می آید که نیم پیکره  m و یک چشمه یا چاه منفرد به قدرتU از ترکیب یک جریان یکنواخت با سرعت 
  .رانکین نامیده می شود

  :تابع جریان چنین بدست می آید واقع در مبدا، m و یک چشمه منفرد به قدرتU یک جریان یکنواخت با سرعت  با فرض
 mUr

x
ymUy   sintan 1  

)0m (،بیضی شکل خواهد بود و جریان چشمه را از جریان یکنواخت  نیم پیکره رانکین تقریبا همانطورکه دیده می شود
  .جدا می سازد

  

  
  

  :مولفه هاي سرعت عبارتند از







 sin

cos)cos(11

U
r

V

r
mUmUr

rr
Vr











 

  :مختصات نقطه سکون بدست می آید 0Vو 0rVبا 
 ,00sin0sin0  UV  

 0rVرا در رابطه  0علاوه بر آن اگر .قابل قبول نیست 0مطابق شکلبراي ترکیب چشمه و جریان یکنواخت، اما 
  .منفی بدست می آید که غیرقابل قبول است rقرار دهیم مقدار

0cos0 
r
mUVr   

چونو   نتیجه می شود:  

U
mr

r
mU

r
mU  00cos  

 بنابراین نقطه سکون در فاصله
U
m  در سمت چپ مبدا مختصات)  (این فاصله را . قرار داردa می نامیم.  

U
ma 

 
    :هر نقطه برابر است بابرایند سرعت در 
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)cos21(cos2cos2cos2)sin(cos

sincos2cos)sin()cos(

2

2
2

2

2

22
2

2

2
2

2

2
222

22
2

2
2222222





r
a

r
aU

r
aU

r
UaU

r
mU

r
mU

r
mU

r
mU

U
r

mU
r
mUU

r
mUVVV r



  

براي تعیین معادله نیم پیکره توجه دارید که این خط از نقطه سکون می گذرد بنابراین مختصات نقطه سکون باید در آن 
  :صدق کند

 mUr  sin  

U
mr   و   در نتیجه m  و یا mmUr sin و از آنجا:  




sin
)(

U
mr 

  

UU(سرعت ماکزیمم می شود که جایی 114از نقطه سکون تا 26.1max (  گرادیان فشار مطلوب خواهد بود و بعد از آن
  .گرادیان فشار نامساعد می شود

  :است چونa2ضخامت نیم پیکره در فاصله اي خیلی دور و در پایین دست جریان برابرمی توان دید 
)()()(sin

sin
)( 













 a
U

aU
U

mr
U

mr  

yrو چون  sin و از طرفی در فواصل دور ،لذا به سمت صفر میل می کندay  دمی شو و در نتیجه ضخامت:  
ayh 222   

  
  تمرین

  :پیدا کنید.داده شده است براي نیم پیکره رانکین شکل این مساله سرعت جریان و ابعاد پیکره
 قدرت چشمه )الفm بر حسب مترمربع بر ثانیه  
 فاصله )بa 

 فاصله )جh 

 سرعت کل در نقطه )دA را.  

  
  

  )Flow Past a Vortex( جریان عبوري از یک گردابه
که مرکز آن در مبدا  K این جریان از گردابه اي به قدرت .در نظر بگیرید U و با سرعت xجریان یکنواختی را در جهت 

  :تابع جریان بدست آمده عبارت است از با استفاده از روش بر نهش، .عبور می کند مختصات قرار دارد،
rKUr lnsin    

  :آیندمولفه هاي سرعت نیز چنین بدست می 
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r
KU

r
V

UUr
rr

Vr




















 sin

cos)cos(11
 

(مختصات نقطه سکون 0Vو 0rVبا 
U
Kar 90 (بدست می آید.  

 

  
  

  )An Infinite Row of Vortices( بینهایت گردابه در یک ردیف
  :ردیفی از تعداد نامحدودي گردابه را مطابق شکل زیر در نظر بگیرید

  

  
  .است Kقدرت هر یک از گردابه ها برابر

  :تابع جریان کل گردابه ها برابر است با







1

ln
i

irK  

  :با عملیات ریاضی بصورت زیر ساده می شودکه 
)]2cos2(cosh

2
1ln[

2
1

a
x

a
yK    

  :خطوط جریان در شکل زیر نشان داده شده است
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در بالاي چشم گربه اي جریان  .گردابی هاي منفرد را نشان می دهدیک الگوي چشم گربه اي سلولهاي جریان احاطه کننده 
ayجریانهاي بالا و پایین اگر .کاملا در جهت چپ و در پایین آن، جریان به سمت راست است   یکنواخت خواهند

  :بدست می آید قبود و سرعت آنها با مشتق گیري از معادله فو

a
K

y
u

ay










 

توجه داشته باشید این اثر بوسیله یک  .علامت مثبت براي پایین ردیف و علامت منفی براي بالاي ردیف بکار می رود
  .وجود ندارد ردیف گردابه ایجاد شده است و هیچگونه جریان یکنواختی که به سوي گردابه ها بیاید،

  
  )Images(تصاویر

جریان  مسائلی وجود دارد که با یک مرز صلب، .نامحدود مربوط است به جریانهاي مسائلی که پیش از این مطرح شدتمام 
در حالت نشستن و برخاستن و مثلا جریان آب زیر زمینی در نزدیکی قسمت زیرین یک سد یا هواپیما  را محدود می کند،

  .یا یک استوانه اي که در تونل بادي با دیواره هاي باریک قرار گرفته است
پاسخهاي مربوط به جریان پتانسیل نامحدود را می توان براي در نظر گرفتن اثر دیواره ها با استفاده از در چنین مواردي 

  .روش تصاویر بدست آورد
براي ایجاد دیواره مورد نظر چشمه مجازي را با  .از دیواره قرار دارد aچشمه اي دو بعدي را در نظر بگیرید که در فاصله 

ایجاد می کند که همان  خط جریانی صفحه اي قرینه بودن دو چشمه، .زیر دیواره قرار می دهیم در همان فاصله، m قدرت
  .نمونه هاي دیگري در شکلهاي پایین نشان داده شده است .دیواره مورد نظر است
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  .به مثال زیر توجه کنید
  

  مثال
با حرکت در امتداد دیواره به  .بین چشمه ها صفر استسرعت روي دیواره درست  در چشمه نزدیک دیواره شکل زیر،

اگر  .سرعت تا یک مقدار مشخص افزایش یافته و سپس با دور شدن از چشمه ها به مقدار صفر نزول می کند سمت خارج،

قدرت چشمه
s

m2

در چه فاصله اي از دیواره حداکثر سرعت به  باشد، 8
s
m5  رسد؟می  

  
  جواب

هر چشمه یک سرعت شعاعی برابر
r
m به سمت خارج القا می کند که مولفه آن در امتداد دیواره برابر باcosrV است. 

  :پس کل سرعت دیواره عبارت خواهد بود از
cos2 rVu   

 

  
  :با توجه به هندسه شکل

2
1

22 )(
cos

ax

x


  

  :پس کل سرعت را می توان چنین بیان کرد

22

2
ax

mxu


  

  :نتیجه می شود.عادله را مساوي صفر قرار می دهیماز معادله بالا مشتق گرفته و سپس م براي یافتن حداکثر سرعت

a
muax  max  

  :و در نتیجه
m

u
ma 6.1

5
8

max

   

 
  تمرین

استفاده کنید و  در شکل این مساله که یک چشمه در نزدیکی دو دیواره قرار گرفته است، تصویرسازي،با استفاده از روش 
  .بدست آورید)0y(توزیع سرعت را در امتداد دیواره پایین
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  تمرین
سیستم تصویري از روش براي محاسبه جریان حاصل از یک چشمه در فواصل نامساوي از دو دیواره شکل این مساله یک 

  .و مولفه هاي سرعت برایند را بدست آورید تصویرسازي بنا کنید
  

  
  

  تمرین
در شکل این مساله سیستمی از تصاویر را ارائه دهید که براي شبیه سازي جریان یک چشمه دو بعدي که به صورت 

axیواره پایینی و در سرعت را روي د .باشدمناسب  است،نامساوي بین دو دیواره موازي قرار گرفته   محاسبه کنید.  
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