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  به نام خدا

 1جزوه کدگذاري 

  محمد غلامی

  گرایش کدگذاري و رمزنگاري-دانشگاه شهرکرددانشکده ریاضی دانشیار 

  : آنتروپی

},...,{اسـت کـه در آن   ) S,P(یک زوج مرتـب   ،یک منبع: (������)منبع 1 nxxS    یـک

  . است Sیک توزیع احتمال روي  Pشود و مجموعه متناهی است که الفباي منبع نامیده می

)(یا  iPرا با ixوقوع ما احتمال ixP دهیمنمایش می .  

ی مقدار معینی ابهـام وجـود دارد   گیري، نسبت به خروجقبل از نمونه): Uncetaionty( ابهام

-درباره منبع بـه دسـت مـی   ) information(گیري، مقدار مشخصی اطلاعات پس از نمونه و

  . بنابراین، مفاهیم میزان ابهام و اطلاعات با یکدیگر مربوطند. آوریم

},...,{فرض کنید:مثال 1 nxxS  . 11اگر )(xP  و)( ixP 1براي هرiنگاه ، آix  همواره

انتخاب شده و لذا ابهامی در این حالت نسبت به خروجی نـداریم، پـس میـزان ابهـام برابـر بـا       

به ما اطلاعات نخواهد داد، زیرا چیزي درباره این منبـع   ايهیچ نمونه در این مثال. صفر است

داراي احتمـال هـاي    Sاز طرف دیگر، اگر تنها تعداد کمی از عناصـر   .به ما نخواهد آموخت

. ناصفر باشند، آنگاه میـزان ابهـام کـم بـوده و مقـدار اطلاعـات در ایـن منبـع کوچـک اسـت          
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دهـد کـه خروجـی داراي توزیـع یکنواخـت باشـد، یعنـی        ی رخ مـی نبیشترین میزان ابهام، زما

n
Pni i

1
,1  .  

},...,{یک متغیر تصادفی با برد  Xفرض کنید  .تعریف nxxS 1  باشد و)()( ii xXPxP  .

  :به صورت زیر تعریف می شود Xدر این حالت آنتروپی





n

x i

i
xp

xPXH
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log)(:)(  

قبل از مشاهده خروجی یا  Xمعرف متوسط میزان ابهام  نسبت به خروجی  Xدر واقع آنتروپی 

پس ازمشاهده خروجی و یا متوسط کمترین تعداد بیـت   Xمتوسط اطلاعات به دست آمده از 

  . می باشد Xلازم براي توصیف 

ــف ــد  .تعری ــرض کنی ــب    YوXف ــه ترتی ــاي ب ــا برده ــادفی ب ــاي تص },...,{متغیره nxxS 11  و

},...,{ 12 myyS اگر . باشند),(),( jiji yYxXpyxp     توزیـع احتمـال رخ دادن همزمـان

XوY،آنگاه آنتروپی توأم باشدY,X شودبه صورت زیر تعریف می .  


ji ii

ii
yxP

yxPYXH
,

),(
log),(),(

1  

),(آنتروپی بردار تصادفی  21 XXX   به صورت),()( 21 XXHXH شودتعریف می .  

,...,1اگر  .تعریف XX k هاي تصادفی بوده و متغیرiX  داراي بردiS باشد و 

),...,(),...,( 111 nnn xXxXpxxp   

,...,1آنگاه آنتروپی توأم  XX k شودبه صورت زیر تعریف می :  
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nn SxSx n

nn
xxp

xxpxxH
,..., 1

211

11
),...,(

1
log),...,(),...,(  

},...,{متغیر تصادفی با توزیع یکنواخت روي یک Xفرض کنید  .مثال  1 nxx به عبارت (باشد

دیگر 
n

xXP i

1
)(  براي هرni 1( ،آنگاه :  





n

i

nn
nnn

HXH
1

22 loglog
1

)
1

,...,
1

()(  

},{روي تصادفی یک توزیع  Xاگر  .مثال pPpPباشد و 10  )(,1)1(  آنگاه:  

)(
1

1
log)1(

1
log)( pH

p
p

p
pXH 


  

  . شکل زیر استبه 

  

  :دو متغیر تصادفی مستقل باشند، یعنی Y,Xاگر  .نکته

)()(),( jiji yYPxxPyYxXP   

  :آنگاه

)()(),( YHXHYXH   

به ترتیب ورودي و خروجی یک کانال مخابراتی به صورت زیر  Y,Xفرض کنید . تعریف

  :باشند

1 

0 
2

1

0 

1 
p 
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به صورت زیر تعریف  Y,Xبین  )mutually information( در این صورت اطلاعات متقابل

  :می شود

)|()()|()(),( XYHYHYXHXHYXI   

),(در واقع  YXI توصیف تعداد بیت ها براي میزان کاهش درX به شرط داشتنY  در . اسـت

)|(این جا توجه داریم که  YXH      میزان متوسط طول بیـت هـا بـراي توصـیفX   بـه شـرط

  :است که مقدار آن به صورت زیر محاسبه می شودYداشتن 

 
ji j
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ji

ji

ji
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yxp
yxp

yxp
yxpYXH

,
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)|(,

)|(

1
log),()|(  

رابطه بین آنتروپی هاي شرطی و اطلاعات متقابل را می تـوان در شـکل زیـر خلاصـه     .نتیجه

  :کرد

),( YXI)|( YXH )|( XYH

)(XH )(YH

),( YXH

  

  

1) ),(),( XYIYXI   

2) )()|(),( YHYXHYXH   

3) )()(),( YHXHYXH   

4) ),()()(),( YXHYHXHYXI   

 X  Y کانال
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5) )(),( XHXXI   

),(بیشـترین اطلاعـات متقابـل     ،ظرفیـت یـک کانـال    .تعریف YXI  هـاي  روي تمـامی توزیـع

max),(به عبارت دیگر  ؛است Xاز  xP)(ورودي 
)(

YXI
xP

.  

1)(داریم  BSCدر مورد کانال : نتیجه pHنال ، و در مورد کاBEC داریمp 1 .  
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0 
 
X 
 
1 

0 
 
X 
 
1 

0 
 
Y 
 
1 

0 
 
Y 
 
1 

www.Prozhe.com



 6

  ) همراه با مقدماتی از نظریه اطلاعات( 1درس کدگذاري 

  : منابع

1. Steven Roman, Coding and Information Theory, Springer-Verlag, 1992.  

2. Shulin, Daniel J. Costello, Error-Control Coding, Pearson Education, 

Inc, 2004.  

کدگذاري، ترجمه دکتر محمد غلامی و دکتر رضا سبحانی، انتشـارات  مقدمه اي بر نظریه . 3

  .1390دانشگاه شهرکرد، 

مقدمه اي بر نظریه اطلاعـات و کدگـذاري، ترجمـه دکتـر مرتضـی اسـماعیلی، انتشـارات        . 4

  . دانشگاه صنعتی اصفهان

},,...,{فرض کنید  .کدهاي بلوکی qaaaA 21   کـد  یک مجموعه متناهی باشد کـه الفبـاي

  : یعنی ؛باشد Aروي  nهاي به طور تمامی رشته nAشود و فرض کنید نامیده می

},...,|...{
121

AaaaaaA
nn iiiii

n   

هر عضـو  . شودتایی نامیده می- qبلوکی  یک کدnAاز  Cهر زیر مجموعه ناتهی در این صورت 

C  اگـر   .شودلمه نامیده میکدکیکnAC   دارايMآنگـاه گـوییم    ،کلمـه باشـد  کدC  داراي

),(است و آن را یک  Mو اندازه  nطول  Mn نـرخ . نامیممیکد(rate)   یـک),( Mn کـدq -

برابر با تایی 
n

R
M
qlog

 است .  
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کلمـه  کدتـوان بـه ایـن صـورت فـرض نمـود کـه یـک         یک کانال مخـابراتی را مـی   .کانال

nccc ...1 کد ازC ) طـول  باn کـد  اي ب ـروي الفA (     را دریافـت نمـوده و خروجـی آن یـک

ndddرشته خروجی  ...1 ) با همان طولn  روي الفباي شاملA (است .  

  .)discrete memoryless channel(کانال بدون حافظه گسسته 

},...,{اي ورودي ب ـشامل یک الف qaaA 1 ،    یـک الفبـاي خروجـی},...,{ tbbO 1 )( OA   و

) transition probabilities(هــاي انتقــال یــک مجموعــه از احتمــالات کانــال یــا احتمــال 

)|( ij abp کنندمیکه در رابطه زیر صدق است .  





t

i
ij abpi

1

1)|(,

  

)|(که در آن ij abp  که احتمال آن استjb  دریافت شده باشد به شرط آنکهia ارسال شده 

nnعلاوه بر این، اگر  .باشد cccddd ...,... 11   به ترتیب کلماتی به طولn  رويA وO 

د، آنگاه نباش



n

i
ii cdPcdp

1

)|()|(.  

ــال ــم .مث ــته   مه ــه گسس ــدون حافظ ــال ب ــرین کان ــایی متقارن )DMC(ت ــال دوت ــا، کان   BSCی

)binarysymmetric channel (باشداست که به صورت زیر می . 

pppppp  1)1|1()|(,)1|()|1( 
 

  . است pبرابر با ) crossover probability(بنابراین احتمال یک خطاي بیتی یا احتمال متقاطع 
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اگر  .ماتریس کانال




 tjqi

abp ij

1,1

)|(
هاي انتقال یک کانال باشند، کـه در آن بـه   احتمال 

},...,{ qaaA 1 و},...,{ tbbO 1 آنگــاه  کانــال باشــند،خروجــی ورودي و اي بــلفبــه ترتیــب ا

tjqiijماتریس  abP    . شودماتریس کانال نامیده می ))|((1,1

، ماتریس کانال به صورت BSCدر مورد کانال  .مثال












pp

pp

1

1
  . است 

ر ظ ـدر ن Xتوان توزیع ورودي کانال را به صورت یـک متغیـر تصـادفی    می .توزیع ورودي

)()(گرفت که در آن  cPcXP       و توزیع خروجی کانال را بـه صـورت متغیـر تصـادفیY 

)()(در نظر گرفت که  dPdYP .  

  : یمداربیزصورت طبق قاعده در این





Cc

cPcdPdP )()|()(  

  . شودبه صورت زیر داده می Y,Xتوزیع توأم 

)().|(),( cPcdPdYcXP   

  : به صورت زیر است) Backward channel probabilities(هاي پیشین کانال احتمال

)(

),(
)|(

dYP

dYcXP
dYcXP






 

  یا

)(

)()|(

)(

),(
)|(

dp

cpcdp

dp

dcp
dcP  

  . کنیمصرف نظر می Y,Xاز نوشتن که در آن 
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دهد کـه سـمبل دریـافتی از سـمبل ارسـال      زمانی رخ می .خطاي کانال یا خطاي سمبل

  . شده متفاوت باشد

  ): Burst errors(خطاهاي گروهی 

امـا ایـن   . هاي کانال، فرض بر این بوده که خطاها در ارسال مستقل هستنددر اکثر کدگذاري

بـه صـورت   ا ی ـبه طـور نمونـه، برخـی از خطاهـا پشـت سـر یکـدیگر        . فرض غیر واقعی است

هـایی کـه بـه    در ایـن حالـت، طراحـی و سـاخت کـد     . رخ می دهند) Burst error(گروهی 

  . گیردث و بررسی قرار میمنظور غلبه بر خطاهاي گروهی مفید هستند، مورد بح

  .)Decisien sheme(قاعده تصمیم 

به مجموعه کد کلمـات  هاي خروجی از مجموعه رشتهfی  مانند قاعده تصمیم، یک تابع جزی

هاي خروجـی  ممکن است روي تمامی رشته fی به این مطلب اشاره دارد که کلمه جزی. است

قابـل   df)(دریافت شده باشـد و   dي خروجی به عبارت دیگر اگر رشته. تعریف نشده باشد

اي اسـت کـه   همـان کدکلمـه   df)(گیرد کـه  تعریف باشد، آنگاه قاعده تصمیم، تصمیم می

  . ارسال شده است

گیـري  یم خطـاي تصـمیم  یگـو همـان کدکلمـه ارسـالی نباشـد مـی      df)(در این حالـت اگـر   

)decision error ( یا خطاي کدگشایی)decoding error (رخ داده است .  
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},...,{حال فرض کنید 1 MccC  1)(}|)({مجموعه تمامی کدکلمات و
iii cdfdcfB  

اسـت، در   icگیـریم ورودي صـحیح برابـر بـا    ها باشد که تصمیم میمجموعه تمامی خروجی

},...,{توان به مجموعه خروجی را میهاي اینصورت رشته mBB1 افزار نمود .  

  

کند تا هـر خطـایی   هدف کدگذاري، طراحی یک قاعده تصمیم مناسب است که تلاش می 

  . را در انتقال تصحیح نماید

  

  احتمال تشخیص خطا 

خطا رخ داده باشد، زمانی این خطـا غیـر قابـل     ،ارسال شده باشد و در کانال Cاگر کد کلمه 

  : کلمه دیگر باشد، به عبارت دیگرتشخیص است که کلمه دریافتی یک کد





cd
Cd

cdp )|( )=c عدم تشخیص خطا |ارسال شده باشد(P  

  : ا به صورت زیر استبنابراین احتمال عدم تشخیص خط

 
 


Cc cCd

cdpP
}{

undeterr )|(

  

errundeterrdetو احتمال تشخیص خطا   1 Pp  است.  
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  احتمال تصحیح خطا 

  :در این صورت. ارسال شده باشد cکلمه یک قاعده تصمیم باشد و کد  fفرض کنید 





)(1

)|(
cfd

cdp )c| خطا (p  

  : خطاي تصمیم گیري به صورت زیر است ep) غیر شرطی(بنابراین، احتمال 

  
   


Cc Cc cfd

e cpcdpcpcerrorpp
)(1

)()|()()|( 

  . ستگی داردب  fو قاعده تصمیم  cp)(توجه دارید که این احتمال، به توزیع ورودي 

نماید، به منظور تعیین یک قاعده تصمیم مناسب که احتمال خطاي تصمیم گیري را کمتر می

  ). به جاي ورودي(کنند احتمال خطا را به شرط داشتن یک خروجی، محاسبه می

  :آنگاهافت شده باشد، دری dاگر 

  )|)((1)|( ddfpderrp   

  . ورودي واقعی باشد df)(گیرد که زیرا تصمیم درست زمانی صورت می

  : بنابراین با متوسط گیري روي تمامی مقادیر خروجی ممکن داریم

   
d d

e dpddfpdpderrpp )()|)((1)()|(  

باید epبنابراین براي مینیمم کردن )()|)(( dpddfpولـی چـون تمـامی    . را ماکسیمم کنیم

))(|()(جملات  dpddfp مثبت بوده و)(dp نیز بهf  بستگی ندارد، این مقدار ماکسیمم است

))(|(اگر و تنها اگر  ddfp پس تعریف زیر را داریم .ماکسیمم باشد :  
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- به ازاي یک توزیع ورودي داده شده، قاعده تصمیم زیر که در رابطـه زیـر صـدق مـی     .تعریف

))(|(max)|(داشته باشیم  dبه ازاي هر دنباله خروجی مانند. کند dcpddfp
c

  

-به عبارت دیگر، یـک مشـاهده  . ودشنامیده می) ideal observer(گر مطلوب مشاهده یک

  . کندمی ینرا کمتر ePیا  مطلوب، یک قاعده تصمیم است که احتمال خطاي تصمیم گر

)|(در این حالت توجه داشته باشید که cdp  سـین  و احتمال انتقـال پ)|( dcp    احتمـال پیشـین

  . نامیده می شوند

تـرین معایـب آن، ایـن    ماز مه ـ یکـی  .مزایایی اسـت گر مطلوب داراي معایب و مشاهده.نکته

-رودي تغییر کند، احتمالاً مشـاهده یعنی اگر توزیع و. یع ورودي بستگی داردزاست که به تو

تـوانیم  ، مـی epبراي حذف این وابستگی، به جـاي مینـیمم کـردن    . کندگر مطلوب نیز تغییر می

max
ep یمم کنیم که در آنرا مین :  

)|(maxmax cerrpp
c

e   

maxدراین حالت 
ep  تنها بهf اما عیب این کـار نیـز   )و نه توزیع ورودي(بستگی خواهد داشت ،

maxکه  fاست که یافتن قاعده تصمیم  نآ
ep را کمترین کند، ممکن نیست .  

روش دیگر براي حـذف ایـن وابسـتگی بـه توزیـع ورودي ایـن اسـت کـه توزیـع ورودي را          

یعنی. یکنواخت در نظر بگیریم
M

cp
1

)( )براي هرc(در آن هکM  بنـابراین،  . اندازهکداسـت

  :احتمال خطاي تصمیم به صورت زیر است

احتمال متوسط خطا   
c

av
e cerrp

m
p )|(

1  
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  :اما در این حالت

  )|(max
)(

1
)|(max)|(

)(

1

)(

)()|(
)|( cdp

dmp
dcpcdp

dmpdp

cpcdp
dcp

cc
  

)|(کردن بنابراین در این حالت، ماکسیمم dcp معادل با ماکسیمم کردن)|( cdpاست .  

داراي این خاصیت باشد که به ازاي هر خروجـی   df)(به طوري که  fتعریف قاعده تصمیم 

d داشته باشیم)|(max))(|( cdpdfdp
C


  

  . شودنامیده می) maximum likelihood decision(قاعده تصمیم بیشترین دستنمایی 

یک رشته ورودي با این خاصیت است که هـیچ رشـته ورودي دیگـري    df)(به عبارت دیگر

  . کندمینرا به اندازه آن ماکسیمم  dاحتمال دریافت 

گـر مطلـوب همـان قاعـده تصـمیم      مشـاهده  ، قاعـده به ازاي توزیع ورودي یکنواخـت  :قضیه

  . است نماییبیشترین درست

  

  .قضیه کانال نویز دار

، Rکـه در آن  Rهر مقـدار مثبـت  براي . را در نظر بگیرید کانال بدون حافظه با ظرفیت

  : وجود داردزیر باشرایط nfتایی و قاعده تصمیم متناظر  r–از کدهاي  nCیک دنباله 

1 (nC  یک])[,( nRrn کد است، یعنیnC  داراي طولn  و نرخ حداقلR است .  

  : یعنی ؛کند، به صفر میn، زمانی که nfل خطاي ابیشترین احتم) 2

  onpe )(
max  
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هاي موجود براي قضیه کدگذاري کانال غیرساختاري هستند، به این معنـا  تمامی اثبات .نکته

کنند و ه نمییساخت کدهاي وعده داده شده در قضیه، روشی را اراها در مورد که این اثبات

هـایی  اگـر چـه کـد   . تاکنون نیز کسی نتوانسته است به این کدهاي وعده داده شده دست یابد

شـانون بسـیار نزدیـک    نـرخ  که بـه  )  LDPCخلوت یا  مانند کدهاي توربو و کدهاي(هستند 

  . شوندمی

یابنـد تمـامی آن چیـزي    یی که به نرخ شـانون دسـت مـی   هااز طرف دیگر، دست یافتن به کد

از . بایست نسبتاً در کـاربرد آسـان باشـد   در واقع قاعده تصمیم نیز می. نیست ه ما دنبالش هستیم

دهد که ممکن اسـت  هاي بزرگ وعده میهاي مناسب را درطولطرف دیگر، قضیه وجود کد

یافتن به قاعده تصمیم مناسب، پژوهشگران  به منظرو دست. از نظر عملی غیر قابل کاربرد باشند

اولین کاري که باید انجام دهـیم،  . اندهاي جبري و هندسه برآمدهبه دنبال طراحی و ساخت کد

  . است Cروي کد ) متریک(یافتن کمترین فاصله کد با مطرح نمودن یک اندازه 

  

  کدگشایی با کمترین فاصله 

کنـیم، تـا بـا    به همین منظور، سعی می. مشکل استدرحالت کلی یافتن کدهاي خوب، بسیار 

  . هاي معین در مورد کانال، مسأله را مشهودتر کنیمقرار دادن برخی فرض

صورت فاصـله  در این. دو رشته با طول یکسان روي یک الفبا باشند,xyفرض کنید  .تعریف

  . تفاوت دارد yبا  xهایی است که ، تعداد مکانy,x، بین  x,y(d(همینگ 
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),(2آنگاه  20110yو 10112xاگر  .مثال ymd زیرا ،y,x   در مکان هاي اول و پنجم بـا

  . هم متفاوتند

  . نشان دهید فاصله همینگ، یک متر است، به عبارت دیگر، قضیه زیر را اثبات کنید .تمرین

صـورت تـابع   ، در ایـن .باشـند  Aروي الفـاي   nتمامی کلمات به طـول  nAفرض کنید  .قضیه

:}0{فاصله همینگ   nn AAdکنددر خواص زیر صدق می.  

  : داریم nAدر  zو  y,xبراي هر  

yxyxdyxd  ) معین مثبت( -1  ),(,0),(  

),(),(  ) تقارن( -2 xydyxd   

),(),(),(  )نامساوي مثلثی( -3 yzdzxdyxd   

),(بنابراین زوج dAn یک فضاي متریک است .  

یافت شـده باشـد، آنگـاه تعـداد سـمبل     در dاز طریق این کانال ارسال و کلمه  cاگر کدکلمه 

),(هاي خطا در کانال برابر با  dcdبنابراین. است :),(),( )1()|( dcdndcd ppcdp   

چون 
2

1
P     این احتمـال بیشـترین اسـت، اگـر ،),( dcd  شـایی  گبنـابراین کد  .کمتـرین باشـد

MLD) معادل با انتخاب کدکلمه) ا بیشترین درستنماییبکدگشاییc     است کـه بـه کلمـهd از

ا قاعـده  ی ـبـا کمتـرین فاصـله     شاییگکدبه این قاعده، . نزدیک تر باشدلمات دیگر ه کدکهم

MDDminimum distance decoding) (گوییممی .  
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},{.مثال 111000C  بـا اسـتفاده از قاعـده کدگشـایی بـا      . اسـت   3کد تکرار دوتایی به طـول

گـردد اگـر و تنهـا اگـر حـداقل دو خطـا رخ دهـد،        دچـار خطـا مـی    اکمترین فاصله، کدگش

  :  بنابراین

  3232
errdecode 23)1(3 pppppp 

  احتمال خطاي کدگشایی 

اگر در یک کد، بیشتر از یک کدکلمه با کلمه دریافتی داراي فاصـله یکسـان بـود،     .تعریف

در چنــین حــالتی کدگشــا بــه طــور تصــادفی، آن . رخ داده اســت) Tie(آنگــاه گــوییم گــره 

ه اعـلام خطـا   ک ـیـن  کنـد و یـا ا  ها کدگشایی میکدکلمه را به یکی از نزدیک ترین کدکلمه

و در حالـت  بـوده  )complete decoding( یم کدگشـایی کامـل  یدر حالت اول گـو . کندمی

  . یمیگومی )incomplete decoding(کاملریرا غدوم کدگشایی 

  . گیریمامل بهره میکدر اثبات قضیه کدگشایی کانال، از کدگشایی غیر .نکته

 MDDمعـادل قاعـده   MLDهایی که شرط زیر را داشـته باشـند، قاعـده    در تمامیکانال .نکته

  . است) کمترین فاصله(

دریـافتی بـا احتمـال یکسـان، یکـی از       لاگر یک خطا در یک سمبل رخ دهد، آنگاه سـمب " 

  ".باشد ممکن دیگر يسمبل ها

بـا مـاتریس کانـال    BECدر کانال  .نتیجه












pp

pp

1

1




،

2

1
P،MLD    معـادل قاعـده

MDD است .  
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 :تایی متقارن به صورت زیر است q-کانال  .مثال

},...,{ qq aaF 1 و
1

)|(,,1)|(



q

p
aapjipaap jiji  

لـت، مـاتریس کانـال بـه     در این حا

  . صورت زیر خواهد بود

qq

p
q

p

q

p

q

p
p

q

p
q

p

q

p
p








































1
11

1
1

1

11
1









  

  

  خطا  tکدهاي تصحیح کننده و تشخیص دهنده 

  :شودبه صورت زیر تعریف می Cکمترین فاصله یک کد بلوکی مانند  .تعریف

),(min)(
,,

dcdCd
dcCdc 

  

),,(یک  dMn-با طول بلوکی د، یک کد کn اندازه ،M  و کمترین فاصلهd است .  

 tشود، اگر حـداکثر  نامیده می) t-error detecting(خطا  t، تشخیص دهنده Cکد  .تعریف

روي هر کدکلمه رخ دهد، آنگاه کلمـه دریـافتی، یـک کدکلمـه     ) و حداقل یک خطا(خطا 

خطا باشـد    t، تشخیص دهندهCشود اگر خطا نامیده می t، تشخیص دهنده دقیقاCًکد . نباشد

  . خطا نباشد t+1اما تشخیص دهنده 

1اگر و تنها اگر خطاست tتشخیص دهنده دقیقاً  Cکد  .قضیه td(C) .  

www.Prozhe.com
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قـادر   MDDاست اگر قاعده ) t-error correcting(خطا  t، تصحیح کننده Cکد  .تعریف

بـه عنـوان   ) ties(ها با این فرض که تمام گره(خطا در هر کدکلمه باشد  tبه تصحیح حداکثر 

خطـا بـوده،    tخطاست اگر تصحیح کننده  t، تصحیح کننده دقیقا Cکد . )شوندخطا گزارش 

  . خطا نباشد1tاما تصحیح کننده 

)(22,12اگر و تنها اگر خطاست tتصحیح کننده دقیقا  Cکد  .قضیه  ttCd .  

)(22,12فرض کنید :اثبات  ttCd .  همچنین فرض کنیـدc    ارسـال وd    دریافـت شـده

tdcdباشد، به طوري که  ),(. صورت در اینd  بهc       از همـه کـدکلمات دیگـر نزدیـک تـر

Ccدوجود داشته باش است، زیرا اگر ' به طوري کهcc ' وtdcd ),'(آنگاه ، :  

)(2)',(),(),'( Cdtttcdddcdccd   

را زیـر  پس دو حالت . خطا نیست t+1تصحیح کننده  Cدهیم حال نشان می. که تناقض است

  :گیریمدر نظر می

)(12 -الف  tCd  . پسCcc  ),'(12به طـوري کـه  وجود دارد'  tccd .   حـال فـرض

)',(,),(1دریافت شده باشد به طوري که  dارسال و  cکنید   tdcdtdcd . در واقـعd   بـه

12مکان از  t+1شود که در این صورت ساخته می t مکان متفاوتcو'c ،  بـاc و  هبـود  برابـر

شـایی  گکد 'cبـه MDD ،dبنابراین طبق قاعده کدگشایی . باشدبرابر  'cمکان باقیمانده با  tدر 

  . خطا نیست 1tتصحیح کننده  Cپس . شود که اشتباه استمی
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)(22 -ب  tCd . پسCcc  ),'(22به طوري کـه  وجود دارد'  tccd .   حـالd   را بـه

1که م سازیاي میگونه tdcddcd ، آنگـاه یـک گـره رخ داده و کدگشـا اعـلام      )',(),(

  . کندخطا می

tccdتوانیم داشته باشیم خطا باشد، آنگاه نمی tتصحیح کننده دقیقا  Cبرعکس، اگر  2)',( .

tdcdرد به طوري که اوجود د dصورت کلمه زیرا در غیراین ),(  وtdcd ),'( .  حال اگـر

c  ارسال وd  دریافت شده باشد آنگاهd اه به ببه اشتc'   یـا اعـلام خطـا     ،گـردد کدگشـایی مـی

)(12بنابراین  .)در حالت گره(گردد می  tCd .  11232گـر  ا امـا  )()( ttcd   آنگـاه

پـس   ؛باشد که با فرض در تناقص اسـت خطا می 1tکننده ، تصحیحCطبق قسمت اول، کد 

22,12)(  ttCd .  

dCd.هنتیج )( اگر و تنها اگرC دقیقاً هیح کنندتصح




 

2

1dخطا باشد .  

},111,...,)1()1{(به صورت  nتایی به طول qکد تکرار  .مثال  qqC   اسـت. 

nCdکمترین فاصله این کد  )( کننـده دقیقـاً   تصحیح ،داین ک ،بنابراین .است






 

2

1n  خطـا

11این کد همچنین قادر به تشخیص . ستا  ndمی باشد خطا .  

  .رابطه بین کمترین فاصله و احتمال خطا

  . کدي نباشدشود اگر مشمول در هیچکد، ماکسیمال نامیده می-)n,M,d(یک  .تعریف
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},,{کد  .مثال 333111000C  روي الفباي},,,{ 3210Aزیرا  ،ماکسمالنیستC  یک),,( 333

),,(هنوز یک  دمشاهده نمود این ک 222کردن کلمه توان با اضافهکد است که می 333  کـد

  ) چرا؟(ماکسیمال است  222C}{ولی  ؛است

),,(یک  .نکته dMn کد مانندC اگر داراي خاصیت زیر باشد ،ماکسیمال است .  

dcxdد باشد به طوري کهوموجCcکلمه، یک کدxبراي هر کلمه مانند ),(.  

dcxdي ایـن خاصـیت باشـد کـه    ادار xبنابراین در چنـین کـدي، اگـر کلمـه دریـافتی       ),( ،

خطا در کدگشـایی رخ  لذا در این حالت ک تر خواهد بود و یبه کدکلمه دیگري نزد xنگاهآ

  :داریم ،باشدBSCبنابراین اگر کانال  .دهدمی




 









n

dx

knk
r dewpdcxdppp

k

n
p ))(()),(()1(errodecod  

  :داریم ، آنگاهخطا باشد tتصحیح کننده دقیقاً کد-)n,M,d(یک  Cاز طرف دیگر، اگر 

  












t

k

knk pp
k

n
p

0
correct )1(  

  :بنابراین














t

k

knk
t pp

k

n
pp

0
correcerrdecode )1(11  

][که در آن 
2

1


d
t. حال اگر تعریف کنیم:  














m

k

knk
p pp

k

n
mnB



)(),( 1  

  : آنگاه قضیه زیر را داریم
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BSC)(ر یک کانال دوتایی متقـارن  د.قضیه p       احتمـال خطـاي کدگشـایی بـراي یـک کـد ،

)n,M,d (کندماکسیمال در رابطه زیر صدق می:  

])
2

1
[,(1)1,( errdecode




d
nBpdnB pp  

  .یک کد) covering radii(و شعاع پوششی ) packing redii(شعاع فشردگی 

qAو باشددلخواه یک کلمه nAxفرض کنید  .تعریف ||.فـرض کنیـد    نیزr    یـک عـدد

  :شودبه صورت زیر تعریف می xحول  rگوي به شعاع . حقیقی نامنفی باشد

}),(|{),( ryxdAyrxS n
q   

),(اگر  rnVq  حجم گوي),( rxSq آنگاه ،باشد:  

k
r

k
q q

k

n
rnV )(),( 1

0









 



  

},{اگر  .مثال 10A 3آنگاهAتوان به صورت زیر نمایش دادرا می:  

011},110,101,{111(111,1) qS  

 ***  

  : در اینصورت. خطا باشد t–تصحیح کننده ) n,M,d(یک کد  11Cحال فرض کنید 

 ),(),( tcStcSji jqiq  

 ****  

),(),(وجود دارد درغیر اینصورت ازیر tcStcSx jqiq به طوري که:  

  
)2212(

2),(),(),(),(,),(





tortd

dtttcxdcxdccdtcxdtcxd jijiji  

www.Prozhe.com



 22

nACفرض کنید  .تعریف  . شعاع فشردگیC    بزرگترین عـدد صـحیحr    اسـت کـه در آن

),(هـاي  گوي rcSq    حـول کـدکلماتC   اع پوششـی  عش ـ. مجـزا باشـندC    کـوچکترین عـدد

),(هاي به  طوري که گوياست Sصحیح  scSq فضايnAشعاع فشـردگی  . را احاطه کنندC 

  . دهیمنمایش می Ccr)(را با  Cو شعاع پوششی  C)Pr(را با 

تصحیح کننده  Cها را همواره به صورت خطا گزارش کنیم، کد با فرض این که گره .قضیه

t  هاي گر گوياخطاست اگر و تنها),()( tcSCc q مجزا باشند .  

 tتصـحیح کننـده دقیقـا     Cها به صورت خطا گـزارش شـوند، کـد    با فرض اینکه گره .نتیجه

tcخطاست اگر و تنها اگر  )Pr( .  

  .کاملهاي کامل و شبهکد

)()(شود اگر کامل نامیده می Cکد  .ریفعت CprCcr  . به عبارت دیگر، اگر کدnAC   

هاي بـه مرکـز کـدکلمات و    اگرگوي .کامل است Cخطا باشد، آنگاه  tتصحیح کننده دقیقا 

  . را بپوشانند nA، تمامی فضاي tشعاع 

),,(یک کد دوتایی  32H)(کدهاي همینگ  .مثال   . است 3137

  :در واقع

}0000000,11111111,0101011,0010111,1001101,100001110,1000011

,1100110,0100101,0011001,1011010,0111100,1110001,0110010,1010100,1101100{

}},1,0{|...{)3(
2

7653

2

7542

2

75417212



 ccccccccccccccccH i
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8واضح اسـت کـه    1tاین کد 
1

7
1|)1,(|| 2 








cS

و
1282|| 77 A  لـذا  128=8×16امـا ،


CC

n cSA


 ),(   ، پس این که، کامل است 12

  ):  sphere packingفشردگی یا  -شرط گوي: (قضیه

کامل است اگر و تنها اگر  Cدر این صورت . باشد) n,m,d(تایی  q–یک کد  Cفرض کنید 

12  td خرد باشد وn
q qtnVM ),(.به عبارت دیگر ، .  

  














t

k

k

n

a
k

n

q
M

0

1)(

  

  خانواده کدها 

مکـان   kشود اگر می ، سیستماتیک نامیده),kqn(تایی  q–یک کد : هاي سیستماتیککد -1

1iik هـا،  ایـن مکـان  با این خاصیت وجود داشته باشند که با تحدید نمودن کد کلمـات بـه   ,...,

},...,{هـاي  مکان. را داشته باشیم kتایی به طور  Q، آرایه kqتمامی  kii1    مجموعـه اطلاعـات

)information set ( ــن مکــان ســمبلو ــا ســمبلهــاي کــد کلمــات درای ــاي اطلاعــات ه ه

)information symbols (شوندنامیده می .  

نمایش  kتایی به طول  q–در این حالت، اگر منبع را بتوان به صورت مجموعه تمامی کلمات 

تواند به منظـور کـد گـذاري چنـین     میkqتایی از اندازه   q–داد، آنگاه یک کدسیستماتیک 

  . منبعی، بدون تغییر کلمات به کار رود
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},,,{کد دوتایی : مثال 1010100101100000Cوي مکان اول و سوم سیستماتیک است بنابراین ر

},,,{اگر منبع  11100100S توان منبع را به کار بریم، میS نمـود  را به صورت زیر کد گذاري :

101011100101000000  -سیسـتماتیک نامیـده مـی   چنین کدگذاري، یک کدگذاري ,,

واضح است که فرآیند کد گشایی در این صورت، بسیار سـاده بـوده و کـافی اسـت تـا      . شود

  . کلمات منبع را به طور مستقیم از کد همه دریافتی استخراج کنیم

001010100000کد دوتایی : مثال ,,,{C چرا؟. (سیستماتیک نیست (  

  ) finite fields(هاي متناهی میدان

به عنوان الفبـاي کـد    Aکنیم خود، ساختارهاي با معنی ببخشیم، فرض میهاي براي یان که به کد

  : قضیه اساسی زیر را داریم. داریا یک ساختار مشخص باشد، مثلاً یک میدان متناهی باشد

در حد یکریختـی یـا   (یک مقدار صحیح مثبت باشد، آنگاه  nیک عدد اول باشد و  Pاگر : قضیه

npqدقیقاً یک میدان متناهی از اندازه   وجود دارد که آن را با()GFa یاqF دهیمنمایش می .  

اول و صـحیح مثبـت    pبراي مقـداري  nPهیا متناهی داراي اندازه علاوه بر این، تمامی میدان

nهسند ، .  

nمجموعه 
qF ، یک فضـاي بـردراي روي   qFهاي متعلق به تایی هاي مولفه nشامل تمام ي )(

qF  با بعدn مـا  ) بحث فضاي برداري جبر خطـی مطالعـه شـود   (باشدمیn
qF ),(را بـا   )( qnC 

),..,(نمایش داده و بردار  nIx1 در این فضا را به صورتxx   . دهیم-نمایش می 1,...,

  ) equivalence of codes(کدهاي هم ارز یا هم ارزي کدها 
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},,{},{دو کد ) چنان که قبلا دیدیم(خاصیت تصحیح خطاي  011000101000 12  CC   یکسـان

12دلیل آن ، هم ارز بودن. است و در عمل هیچ تفاوت با یکدیگر ندارند CC که بـه صـورت    ,

  . شودزیر تعریف می

n,m( ،12(تایی  -qدو کد : تعریف CC اگر جایگشت . شوندنامیده می) eqviralent(هم ارز ,

 رويn 12هاي مکان مختصات و جایگشت  ,,...,nبه . روي الفاي کد وجود داشته باشد

2211121طوري که  cccccccc nnrn  )()...()(.... )()()(    

هاي هر کـد کلمـه   به عبارت دیگر، دوکد هم ارزش هستند اگر بتوان با جیگشت روي مکان

1از طریـق  (هاي هر مکان از هر کد کلمـه  روي سمبلو جایگشت )از طریق ( ,...,n( از ،

  . یکی به دیگري رسید

رابطه هم ارزي بین کدها، یک رابطه هم ارزي است، یعنی در خاصیت بازتابی، تقارنی : نکته

  ) چرا؟. (کندو تراز گذاري صدق می

هم ارز با یک کد است کـه شـامل کـد کلمـه      A، آنگاه هر کد روي Aoاگر : لم ... 

  . باشد

ncccکد کلمه : اثبات در نظر بگیریـد و جایگشـت هیـا زیـر را      Cرا به طور دلخواه از کد 21...

  . ، اعمال کنید)به ترتیب(هاي آن روي مکان

},{, i

i

i

ii cAj

jc

jc

x 





 
















  روي مکانi .  

www.Prozhe.com



 26

)()(معـادل باشـند آنگـاه     2Cو 1Cاگر کدهاي : قضیه 21 cdcd     همچنـین احتمـال تصـحیح ،

12خطاي کد گشایی  CC   . تایی متقارن با یکدیگر برابر است q–هاي روي کانال,

  ): linear codes(کدهاي خطی ) 2

به عنوان الفـاي کـد دارد، در ایـن اسـت     . qFیکی از مهمترین مزایایی که یک میدان متناهی 

امـا بـه جهـت آنکـه نیـاز      . توان از اعمال فضاي برداري روي کد کلمات بهـره گرفـت  که می

از یـک کـد خـود کـد     ) یا مصرف اسکالري از یک کد کلمه(داریم تا مجموع دو کد کلمه 

  . کنیمباشند، یک کد خطی را به صورت زیر تعریف می کلمه

),(کد : تعریف qnVL  یک کد خطی ،)linear code ( شـود، اگـر زیـر فضـاي     نامیده مـی

),( qnV در این حالت، اگر . باشندL  داراي بعدk  باشد، آن را به صورت],[ kn  کد نمایش

dLdدهیم و اگر می )( کمترین فاصله کدL  باشد آنگاه گوئیمL  یک},,{ dkn کد است .  

تمام یکده اي خطی، شامل کد کلمـه صـفر   : نکته ...       هسـتند و نیـز نـرخ و انـدازه یـک

],[ kn کدq- شود تایی به صورت زیر تعریف می
n

k
Rqm k  , .  

,),(از یک کلمه xw)(وزن : تعریف qnVxهاي ناصفر ، تعداد مکانX است .  

  . است C، کمترین وزن کد کلمات نا صفر Cکد ) minimum weight(کمترین وزن 

ــر : تعریـــف nxxxاگـ ...1 وnyyy ...1   ــتراك ــاه اشـ ــند، آنگـ ــایی باشـ ــه دوتـ  f,xدو کلمـ

)intersection  (شودبه صورت زیر تعریف می :  

  ),...,,( nn yxyxyxyx 2211  
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  : لم

,),(براي تمامی  )1 qnVyx  داریم :)(),( yxwyxd   

)(,),(براي تمامی  )2 22 nVyxq   داریم)()()(),( xwywxwyxd 2 

  ) تمرین: (اثبات

کد در حال کلی به ) n,m(براي یافتن کمترین فاصله یک : نکته








2

m
  . محاسبه نیاز است

  ) مطابق قضیه زیر(محاسبه نیاز داریم 1Mاما در رمورد یک کد خطیف تنها به 

LdCاگر : قضیه ,  آنگاهLdc   بنابراین  

  
Ldc

LCLdCdC

LwcwdcwdcdcdLd











)()(min)(min),(min),(min)(

  

  ) cyclic codes(کدهاي دوري 

اي، داراي سـاختاري، بیشـتر از یـک فضـاي     بسیاري از کدهاي مهـم، بـه طـور قابـل ملاحظـه     

),(کد خطی . برداري هستند qnCL   به صورت زیر نسبت داد :  

  1
1111


  n

nn xCxCCCCC  ...:  

  . است  xFq][از  L)(به روي زیر فضاي  Lیک یکریختی فضاي برداري از  در واقع، 

اي در نظر گرفت و برعکس توان به صورت یک چند جملهرا می Lبنابراین، هر کد کلمه از 

داراي ساختار بیششتري از فضاي برداري اسـت، در واقـع   xFa][مزیت یان کار، این است که 

][xFq توانیم تو کد کلمه را در یکدیگر ضـرب کنـیم   یک جبر است به عبارت دیگر، ما می
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ولی ممکـن اسـت ضـرب آنهـا دیگـر یـک کـد کلمـه         ) توانستیمقبلا در فضاي برداري نمی(

اي یک چند جملـه  xP)(فرض کنید . کنیمتر مینباشد، براي این منظور ایده خود را ظریف 

  . باشد، در اینصورت xFq][با درجه 

]}[)(|)()({)( xFxfxPxfxP q آل تولید شده توسط ایده)(np    جبر خـارج قسـمتی

)quotient algebra (اي هاي ، مجموعه تمامی چند جمله)(xF با درجه حداکثرn  است که

  . شودبه صورت زیر تعریف می

  })(deg|][)({
)(

][
nxFxFxf

xp

xF
R q

q



  

 xP)(اسـت کـه در پیمانـه     xFq][اي هـا در  ، مجموعه تمـامی چنـد جملـه   Rبه عبارت دیگر 

در ایـن  ). شـوند محاسـبه مـی   Mکـه عناصـر در پیمانـه     mZمشابه با حلقـه  . (شوندمحاسبه می

-را مـی  در این حالـت نگاشـت   . خواهد بود Rاي از حالت حاصل ضرب هر دو چند جمله

تصـور کـرد کـه در ایـن      Rاز  L)(بـه زیـر فضـاي     Lتوان یک یکریختی از فضاي بـرداري  

) Ideal(آل را به صورت یـک ایـده   L)(توان می: است ولی Rیک زیر جبر از L)(حالت 

یک جبر است، بلکه این خاصیت اضـافی   L)(نیز تصور کرد، که در این حالت نه تنها  Rاز 

  . یک کد کلمه خواهد بود اي در هر کد کلمه،وجود دارد که حاصل ضرب هر چند جمله

1حال فرض کنید  n
n xxpوR را جبر خارج قسـمتی   )(




1n

q
n

x

xF
R

][
در نظـر بگیریـد    

بسـته   nRاي از ، آنگاه ساعت ضرب هـر چنـد جملـه   )nRL(باشد  nRآل از یک ایده Lاگر 

  ) داریم nRدر (بسته باشد، اما   xاست اما این معادل با آن است که ساعت ضرب توسط 
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1
2

2
11

1
2

1
1

11 1













n
non

nn
n

n
n

xCxCxCC

xxcxCxcxcxCCx )mod()()(   

LxCxCCبنـــــــــــــابراین اگـــــــــــــر  n
no  


1
آنگـــــــــــــاه بایـــــــــــــد  11

LxCxCxCC n
non  


1
2

2
11  

LCCCLCCCبه عبارت دیگـر   noon   ایـن مسـأله، تعریـف زیـر را دنبـال       1111

  . دارد

)(),(تعریف کد خطی  qnCLCyclic  است اگر :  

LCCCCLCCC nonno   11111  

دوري است اگر  Lبه عبارت دیگر، 



1n

q
n

x

xF
RL

][
  

هـر  به ایـن معنـی کـه    . است) Principal ideal domain(ال اصلی یک دامنه ایده nRنکته 

اي منحصـر بـه فـرد    ، توسط یک چند جملـه )Cبه عنوان یک کد دوري مانند ( nRآل از ایده

)(xg اي مولد تولید شده است که چند جملهC )generator Polynimic (شـود،  نامیده می

: ، بنـابراین   Cیکتا با کمتـرین درجـه در   ) Monic(اي تکین چند جملهxg)(به عبارت دیگر 

})(|)()({)( RxFxgxfxgC   

)degdim)(: در این حالت xgnC  ) بعد کدC (  

1nxxgعلاوه بر این   xg)(بـر  1nxباقیمانـده ناصـفر   xr)(، زیرا در غیر اینصورت اگر )(|

)(,deg)(deg)(باشد، داریم  xgxrCmr      کـه بـا فـرض)(xg     در تنـاقض اسـت بنـابراین

-لـذا، مـی  ) ام واحـد nیا ریشه   1nxیعنی (هستند   1nxهاي ریشه xg)(هاي تمامی ریشه
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یا به طور هم ارز، تعیـین  ) xg)((اي مولد آن چند جملهتوانیم یک کد دوري را با تخصیص 

بنابراین، بسـته  . هستند، تعیین کرد xg)(هاي که ریشه) 1nxهاي ریشه(ام واحد nهاي ریشه

  . ها، خانواده متفاوتی از کدها را خواهیم داشتبه انتخاب این ریشه

ام واحـد، تشـکیل یـک گـروه دوري      nهاي طور نمونه، همان گونه که خواهیم دید، ریشهبه 

12هـا بـه صـورت    این ریشه. دهندتحت عمل ضرب می nwww  wرا هسـتند کـه در ان     ,,...,

بـا کمتـرین درجـه     xg)(اي حال با انتخاب یک چنـد جملـه  . ام اولیه واحد استnیک ریشه 

11هاي متوالی ه ریشه آن یک، شامل ریشهک eww,...,,   تـوان یـک کـد دوري بـا     باشند، مـی

هاي متـوالی  البته در این حالت توجه درایم که این ریشه. را ساخت xg)(اي مولد چند جمله

کـه البتـه   (هاي دیگري نیز داشته باشند ریشه xg)(نباشد و  xg)(هاي ممکن است تمام ریشه

شوند که دسـته مهمـی   نامیده می BCHچنین کدهایی، کدهاي ) هستند 1nxهمه آنها ریشه 

  . از کدهاي دوري هستند

  هاي غیر خطی کد

غیـر خطـی،   به طور مثال، برخی از کدهاي . شونداین کد ها به روش هاي مختلفی ساخته می

  ). هاي بلوکیهاي لاتین یا طرحمانند مربع. (شونداز طرح هاي ترکیباتی ساخته می

-مثال مجموعه نقاط نمایش داده شده در زیر، به همراه خطوطی که آنها را به هـم وصـل مـی   

) Fano plane(یا صفحه فـانو   2از مرتبه ) Projective(کنند، تشکیل یک صفحه تصویري 

  لی از یک طرح ترکیباتی است دهند که مثامی
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  }},,}{,,}{,,}{,,}{,,}{,,,{},,,{{ 317246165754643532421B  

  },...,,{ 7216 V  

  شود ماتریس وقوع این طرح به صورت زیر تعریف می

  Vi
lj

Q j
i

ij 


 

 1
1

...
  

  vvijaA  )(  

  































1100010

0110001

1011000

0101100

0010110

0001011

7654321

7

6

5

4

3

2

1

l

l

l

l

l

l

l

A  

هـاي آنهـا باشـند، آنگـاه کـد      مکمـل  vSتـا   1Sو  Aهـاي  معـرف سـطرح    vvتـا   1rحال اگر 

},...,.,...,,,{ vv ssrrC 1110   یک),,( 3167 تـایی صـفر و    7بـردار   1و  0که در آن . (کد است

  : زیرا) یک هستند

  
3477

4





),(

),(),(),,(),(

ji

jijijiji

rrd

rrdsrdsxdrrd
  

  خانواده کدها 

: کد باشد، آنگاه نرخ کد بـه صـورت  ) n,m,d(یک  Cاگر 
n

cRR
m
qlog

)(    تعریـف مـی-

کنیم همچنی تعریف می. شود
n

d
C  )( . برخی کدهاي مهم به صورت زیر هستند  

},...,,))..({(  : تاي qکد تکرار  -1 11000110  qqC  
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],,[این کد خطی بوده و به صورت  nn   . است 1

  1
1

 ,
n

R  

  



n
R lim, بیشترین است  

مشـهورترین کـدهاي تصـحیح      rHq)(شاید خانواده کد هاي همینگ : کدهاي همینگ -2

توسط همینـگ   1950و ) Marcel Golay(توسط گلی  1949این کد ها در سال . خطا باشند

)Richard Hamming ( این کـدها خطـی و کامـل بـوده و کـد      . مطرح شدندبه طور مستقل

  . اي دارندگشاي بسیار ساده

کدهاي ) و نه همه(تمامی کدهاي همینگ دوتایی، معادل با کدهاي دوري هستند، اما برخی 

)()...(به طور خاص . همینگ غیره دودویی معادل با کدهاي دوري هستند rHr q0  یک کد

],,[ dkn  خطی–q  تایی است جایی که
1

1
3






q

q
nrnkوd

r

به طور خـاص اگـر   . .

2q آنگــاه نــرخ کــدهاي همینــگ ،
n

r
R

n
 1

3
,  واضــح اســت کــه . بــودهlR   امــا

0 )(n این کدها تصحیح کننده دقیقا یک خطا هستند .  

23241112، گلی برخی از کدهاي خطی را معرفی نمود، 1948هاي گلی در سال کد GGGG ,,,  

),/(یک کد خطـی دوتـایی    24Gکد . معرفی شدند و کدهاي گلی نام دارند 8409624   کـد

یخ و هـاي رنگـی از مـر   به منظور انتقال عکس) Coyager(است که توسط فضاپیماي ویاگر 

  12Gاسـت و  ) 11و5/729(، یک کد دوري سه تایی کامـل  11Gکد . زحل استفاده شده است
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بــه ) Sloon) (1977(مــک ویلیــامز والســون . اســت) 12و6/729(یــک کــد خطــی ســه تــایی 

  . انداره کردهاش) چه از دید عملی و چه تئوري(کدهاي گلی دوتایی به عنوان مهمترین د ا 

  مولر -کدهاي رید

اي از کدهاي خطی دوتایی هستند که ارزش عملی خوبی داشته و مولد خانواده-کدهاي رید

و هـر عـدد صـحیح     Mبـراي هـر عـدد صـحیح     . داراي خواص کـد گشـایی مناسـبی هسـتند    

rmrr )(,   ــد ــد ریــ ــن کــ ــولر -ایــ ),(مــ mrR ــارامتر ــت داراي پــ ــر اســ ــاي زیــ . هــ

rmm d
r

mm
kn 

















 2

1
12 ــد  ,... ــدهاي ری ــه اول   -ک ــولر مرتب ),(م mR ــاي 1 ، ده

11 222  mmm )/(کد . هستند,, 51R  هـاي سـیاه و   ، به منظـور عکـس  9توسط فضاپیماي ماریسز

  : مولر، داریم-در مورد کاهاي رید. ، بکارگرفته شد1972سفید از مریخ در سال 

  
rm

r

mm

R
2

1

2

1
1





















 ,

...

  

 آنگـاه   rو اگـر   nزمینـی کـه    Rثابـت باشـد، داریـم     rبنابراین اگر 

  nزمانی که 

  سولمن -و کدهاي رید BCHکدهاي  

توسـط   1959ابتدا رد سـال  )  BCH )Bose- chevlehuri-codes Hocqunqhemکدهاي 

Hocqunqhem    توسـط   1960کشف شده و در سـالsose  وRay-chad huri   نامگـذاري
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تایی بوده و اهمیت  q–این کدهاي دوري و . این کدها، تعمیم کدهاي همینگ هستند. شدند

  . خطا دارند –عملی زیادي در تصحیح 

تـایی   e-1هـاي آن شـامل یـک لیسـت     اي مولدي که ریشـه توسط چند جمله BCHکدهاي 

12متوالی  ewww   . شوندهستند، تعریف می 1nxهاي از ریشه  ,...,

 BCHیک کد و. شودکد گفته می) designed distance(فاصله مطرح  Eدر این حالت، به 

edداراي کمترین فاصله  eبا فاصل مطرح  Cمانند   اي مـواد  بنابراین اگر چند جملـه . است

Cxg ),)deg),(((  هاي زیر است به داراي پارامتر Cباشد آنگاه کد   ),( edxgnkn   

توانی کدي با کمتـرین فاصـله دلخـواه    هستند و لذا می d=eداراي  BCHبسیاري از کدهاي 

 -Reed(ســولمن = اگــه کــد ریــد«تــوانی از یــک عــدد اول باشــد، ا qاگــر . طراحــی کنــیم

solomon (q-  تایی یک کدBCH  1با طول qn سـولومن   -بنابراین کدهاي ریـد . است

امـا  . براي کد هستند که غیر عملـی اسـت   بزرگیداراي اندازه الفباي ) با طول بزرگ(بزرگ 

همچنـین کـدهاي   . توان این کد ها را به کد دو دویی تصویر کردآنچنان که خواهیم دید می

بـراي نمونـه در   . (داراي اهمیـت ) Burst error(سولومن در تصحیح خطـاي گروهـی    -رید

  ) . به کار گرفته شدند Ulyssesو  MagelanT Galileoهاي مأموریت

  باقیمانده مربعی  کدهاي
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 Pکدهاي باقیمانده مربعـی، کـلاس دیگـري از کـدهاي دوري هسـتند کـه داراي طـول اول        

یک باقیمانـده مربعـی در     Xیک عدد صحیح مانند ) quadaratic residue codes(. هستند

  . شودنامیده می Pپیمانه 

axاگر معادله 
p

2  به عبارت دیگر . داراي یک جواب باشدa  ریشه یک عدد در پیمانهP باشد .  

اسـت اگـر و    Pیک ریشه مربعی در پیمانه  2در نظریه اعداد، این مطلب اثبات شده است که 

18به شکل  Pتنها اگر در  m 18بنابراین کدهاي باقیمانده مربعی داراي طول . باشد  mp 

  . هاي زیر است اي مولد کد داراي ریشهدر این حالت، چند جمله) اول هستند(

}u  یک باقیمانده مربعی در پیمانهP   نباشـد|uW {  یـا}r      یـک باقیمانـده مربعـی در پیمانـهP 

  } rw|باشد

  کد به یکی از دو صورت زیر است  اي مولدبه عبارت دیگر، چند جمله 

   
 


QRr NQRu

ur wxxgwxxg )()(),()( 21  

ــه در آن  },,{ک 10001  pQR      ــه ــی در پیمان ــاي مربع ــده ه },...,{و  Pباقیمان 11  pNQR  

  . هستند Pباقیمانده هاي مربعی در پیمانه 

توان ثابت کرد می
2

1


p
NQRQR ، بنابراین بعد یک کد باقیمانده مربعـی بـه صـورت     ||||

زیر است 
2

1

2

1 





pp
PxgnK ))(deg( .  

توان ثابـت کـرد   اما می. متأسفانه، تعیین کمترین فاصله یک کد باقیمانده، مربعی مشکل است

توجه داریم که نـرخ یـک کـد باقیمانـده     . اما این کران، کران خیلی خوبی نیست  Pکه 
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مربعی حداقل 
2

1
1

2

1
,R       خواص کیفی کدهاي باقیمانده مربعی در حالـت کلـی، یـا شـناخته

2311مانند کدهاي کامل گلی (اما برخی از این کدها با طول کم . است GG  کدهاي شناخته) ,

  .شده و خوبی هستند

  

  ) GOppa Codes(کدهاي گاپا 

شود، کـدهاي گاپـا  بـا یـک     اي مولد خود شناخته میهمانند کدهاي دوري که با چند جمله

بـه همـراه    mFqشوند کـه روي یـک میـدان    تعیین می  xG)(اي گاپاي مخصوص چند جمله

mFLیک مجموعـه   q    از عناصـر ناصـفر)(xG        تشـکیل شـده اسـت کـدهاي کاپـا، خطـی

هستند، اما در حالت کلی دوري نیستند یکی از زیباترین وجوه کدهاي گاپا در این است کـه  

ــایین توســـط   ــد از پـ ــله کـ )deg)((کمتـــرین فاصـ xG1  ــدار اســـت ــر . کرانـ ــع اگـ در واقـ

))(deg( xGg  کندهاي کد گاپا در رابطه زیر صدق می، آنگاه پارامتر .  

gdmgnLn  11 ,,|,|  

توان این کـران را  داراي هیچ ریشه تکراري نباشد، آنگاه می  xG)(در حالت دودویی، اگر ( 

gdبه  21 بهبود بخشید( .  

  

  ) Justesen Codes(کدهاي جاستسن 
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مقـادیر مشخصـی    8و عـدد   Rتوجه دارید که در هر یک از حالتهاي قبلـی، جـایی کـه نـرخ     

به عبارت دیگر یا نرخ به صـفر میـل   . یا  R، داریم nزمانی که باشند آنگاه 

اي در ادامه خـانواده . کندمیل می 1به  nکند یا احتمال خطاي کد گشایی زمانی که می

دهیم که به کدهاي جاستس معروف هسـتندو داراي  از کدهاي خطی را مورد مطالعه قرار می

نرخ ثابت 
2

1
R هستندو در آن .  

  110
2

11 /)(  H  

)log()(log)(جایی که    11H بنابراین کدهاي جاستسـن  . تابع آنتروپی است

  ) asym ptotically good(به طور جانبی خوب هستند 

  

  ) Perfect codes(هاي کامل کد

 rHq)(کد هاي همینـگ  . کردند تنها کدهاي کامل غیر بدیهیبراي مدتی، محققین فکر می

کدهاي کامل بدیهی، کدهاي تکرار دوتایی با طول فـرد،  . هستند 12Gو  13Gو کدهاي گلی 

),(کدهاي شامل تنهـا کـد کلمـه صـفر و کـاد شـامل همـه عناصـر          qnV  امـا، وسـیل   . هسـتند

)Vasil;ev (هـاي مشـابه بـا کـد همنیـگ را      اي از کدهاي کامل غیر خطـی بـا پرامتـر   خانواده

  . یافت

را درباره کـدهاي کامـل روي الفبـاي بـا انـدازه تـوان یـک عـدد اول،         ) 197(قضیه مهم زیر 

  . داریم
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توانی از یک عدد اول اسـت،   q، جایی که Cتایی غیر بدیهی مانند  -qیک کد کامل : قضیه

یا  rHq)(هاي همینگ از کد با یکی) طول، اندازه و کمترین فاصله(هاي مشابه داراي پارامتر

  : است علاوه بر این 11Gو  23Gیکی از کدهاي گلی 

هاي مشابه با یک یاز کدهاي گلـی باشـد، آنگـاه هـم ارز بـا آن کـد       داراي پارامتر Cاگر ) 1

  . گلی است

هاي مشابه با یک یاز کدهاي همینگ باشـد، آنگـاه هـم    پارامترخطی بوده و داراي  Cاگر ) 2

  . ارز با آن کد همینگ است

  

  به دست آوردن کدهاي جدیدي از کدهاي قدیمی 

در زیر، چندین روش مفید براي به دسـتآوردن کـدهاي جدیـد از کـدهاي قـدیمی را مطـرح       

  . کنیممی

  

  extending a codeتصمیم یک کد یا  -1

یا چند مکان مختصات اضافی به کد کلمات یک کد به تعمیم کـد  فرآیند اضافه نمودن یک 

معروف است معروف ترین روش براي تعمیم یک کد، با اضافه نمودن یک بیت توازن کلـی  

)overall parity (اگر . آیدبه کد به دست میC  یک کد)n,m,d (q—    تـایی باشـد، آنگـاه

  . شودبه صورت زیر تعریف می extended code (C(که تعمیم یافته 
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},,...,|...{ˆ 



 

1

1
1121

n

k
knnn CCCCCCcC   

  

)ˆ,ˆ,ˆ(یک   Ĉاگر  dmn  کد باشد، آنگاه  

  1d       یاddmmnn  ,,1  

},,,{اگر : مثال 11100100C  آنگاه},,,{ˆ 110101011000C ) کد تعمیم یافتهC (   توجه داریـد کـه

C  داراي کمترین فاصله است، اماĈ  است 2داراي کمترین فاصله .  

  : هاي زیر استداراي پارامتر) دوتایی( rH2)(کد همینگ : مثال

  3212 12   dMn rr r
,, )(  

ˆ)(کد همینگ تعمیم یافته  rH2  که با اضافه نمودن یک بیت توازن کلی به)(rH2    بـه دسـت

  : هاي زیر استآید، داراي پارامترمی

  422 12   dMn rr r
ˆ,ˆ,ˆ )(  

بنابراین، با وجود این که تعمیم یافته همینگ داراي قدرت تشخیص خطاي بیشتري نسبت بـه  

  . یابدیکد اصلی نیست، اما قدرت تشخیص خطا در آن افزایش م

  

  puncturing acode پنچر نمودن یک کد یا  -2
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به ایـن صـورت کـه یـک یـا دو مکـان       . عکس فرآیند تعمیم یک کد، پنجر نمودن کد است

  2dباشـد و  ) n,m,d(تـایی   -qیک کـد   Cاگر . شوندمختصاتی از کد کلمات حذف کی

  : به دست آمده داراي پارامتر هاي زیر است Cکه با پنچر نمودن یک مختص  Cآنگاه کد 

  1d   یاddMM  را   *,* nn*  

هـاي  بـا پـارامتر    24G، بـا پنجـر نمـودن کـد     )23و8/4096(با پارامترهاي  23Gکد گلی : مثال

در هر مکـان، یـک کـد     24Gتوجه دارید که پنجر نمودن. (آمده استبدست ) 24و8/4096(

  ). دهدمی23Gمعادل با 

و بنـابراین کامـل   . کنـد صـدق نمـی  )  sphere- paching(در شرط گوي پوششـی   24Gکد 

تواند به یک کـد  ابراین پنجر نمودن یک کد غیر کامل میبن. کامل است 23Gاما کد . نیست

  کامل منجر شد 

که بـا   Cدوتایی وجود دارد اگر و تنها اگر یک کد  تعمیم یافته ) ,t2n,m+1(یک کد : قضیه

کـد  دراین صـورت، چـون وزن هـر    . به دست آمده است Cاضافه نمودن یک توازن کلی به 

ــه در  ــابراین   Cکلمـ ــت، بنـ ــذا   Cd)ˆ(زوج اسـ ــت و لـ 12زوج اسـ  tcdCd ــس  )ˆ()( پـ

12  tCd 221یـــک کـــد دوتـــایی    Cبـــرعکس، فـــرض کنیـــد   . )ˆ(  tMn باشـــد   ,,

22  tdcd به دست آمده  d,cهاي متفاوت در یک مکان از مکان Cبا پنچرنمودن  Cو   ),(

  . است t2+1داراي کمترین فاصله  *Cبنابراین . باشد
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  Expunging acode: پاك کردن یک کد 

برخـی از  . (دهـد با حذف تعدادي از کد کلمات یـک کـد، پـاك کـردن یـک کـد رخ مـی       

یک کـد   Lبه طور مثال، فرض کنید .  )کننداستفاده می expurgateمولفین از کلمه پیراتس 

)n,m,d(- اگر . خطی دوتایی باشدL     ًشامل حداقل یک کلمه با وزن فرد باشـد، آنگـاه دقیقـا

  ) چرا؟. (نیمی از کد کلمات داراي وزن فرد هستند

),,'(حال با دور انداختن کد کلمات با وزن فرد یک کد  d
d

m
n  آیـد کـه در آن   به دست مـی

dd '  .  

داراي وزن زوج هستند، کمترین فاصـله کـد   علاوه بر این، چون تمامی کد کلمات باقمیانده 

ddفرد باشد آنگاه  dپاك شده زوج باشد و در این حالت اگر  ' .  

  

  Augmenting a code: افزایش یک کد

شود که با اضافه نمودن تعداد عکس فرآیند پاك کردن یک کد، افزایش یک کد نامیده می

یک روش متداول براي افزایش یک کد دوتـایی  . آیدمیکلمه اضافی با عناصر کد به دست 

C جـایی کـه   . ، اضافه نمودن مکمل هر کد کلمه به آن اسـتcC)   مکمـل کـد کلمـهC (  بـا ،

  . آیدبه دست می Cدر  1و  0تعویض 

  1100100  CCC  

,),(اگر : لم 2nVyx   آنگاه),(),( yxdnyxd c  .  
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),(: اثبات cyxc  =هایی که تعداد مکانx  باcy هـایی کـه   تعداد مکان= متفاوت استX   بـاy 

),(= یکسان است yxdn  .  

  در این صورت . باشد) n,m,d(یک کد دوتایی   Cفرض کنید : قضیه

},min{)( maxdndCcd c   

  . است Cبیشترین فاصله بین کد کلمات در  maxdکه در آن 

)(}min),(),{(min),(  داریم: اثبات dcdCdCdCCd c   

dCdcdاما  c    : و بنابراین امر قبل )()(

  





),(min),(min),(min
,,,

ddccndcddcd
CdC

c

CdC
Cd
CC c

  

  max),((max
,

dndcdn
CdC




  

ــر  ــد و    Lاگ ــایی باش ــی دوت ــد خط Lک ــاه  1100011 CLLآنگ   ــر ــا اگ ــاه  L1ام آنگ

 CLL  .در واقع قضیع زیر را داریم:  

نباشـد،   1=11001باشـد کـه شـامل کـد کلمـه      )  n,m,d(یک کد دوتایی خطی Lاگر : قضیه

CLLآنگاه    یک کد خطی دوتایی)'., dmn   : است که در آن) 2

  },min{' maxWndd   

  . است L، بیشترین وزن کد کلمات در  maxWجایی که 

  

  Shortening acodeکوتاه کردن یک کد 
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کوتاه کردن یک کد، فرآیند حفظ کد کلماتی اسـت هـک در یـک مکـان مفـروض داراي      

و سپس حذف ) به طور مثار در مکان اول داراي سمبل صفر باشند(یک سمبل مشخص باشد 

و  n-1کد باشد، آنگاه کوتـاه شـده آن کـه داراي طـول      -)n,m,d(یک  Cاگر . آن موقعیت

ام با در نظر گرفتن تمـامی کـد   iیک کد در مکان  کوتاه کردن. خواهد بود dکمترین فصاله 

dross- section (SXi(باشند بـه بخـش متقـاطع     Sکلماتی که در آن مکان داراي مقدار   

  . معروف است

oxiباشد، آنگاه بخش متقـاطع  ) n,m,d(یک کد خطی دو دویی  Cاگر : قضیه     یـک کـد

),,(خطی دوتایی  dmn
2

1
1 است .  

  

  ) Direct sum Constroction(ساختار جمع مستقیم 

111(تـایی   -qیک کد  1Cاگر  dmn 222(تـایی   qیـک کـد    1Cو ) ,, dmn باشـند، آنگـاه   ),,

  . ، کد زیر است3Cجمع مستقیم 

  },|{ 213 CdCcCdC   

  : هاي زیر استداراي پارامتر 3Cبه وضوح 

  },min{,, 212121 dddMMMnnn   

  

Vuu(ساختار  ,(  
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111(یک کـد   1Cاگر . این ساختار، نسبت به ساختار جمع مستقیم، بسیار مفید تر است dmn ,, (

(یک کد  2Cو  222 dmn آنگـاه کـد   . انـد تعریف شـده    qFباشد، که هر دو  روي الفباي ) ,,

2C شودبه صورت زیر ساخته می :  

  },|)({ 2121 CdCCdcCCC   

ــوح طــول   ــه وض 21ب CC    ،n2  ــدازه آن ــوده و ان ــی . اســت  21MMب ــال نشــان م ــیم ح ده

},min{)( 2121 2 ddCCd   . زیرا فرض کنید)(),( 11112222 dCCudCCU   

21به وضوح طول  CC   . 21باشند آنگاه اگر dd  12121: داریم 22 dccduud  ),(),(  

21و از طرف دیگر، اگر  dd   آنگاه  

  
))()()((

),()()()()(),(

bwawbaw

dddddcwddccwccwuuwuud



 221212121212121  

  : دهد یعنیتوان مشاهده نمود که در تمامی حالات، تساوي رخ میاما می

  },min{)( 2121 2 ddCCd   

),(فرض کنید : مثال mR ),,(مولد مرتبه اول باشـد کـه کـد دوتـایی      -کد رید 1 11 222  mmm 

Re)(و فرض کنید . است mp ),,(باشد که یک کـد    m2کد تکرار دوتایی به طول   2 mm 222 

),(Re)(در این حالت . است mpmR 21    یک کد دوتایی),,( mmm 222 21     است کـه دیـده

),(شود همان کد می 11 MR است .  

  

  گروه خودریختی یک کد 
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، یک گروه مشـخص وجـود دارد کـه گـروه خـودریختی آن کـد        qFمتناظر با هر کد روي 

  . تواند مفید باشد-این گروه در مطالعه ساختار کد، مانند کد گشایی می. شودنامیده می

  

، Cاز   CAot)(گـروه خودریخیـت   . باشد qFکد روي  -)n,m(یک   Cفرض کنید: تعریف

CCMاست، به طوري که  nبا درجه  Mمجموعه تمامی تبدیل هاي تک جمله اي  )(  .  

هـاي  روي مکـان اي، چیـزي جـز یـک جایگشـت     ، یک تبدیل تک جمله2qزمانی که 

)()()(  مختصات کد نیز یعنی .... nCCCC  21  

  . بنابراین، در مورد کدهاي دودویی، تعریف زیر را داریم

 automorphism(باشـد گـروه خـودریختی    ) n,k(فرض کنید یک کـد دو دویـی   : تعریف

group(  

C به صورت زیر است :  

  },|{)( CcCcSCAut n    

ــه  کنــیم کــه اگــر یــادآوري مــی اي باشــد، در ایــن صــورت کــد  یــک تبــدیل تــک جمل

},|{( CcCcSC n      با استفاده از تعریف، معادل ضرب اسکالر بـر روي کـدC  

  .است

  یک گروه است  CAut)(مجموعه : قضیه

  . است nSیر گروه از گروه متقارن ي ز CAut)(، گروه Cدر مورد کد دوتایی 
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},,,{گروه خودریختی کـد  : مثال 1111001111000000C    4، زیـر گروهـی ازS    بـه   8بـا انـدازه

  . صورت زیر است

  )}(),(),)((),)((),)((),(),(,{)( 142313242314241334123412idCAut   

  

  مسأله اساسی کد گذاري 

باشـد تـا   ) بـزرگ  M(انـدازه بـزرگ    بایست از یک طرف داریـا خوب می) n,m,d(یک کد 

هاي منبع را کد نماید و از طرف دیگر باید داراي کمتـرین فاصـله   بتواند تعداد بیشتري از پیام

)d (کنیمدر اینجا تعریف می. حیح کندبزرگ باشد تا بتواند خطاهاي بیشتري را تص .  

)n,d(Aq =: بزرگترین اندازهM  ممکن به طوري که یک کد)n,m,d (q- تایی موجود باشد . 

هـاي زیـادي بـه منظـور     نـد و تـلاش  در کدگذاري یک نقش اساسی ایفا مـی  Aq(n,d)اعداد 

بـه مسـأله اساسـی کـد      Aq(n,d)در واقع مسأله تعیـین  . تعیین مقادیر آنها صورت گرفته است

بـراي مقـادیر کوچـک     Aq(n,d)گذاري تعبیر شده است بیشتر نتایج در این قسمت به تعیـین  

n,q  وd هاي بالایی روي یا تعیین کرانAq(n,d) کارهاي قابل ملاحظـه . پرداخته شده است-

بـه عنـوان تـابعی از     Aq(n,d)اي به منظور تعیین رفتار مجـانبی  
n

d
    زمـانی کـه ،n ،

نامیده ) Oplimal(، کد بهینه Aq(n,d)=Mکد که در آن ) n,m,d(یک . صورت گرفته است

  . شودمی
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  . داریم 1nبار هر : قضیه

1 (nqqnAq ),(                           2 (qnnAq ),(  

),(),(  :داریم 2nبراي هر : قضیه dnAqdnA qq 1  

)(در مورد کدهاي دوتایی : قضیه 2q داریم :),()( 2112 212  nAtnA  

  زوج باشد آنگاه  dتوان بیان کرد که اگر این قضیه را به این صورت نیز می

  ),(),( 1122  dnAdnA  

),(بنابراین، در مورد کدهاي دوتایی، کافی است تا  dnA2    را براي تمامی مقـادیر فـردD )  یـا

  . تعیین کنیم) براي تمام مقادیر زوج

  Gilbert – vershamovورشامو  -کران گیلبرت  n,d(Aq(کران پائینی روي : قضیه

  
















2

1
d

k

k

n

q

q
k

n

q
dnA



)(

),(  

],[توانی از یک عـدد اول باشـد، آنگـاه یـک کـد       qزمانی که : قضیه kn   خطـیq-    تـایی بـا

  : وجود دارد به شرط آن که dکمترین فاصله 

  













 


2

1
1d

i

i

n
k

q
i

n

q
q



)(

  

آنگــاه . کنــدبزرگتـرین عــدد صـحیح باشــد کـه در شــرط فـوق صــدق مـی      Kبنـابراین، اگــر  

kdnAq ),(  
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),(کران بالایی روي  dnAq  

1گران سینگتون : قضیه dn
q qdnA ),(  

هـایی وجـود دارد کـه تسـاوي در     اما حالت. خوبی نیست کران سینگلتون، کران خیلی: توجه

  . دهدکران سینگلتون رخ می

  )کران بسته کروي یا کران همینگ: (قضیه

  

][,

)(

),(
2

1

1

















d
t

q
k

n

q
dnA

t

k

k

n

q

  

  . توجه دارید که کدي که تساوي در کران نسبه کروي برقرار باشد، کد کامل است

q. کران پلاتکین فرض کنید: قضیه

q 1


ndاگر     آنگاه ، :  

  nd

d
dnAq 

),(
  

  . نسبتاً بزرگ باشد، برقرار است  dتوجه دارید که کران پلاتکین زمانی که 

، داریم 2nبراي هر : قضیه
),(),( dnAqdnA qq 1

    

بنابراین . تایی بهینه باشد -n,m,d (q(یک کد  Cفرض کنید : اثبات
),( dnAm q

 Iاما یک   

ixکـه در آن   Cوجود دارد به طوري که تعداد کد کلمـاتی از   1   حـداقل برابـر ،
q

M   اسـت

iX، بنابراین اگر این کد کلمات را در نظر گرفته و مکان )چرا؟( 1    را از آنها حـذف کنـیم

  : آنگاه داریم
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q

dnA

q

M
dnA

q
q

),(
),( 1  

),(مقادیر کوچک  dnAq  2اگرq ،),( dnA2 :  

معرفی شد که تعمیمی از کاري است کـه اسـلون    1986سال ) Hill(جدول مقابل توسط هیل 

)Sloon) ( ارائه نمود) 1982سال .  

بسیاري از کران هاي پایینی در این جدول، با اسـتفاده از کـدهایی کـه قـبلاً معرفـی کـردیم،       

  . اندمانند کدهاي همینگ، کد تکرار به همراه کوتاه کردن این کد ها به دست آمده

7=d 5=d  3=d  n 

-  2  4  5  

--  2  8  6  

2  2  16  7  

2  4  20  8  

2  6  40  9  

2  12  79-72  10  

4  26  158-144  11  

4  32  256  12  

8  64  512  13  

16  128  1024  14  

32  256  2048  15  

37-36  
340-

256  
3276-1560  16  

  

1) کران سینگلتون: (قضیه dn
q qdnA ),(  
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مکان آخر را از تمام یکد  1dتایی باشد اگر   -qکد  -)n,m,d(یک  Cفرض کنید : اثبات

، اما در این حالـت طـول   )چرا؟(کلمه حاصل متمایز هستند  Mحذف کنیم، آنگاه  Cکلمات 

1تمامی کلمات  dn  1است، پس dnqM .  

  گرچه کران سینگلتون، کران خوبی نیست، اما در مثال زیر، تساوي برقرار است 

  : مثال

  },,,,,,,,,,,,,,,{ bbbbaaobaaababoabobaboababoaaC 111111111111   

},,,{روي ) 2و16و3(یک کد  baF 14   16234سات بنابراین )/(A  

),(*************اما کران سینگلتون داریم  4234 A 16234، سپس ),(A .  

  : که باشد، آنگاه با توجه به کران سینگلتون داریم] n,k,d[یک  Cاگر : نتیجه

 nd  11یا   dnkqdnAq dn
q

k ),(  

1در یک کد خطی : تعریف knd   یک کد با بیشترین فاصله تفکیک یـاMDS   نامیـده

)  maximum distance separable code(داراي بیشـترین    Dبـه عبـارت دیگـر    . شـود مـی 

ddnn، یک کد MDSبنابراین یک کد  ,, 1  1یا به طور هم ارز knkn   . است ,,

1، اگر هر مجموعه MDSدر یک کد : نکته dkn هاي مختصات کد را حذف از مکان

),(را داریم که همان  kرشته مجزا به طول  kq. کنیم qkV بنابراین . استC  روي هرk  ،مکان

  . سیستماتیک است
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  interleavingترکیب یا 

ــد  ــرض کنیـ فـ 11121112222212 MCCCCMCCCC ــب   ,,...,,,..., ــه ترتیـ ــد بـ دو کـ

),,(),,,( 111222 dmndmn  21تــوان کــد کلمــات در ایــن صــورت مــی. باشــند CC ره ترکیــب  ,

)Interleave ( 21نمود و کد جدید CC  را به دست آورد که در آن :  

  












}.....,,.........{

},...,,{

222

11

12111

2122122111

21
mCm

mm

CCC

CCCCCC
CC

  

21اگر  MM   

21تــوان نشــان داد کــه   مــی CC   یــک ،}),min{,( 2121 MMnn     کــد اســت کــه در آن

21 ddd  .اگر تعریف کنیم :  

  }){(

}|{





Zu

CcucuC

  

  : آنگاه قضیه زیر را داریم

12قضــیه فــرض کنیــد  CC ),,(بــه ترتیــب  , 111 dMn  و),,( 222 dmm  کــه مرتــب باشــند آنگــاه

21 CuC ~  هاي زیر استداراي پارامتر :  

  )},,min{,( dMMNnun 2121   

21  : جایی که  NdudD   

  

  کدهاي هادمارد 
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دهـیم  در اینجا، دسته اي از کدها به نام کدهاي هادامارد را تعریف و مورد بررسـی قـرار مـی   

  . کندکران پلاتکین رابطه تصاوي در مورد آنها صدق می که در

است کـه   1هاي با درایه nnیک ماتریس و  nاز مرتبه nHیک ماتریس مادمارد : تعریف

nnnدر شرط  nIHH 4   اگـر در سـطر اول و سـتون اور    . صـدق کنـدnH   تمـامی عناصـر ، 

  . گوئیمرا نرمال می nHباشد، آنگاه 

  : هادامارد زیر نرمال است براي مثال، مابریس

  


























1111

1111

1111

1111

4H  

 n,21ایـن اسـت کـه     nHثابت شده است که شرط لازم براي وجود یک ماتریس هادامارد 

تـوان ایـده وجـود    بـه سـادگی مـی   . باشد، اما مشخص نیست که آیا شرط کافی نیز میn41یا 

. دهـیم ، ماتریس هادامـارد نرمـال شـده بـا اعمـال انـدازه را نتیجـه مـی         nHماتریس هادامارد 

}|{کنیم که یادآوري می CcCC cc   که در آنcC    با تعویض نقش صفر و یـک در کـد

  . آیدبه دست می Cکلمه دوتایی 

هـا بـا صـفر و     1یک ماترس هادامارد نرمال باشد، بـا تعـویض تمـامی     nHفرض کنید : قضیه

را داریم که ماتریس هادامارد دوتایی نامیـده   nA، ماتریس nHدر ماتریس  1ها با  -1تمامی 

  . توانیم کد هاي هادامارد زیر را بسازیم، میnAحال با توجه به . شودمی
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nnn(یک ) با حذف ستون اول( nAسطحرهاي ) 1
2

1
1 ,,(دهنـد کـه   کد تشکیل میnHad1 

  . شود نامیده می

ox(در مکــان اول  nHad1بــا کوتــاه کــردن کــدهادامارد ) 2 1( کــد هــدامارد کوتــاه شــده

nHadS nnnآید که یک به دست می1
2

1

2

1
2 ,, کد است .  

)(مجموعه ) 3 nn HadHad 11   1(یک کد
2

1
21  nnn nHadاست که با ) ,, نمایش داده  2

  . شودمی

nnn(هاي این سطرها یک کد به همراه مکمل nAسطرهاي ) 4
2

1
2 دهند کـه بـا   تشکیل می) ,,

nHad   . شودنمایش داده می 3

هایی کـه در آن هـر دو سـطر برابرنـد، بـا      متعامدند، تعداد مکان nAچون سطرهاي ) 1: اثبات

بنابراین فاصله بین هر دو سـطح  . تعداد مکان هاي که در آن، این سطرها متمایزند، برابر است

nبرابر با  nAمتمایز 
2

  . است1

، بجز سـتون اول داراي  nHهاي اي از این واقعیت است که تمامی ستوناین مطلب، نتیجه) 2

  . هستند -1و  1تعداد برابر 

  . اي ثابت نمودیماین مطلب با توجه به قضیه) 3

  max},{)( dndmCCd c   

  : است زیرا یهبدی

  1
2

1

2

1
1

2

1
 nnnnd })(,min{  
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  :  داریم 3مشابه با) 4
nnnnCd

2

1

2

1

2

1
 },min{)(

  

  

  ها کدهاي خطی و دوگان آن

  : پردایمدر این فصل، جزئیات بیشتري از مهمترین کلاس از کدها، یعنی کدهاي خطی می

),(یک کد : تعریف qnVL   خطی است، اگرL   زیر فضـاي),( qnV  در ایـن حالـت   . باشـد

],[را یک  Lنگاه باشد، آ Kبرابر با  Lاگر بعد  kn -  کد نامیده و اگرd=d(L)  کمترین فاصله

L  باشد، آنگاهL   را یک]n,k,d[- نامیمکد می .  

)()(یک  کد خطی باشد آنگاه  Lاگر : قضیه LwLd  .  

  

  ماتریس مولد یک کد خطی 

-یـک پایـه تعریـف مـی    از آنجایی که یک کد خطی، یک زیر فضاي برداري است، توسـط  

  . شود

هاي آن تشکیل یـک  که سطر G,k×nماتریس . کد باشد -]دون[یک  Lفرض کنید : تعریف

دراین حالـت، کـد کلمـات    . شودنامیده می Lدهند، یک ماتریس مودل براي می Lپایه براي 

  : به عبارت دیگر. هستند G، دقیقا ترکیبات خطی سطحر هاي Lموجود در 

  )},(|{ qKVxxGL   
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بـه عبـارت دیگـر، اگـر اعضـاي      . کنداین رابطه روش ساده تري براي کد گذاري معرفی می

در نظـر گرفـت،     kتـاي یبـه طـور     -Qرا بتوان مجموعه تمامی کلمـات  ) SOune(یک منبع 

),(توانیم کلمه منبع آنگاه می qkVx  را به کد کلمهxG کد نمائیم .  

  : کد دودویی با ماتریس مولد زیر را در نظر بگیرید: مثال

  


















0101

1110

0011

G  

),(هاي منبع تواند به منظور کدگذاري سمبلاین کد، می 23V  بـه عبـارت دیگـر    . به کار رود

),,(),(اگر  23321 Cxxxx  آنگاه کد کلمه متناظر با آن به صورت زیر است .  

  ),,,,(][ 2322131321

0101

1110

0011

xxxxxxxxxx 

















  

هـا ضـرب یـک سـطر رد     جابجایی سـطر ( Gاز آنجایی که اعمال سطري روي ماتریس : نکته

، فضـاي تولیـد   )یک اسکالر ناصفر اضافه نمودن مضرب اسکالري از یک سطر به سطر دیگـر 

دهد، لذا ماتریسی که با استفاده از اعمال سطري روي ماتریس ها راتغییر نمیشده توسط سطر

  . ولد به دست آمده باشد، نیز یک ماتریس مولد براي کد استم

  : حال با استفاده از این مطلب، قضیه زیر را داریم

مکان دلخـواه یـک کـد هـم      kبه ازاي هر . کد خطی باشد –] n,k[یک  Lفرض کنید : قضیه

  . ها، سیستماتیک استوجود دارد که در این مکان Lارز با کد 
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)|(مولد به شکل  ماتریس: شکل استاندارد AIG k  که در آن ،kI   ماتریس همانی از مرتبـه

L شوداست، شکل استاندارد نامیده می .  

امکان اول سیستماتیک است اگر و تنها اگر ماتریس مولد آن به  Lیک کد خطی روي : نکته

  . شکل استاندارد باشد

 32H)(کنیم که ماتریس زیـر یـک مـاتریس مولـد بـراي کـد همینـگ        مثال بعدا مشاهده می

  . است

  





















1111000

0110100

1010010

1100001

G  

تواند می  32H)(پس کد همینگ . در این حالت، به شکل استاندارد است Gتوجه دارید که 

)/(کلمات منبع از  24Vرا به صورت زیر کد کند :  

  ),,,,,,(),,,( 42143143243214321 xxxxxxxxxxxxxGxxxxxG   

-مکان اول کد کلمـات ظـاهر مـی    kداراي شکل استاندارد است، پیام منبع اصلی در Gچون 

  . شود

12دو کد خطی : قضیه LL 12، با ماتریس هاي مولد  , GG ، هم ارز هسـتند اگـر و تنهـا اگـر بـا      ,

12الر ناصفر، بتوان از اعمال سطري و ضرب یک ستون در یک اسک GG   . رسید~

  

  دوگان یک کد خطی 
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ــرداري   ــاي ب ),(فض qnV       ــر ــوص، اگ ــه خص ــت، ب ــی اس ــی طبیع ــرب داخل ــک ض داراي ی

nx xxxyyy ....,.... 11    در),( qnV   باشند، آنگاه ضرب داخلیxy, توان به صورت با می

  : زیر تعریف کرد

  nn
yxor

yxyxyx 


....,,
,

11  

  . مفهوم زیر، یک نقش کلیدي در کدهاي خطی دارد

  : مجموعه. کد باشد -]n,k[یک  Lفرض کنید : تعریف

  . شودنامیده می Lکد دوگان 

  :باشد آنگاه Lماتریس مولد  Gاگر ) 1قضیه 

  }|),({  txGqnVxL  

  . کد خطی است -]n,n-k[یک   Lخطی باشد آنگاه  -]n,k[یک کد  Lاگر ) 2

LLداریم،  Lبراي هر کد خطی ) 3  )( :  

عمـود اسـت    Lبه هـر کـد کلمـه در     xشود که این مطلب، از این واقعیت نتیجه می) 1: اثبات

  . عمود باشد Lبر هر یک از عناصر پایه در  xاگر و تنها اگر 

معـادل   kفضاي جواب یـک دسـتگاه بـا     Lکند شود  که بیان مینتیجه می) 1(از قسمت ) 2

) 3. باشدمی kمتغیر است که داراي رتبه  nو **  LL  و LL dimdim   پـس حکـم ،

  . واضح است
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توان از خواص فضاي دو متناهی، میخواص فضاي دو گان یک کد روي یک میدان : توجه

یک زیـر   Wبه طور مثال، اگر . گان یک فضاي بردراي روي اعداد حقیقی کاملاً متمایز باشد

}{باشد، آنگـاه   Vفضا از یک فضاي برداري حقیقی متناهی البعد  WW    زیـرا هـیچ ،

  . برداري بر خودش عمود نیست

در واقع، همان طور که مثال بعد . کدهاي خطی درست نیست اما این مطلب، هموره در مورد

1LLتوانیم داشته باشیم دهد، حتی مینشان می   .  

},,,{، ]2و4[براي کـد دوتـایی   : مثال 1111001111000000L   داریـم LL .   و از آنجـایی کـه

L کد دوتایی است، داریم  -]4و2[نیز یک LL .  

، به طوري که Lکد خطی: تعریف LL خود دوگان ،)self - dual (شودنامیده می .  

با وجود این که : نکته LL لزوماً کد صفر نیست داریم :  

nLL  )با توجه به قضیه قبل(   )dim()dim(  

)|(یـک کـد خطـی بـا مـاتریس مولـد        Lفرض کنید  AIG k )   باشـد ) بـه شـکل اسـتاندارد .

)|(همچنین فرض کنید  kn
t IAH  در این صورت ، :  

  0










AA

I

A
AIGH

kn
l

t )|(  

عمــــود هســــتند و از آنجــــایی کــــه     Gهــــاي بــــر ســــطر  Hبنــــابراین، ســــطرهاي  

)dim()(  LknHrank توان نتیجه گرفت میH    ماتریس مولدي بـراي کـددوگانL 

  . است
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دلیـل ایـن نامگـذاري ایـن     . شـود نامیده می L، همچنین ماتریس بررسی توازن کد Hماتریس 

  :  است که  txHLx  

,)(,),...,(اما اگر  nij
t xxxhHxH 1   معادل با معادلات زیر است .  

  



















 





nnknknkn

nn

nin

xhxhxh

xhxhxh

xhxhxh

,,, ...|

...................

...

...

2211

2222121

212111

  معادلات بررسی توازن 

هـا همـان کـد    ضرایب دستگاه معادلات فـوق اسـت کـه در آن جـواب     H هايبنابراین، سطر

این معادلات خطی، همچنـین، معـادلات بررسـی تـوازن نامیـده      . هستند Lکلمات موجود در 

  . شوندمی

mIB(ماتریس بررسی به شکل    . شودندارد نامیده می، فرم استا)|

  . معرفی شد 32H)(در مثال قبل، ماتریس زیر یک ماتریس مولد استاندارد براي کد : مثال

  























111

111

001

110

4 AAIG ,)|(  

  : در این حالت، شکل استاندارد ماتریس بررسی توازن کد به صورت زیر است
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5432

xxxx

xxxx

xxxx

معادلات بررسی توازن      


















1101011

0001101

0111110

H  

  : در این حالت، معادلات بررسی توانز به صورت زیر هستند 
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7421

6431

5432

xxxx

xxxx

xxxx

  

وجـود  ) بـه طـور مسـتقیم   (روش کارایی براي تعیین کمترین فاصله که از روي ماتریس مولد 

بـه  . ، ایـن کـار ار انجـام داد   Lاز کـد  Hتـوان از روي مـاتریس بررسـی تـوازن     امـا مـی  . ندارد

Hهاي خصوص، فرض کنید ستون 1CCn تا از آنها ناصفر بوده و  Wوجود دارند که دقیقاً  ,...,

  : داریم

   nnkCkC ...11  

nCCCاست، جایی که  tCHاین معادل با  ..1  و لذاLC  علاوه بر این چونC   یـک

WLWWd  :  است، داریم Wکد کلمه با وزن   )()(  

سـتون   Wو لذا  tCHباشد، آنگاه داریم  Wیک کد کلمه با وزن  C. از طرف دیگر، اگر

H کنداین مطلب، قضیه بسیار مفید زیر را ثابت می. وابسته خطی هستند .  

 dدر اینصـورت  . باشـد  Hکد با ماتریس بررسـی تـوازن    -]n,k,d[یک  Lفرض کیدن : قضیه

  . وجود دارند Hستون وابسته خطی در   rاست که در آن rکوچکترین عدد صحیح 

  ) مستقل خطی هستند -Hستون  d-1ستون وابسته خطی است و هر  dداراي  Hبنابراین، (

  

  کدگشایی سیندروم 

توان یک الگوریتم کـد گشـایی کـارا    یک کد خطی، میبا استفاده از ماتریس بررسی توازن 

  . نمودبراي آن طراحی می
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ــوازن   -]n,k[یــک  Lفــرض کنیــد : تعریــف ــا مــاتریس بررســی ت ــراي هــر . باشــد Hکــد ب ب

),( qnVx  کلمهtxH سیندروم ،X شودنامیده می .  

Lxنتیجه   سیندروم ،X برابر با صفر باشد .  

مطـالبی را یـادآوري   ) quotient spaces(دربـاره فضـاهاي خـارج قسـمتی      خواهیمحال می

  . کنیم

),(اگر  qnVL   باشـد، آنگـاه فضـاي خـارج قسـمتی      ) یا زیر فضـاي نـاتهی  (یک کد خطی

V(n,q)  درپیمانهL شودبه صورت زیر تعریف می :  

  )},(|{
),(

qnVxLx
L

qnV
  

مجموعه  LCcxLx    . شودنامیده می coset(L(هم دسته |

 qFتوان دیده فضاي خارج قسمتی روي با استفاده از جمع بردراي و ضرب اسکالر زیر را می

  . ، خود یک فضاي برداري است

  LyxLyLaLaxLxa x  )()()(,)(  

LyLxکنیم که یادآوري می   اگر و تنها اگرLyx  .  

  

  : با توجه به مطالب فوق، قضیه زیر را داریم
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در  y,xدر این صـورت  . باشد Hکد با ماتریس بررسی توان  -]n,k[یک  Lفرض کنید : قضیه

V(n,q)   داراي سیندروم یکسانی هستند اگر و تنها اگـرy,x      در هـم دسـته یکسـانی از فضـاي

LqnV   . قرار بگیرند ),(/

  : اثبات

  LyLxLyxHyxyHxH ttt  )(  

  

  کدگشایی سیندروم 

قاعده کمترین فاصله ایجـاد  . دریافت شده باشد xارسال و کلمه  aحال فرض کنید کد کلمه 

cxeکـه در آن   cرا به کد کلمـه   xکنیم که می    ی کدگشـای . داراي کمتـرین وزن باشـد

  . کنیم

LCاما چون     پسe  در هم دستهx+L بنابراین، قاعده کمترین فاصـله ایجـاب مـی   . است-

Lxeکد گشایی کنـیم کـه    x"+eرا به کد کلمه  xکند که      ،داراي کمتـرین وزن باشـد

  . داراي سیندروم یکسان هستند xیعنی به کلمه با کمترین وزن در میان تمامی کلماتی که با 

  

}",,...,{فرض کنیـد  : آرایه استاندارد mCCL 1        در ایـن صـورت جـدول زیـر یـک آرایـه ،

  : است Lاستاندارد براي 
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smsss

m

m

m

ececece

ececece

ececece

ccc

















21

222212

112111

21

  

بـا  1eبـراي تشـکیل دومـین سـطر، کلمـه      . در حقیقت، اولین سطر این آرایه، عناصر کد است

در سطر اول نیامده باشد و ایـن کـار    1eکنیم به طوري که کمترین وزن را طوري انتخاب می

1eحال از جمع . اي یافت نشوددهیم تا  جایی که دیگر چنین کلمهرا به همین منوال ادامه می

ستاندارد، طبق مطالـب بیـان شـده بـا     سطرهاي آرایه ا. سازيرا می L، سطرهاي Cها با عناصر 

  . کنندرا تولید می n,q(V(هم اشتراکی نداشته و تمام فضاي 

iiدریافت شده باشـد،   xدر این حالت اگر کلمه  Cex  )   بـراي برخـیsimj  ,( ،

داراي سـیدنروم یکسـان   ieدر این حالـت  . کنیمکدگشایی می) xسرستون ( jcرا به  Xآنگاه 

  . قرار دارد Xبوده و در ابتاي سطري خواهد بود که  Xبا 

  . دوتایی با ماتریس مولد زیر باشد] 4و2[کد  Lفرض کنید : مثال

  









0010

1011
G  

  . به صورت زیر هستند Lهاي مجزاي هم دسته

  

},,,{

},,,{

},,,{

},,,{

00110111111010101010

10111111011000100010

00010101110010001000

1001110101000000









C

C

C

C
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اسـتاندارد بـه    چون، هم سردسـته هـا داراي کمتـرین وزن در هـم دسـته خـود هسـتند، آرایـه        

  . صورت زیر است

  

1100

1101

1000

1001

1110

1111

1010

1011

0111

0110

0011

0010

0101

0100

0001

0000

  

  : به سطر اول، ماتریس مولد در شکل استاندارد را داریم Gبااضافه نمودن سطر دوم 

  


















1001

0100

0010

1001
HG'  

  ماتریس بررسی توازن 

  . ها به صورت زیر استسردسته ها با مقادیر سیندروم ان در این حالت جدول

مقدار سیندروم    )( ii ess  ie  سر دسته  

  

11

01

10

00

0101

0100

0001

0000

  

  . ، کافی است سیندروم آن را حساب کنیم1110xحال براي کدگشایی کلمه دریافتی 

  )()( 1010111110 SHxs t   

010010101110پس کدگشایی به صورت   exC خواهد بود .  

گـردد اگـر و تنهـا اگـر آن خطـا      در کد گشایی سیندروم، خطا به درستی تصحیح مـی : توجه

  . متعلق به یکی از سردسته ها باشد
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ecxارسـال و کلمـه    Cفرض کنید کد کلمه : اثبات   شـده باشـد؛ کـه در آن     دریافـتE 

یـک یـاز سردسـته هـا باشـد، آنگـاه کـد گشـایی سـیندروم، آن را بـه            eبردار خطاست اگـر  

ceec  از سردسـته   Eکنید که درست است در غیر این صـورت، اگـر   کد گشایی می )(

xeeiها نباشد و سردسته  ,  ،باشد، آنگاه کد گشایی سیندرومx  را به)()( ceec j   کـد

  . کند که در نتیجه کدگشایی اشتباه کرده استگشایی می

),(باشد، آنگاه تمامی کلمات موجـود در   dداراي کمترین فاصله  Lاگر : نکته qnV     بـا وزن

][حداکثر 
2

1


d
t       زیـرا اگـر   . متعلـق بـه یکـی از سردسـته هـا هسـتندxy,    دو کلمـه بـا وزن

yxباشند و در یک سردسته واقع باشند، آنگاه  tحداکثر    یک کد کلمه با وزن حداکثرt2 

)d-1 ( است که تناقض است  

][ها، کلمات بـاوزن حـداکثر   کامل است اگر و تنها اگر تمامی سردسته Lکد : نکته
2

1


d
t 

  . شندبا

  

  احتمال کدگشایی صحیح 

iniتعداد سردسـته هـاي بـا وزن     iیک کد خطی باشد و  Lفرض کنید  ,  در جـدول ،

در این صورت زماین احتمال کد گشایی صحیح برابر با احتمال ان است کـه  . استاندارد باشند

  . خطاها، یکی از این سردسته ها باشند، بنابراین

  



n

i

ini
i pP



  کدگشایی صحیح 1)(
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  احتمال تشخیص خطا 

دریافـت شـده باشـد، کـد گشـا، در صـورتی        dارسال شـده و کلمـه    Cفرض کنید کد کلمه 

  : باشد، بنابراین cیک کد کلمه متمایز با  dشود که متوجه وجود خطا نمی

  Cdc   

  


 
n

k

knk
k CcpppA

1

1 ))(()(  عدم تشخیصP  

knKتعداد کد کلمات با وزن  kAکه در آن  ,1 باشدمی .  

  

  ) Mojority Logic decoding(کدگشایی با منطقه اکثریت 

  . کنیمبراي تشریح این قاعده کد گشایی، آن را با یک مثال تبیین می

  فرض کیند 

  





















1111000

0110100

1010010

1100001

G  32)(ماتریس مولد کد همینگH باشد .G  همچنین  

  . دهیمنمایش می Cنیز هست که آن را به  32H)(ماتریس بررسی توازن کد دوگان همینگ 

 C، ماتریس حاصل باز مـاتریس بررسـی تـوازن    Gدر این حالت، با انجام اعمال سطري روي 

  . ماندباقی می
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2G  
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  : باشدبه ترتیب به صورت زیر می 1و  4،3هاي معادلات بررسی توازن متناظر به سطر
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و ضـریب سـایر     در تمامی معـادلات برابـر بـا     1xدر این معادلات توجه دارید که ضریب 

  : است با توجه به این مثال، تعریف زیر را داریم ها، تنها در یکی از معادلات برابر با متغیر

  

. متعامـد  ixیک دستگاه از منعادلات بررسی توازن یک کد خطی، نسـبت بـه متغیـر    : تعریف

و هـر متغیـر    رد هر یک از معادلات ایـن دسـتگاه داراي ضـریب     ixد هرگاه شونامیده می

نسـبت   *iبه طور نمونه، معادلات بـالا  . باشد 1دیگر، تنها در یکی از معادلات داراي مضرب 

یک خطـا رخ داده باشـد، آنگـاه تمـامی      حال فرض کنید در اولین مکان. متعامد هستند ixبه 

تعـداد معـادلات   ) بـا فـرض وجـود یـک خطـا     (بنـابراین  . نادرست خواهند بـود (*) معادلات 

  . خطا رخ داده است 2گیریم که حداقل باشند، نتیجه می(*) نادرست 

  . گویندمی )Mojority logic decoding(به این قاعده، کدگشایی با منطق اکثریت 

تـوان کدگشـایی   توان نشان داد که با انتخاب حریصانه اعمال سطري، میتمرین، میبه عنوان 

  . مشاهده کرد Cمکان  7با منطق اکثریت را روي تما 
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فرض . معادله بررسی توازن داریم n,k[ ،L  .r[در حالت کلی، فرض کنید در یک کد خطی 

در این حالت فـرض کنیـد   . امد باشندمتع ixکنید این معادلات نسبت به متغیر 
2

r
t    خطـا در

  . انتقال رخ داده باشد

معادله برقرار هسـتند و   t-1گاه حداثکر «ام رخ داده باشد، ا Iاگر یکی از این خطاها در مکان 

1حداقل لذا 
2

1 
r

tr امین مکان، خطا  Iاز طرف دیگر، اگر در . معادله، برقرار نیستند  )(

رخ نداده باشد، آنگاه حداکثر 
2

r
t     بنـابراین  . معادلـه، برقـرار نیسـتندI     امـین مکـان از کلمـه

  . اگثر معادلات برقرار نباشند oدریافتی دچار خطا شده است اگر و تنها اگر 

  

  کدهاي خود دوگان 

شود اگر نامیده می )self-orthogonal(، خود متعامد  Lیک کد خطی مانند  LL . قضیه

  ) اثبات به عنوان تمرین(زیر را داریم 

 Lدر ایـن صـورت   . باشـد  Lتایی مانند  -qماتریس مولد یک کد خطی  Gفرض کنید : قضیه

بریکـدیگر عمـود بـوده و داراي وزن بخـش      Gخود متعامد است اگر و تنهـا اگـر سـطرهاي    

  . باشند Qپذیربر 

بـوده و داراي وزن   Lارگ سطرهاي متمایز ماتریس مولد یک کد خطی دوتایی مانند  :قضیه

بخـش   4بـر   Lخود متعامـد بـوده و وزن تمـام یکـد کلمـات       Lباشند، آنگاه  4بخش پذیر بر 

  . پذیراست
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  . از طرف دیگر داریم. شودمی از قضیه مبل نتیجه Lخود متعامد بودن : اثبات

  )()()()( NuWNWuWvuW  2  

NuWمتعامدند، بنابراین  v,uاما  (  زوج است و لذا چون)(|),(| uwvW |),(پس 44 uvw4 .  

  : با ماتریس مولد زیر را در نظر بگیرید L-]3و7[کد دوتایی  : مثال 

  


















1011010

1101100

0001111

G  

داراي  L بنـابراین  . بخش پذیر است 4این کد، خود متعامد بوده و وزن تمامی کد کلمات بر 

) چـرا؟ . (اسـت  4و لذا وزن آنها، دقیقـاً  . باشدهستند می 4کد کلمه با وزن بخش پذیري بر  7

  )چرا؟( L1از طرفدیگر . است Lکه شامل  -]4و7[یک  Lعلاوه بر این 

بنابراین ماتریس 








G

1
  . است Lیک ماتریس مولد براي 

شود اگر نامیده می) relf-dual(خود متعامد  Lکد : تعریف KL . در این حالـت .L  مـی-

[بایست یک 
2

n
n,[- اگر . (کد باشدn در واقع یـک  ). زوج باشد]n,k[-    کـد خطـیL   خـود

دوگاه است اگر و تنها اگر خود متعامد باشد و 
2

n
K  .  

با ماتریس  Lاگر یک بیت توازن کلی به کد موجود در مثال قبل اضافه کنیم آنگاه کد : مثال

  : آیدمولد زیر به دست می
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L  کد است-]8و4[یک کد خود دوگان است، زیرا خود متعامد بوده و.  

یکی از دلایلی که دهاي خوددوگان، مهم هستند، این است که کـد هـاي خوددوگـان    : نکته

بنـابراین، ایـن   . یابندورشامو دست می -با طول دلخواه وجود دارند که به کران پائین گیلبرت

  . هستند) reasanably(ل خبو کدها کدهاي خود دوگان به طور قابل قبو

، یـک مـاتریس   Lخود دگان باشد، آنگاه هر مـاتریس بررسـی تـوازن بـراي      Lاگر کد : نکته

بنـابراین اگـر   . مولد نیز هست و برعکس، هر ماتریس مولد یک ماتریس بررسی توازن اسـت 

)|( AIG r

2

   یک ماتریس مولد برايL باشد .)|(

2

n
t IAH  یز یک ماتریس مولد استن .  

یک کد خود دوگان : قضیه






2

n
n,      موجود است اگر و تنها اگر یکـی از شـرایط زیـر برقـرار

  . باشد

1 (q وn  1) 2هر دو زوج باشند
4
q  وn     3 3زوج باشد

4
q  وn 4 بخش پذیر باشد .  

، یک کد دوتایی خوددگان nنتیجه همواره به ازاز تمامی اعداد صحیح زوج 






2

n
n,   موجـود

و یک کد خود دوگان سه تایی . است






2

n
n,  وجود دارد اگر و تنها اگرn  بخـش پـذیر    4بر

  . باشد

کلمـات بـا زوج    داراي این خاصیت است که تمـامی وزن کـد   Lیک کد خود دوگان : نکته

بخـش پـذیر باشـد، یـک کـد و بـا        4در این حالت، اگر وزن تمامی کد کلمات بر . باشندمی

  . شودنامیده می) doubly eren(زوج 
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یک کد و بار زوج : قضیه






2

n
n,  وجود دارد اگر و تنها اگرn  بخش پذیر باشد 8بر .  

  

  ) burst error detection and correctia(تشخیص و تصحیح خطاي گروهی 

بـراي مثـال،   . دهنـد اي رخ مـی در انتقاب لرخی اوقات، خطاها به صورت گروهـی یـا خوشـه   

کشـد و معمـولاً روي   داخل هاي الکتریکی، برخی اوقات بیشر از یک واحد زمانی طول مـی 

أثیر یک دیسک یا نوار مغناطیسی، بیشتر از فضاي مورد نیاز براي ذخیره یک سمبل از کـد ت ـ 

  . گذاردمی

اسـت کـه   v(n,q)یک رشـته در   bبه طول  C(n,q)در ) burst(یک خطاي گروهی : تعریف

مکان متوالی محدود کرد به طـوري کـه اولـین و آخـرین      bتوان به مکانهاي ناصفر آن را می

  . مکان آن ناصفر است

یـا   bل شامل خطاهـاي گروهـی بـه طـو     Lاگر . کد خطی باشد -]n,k[یک  Lفرض کنید : لم

bnkکمتر نباشد، آنگاه باید داشته باشیم   .  

مکـان آخـر    n-bبا صفر هاي موجود در  V(n,q)ها در مجموعه کد شامل تمامی رشته :اثبات

تواننـد شـامل هـر مقـدار، از جملـه      مکان اول مـی  bتوجه داشته باشید که . (را در نظر بگیرید

  ). صفر، باشند

آنگـاه تفاضـل آنهـا یـک     . قـرار گیرنـد   Lدر یک هم دسـته   Sاگر دو رشته ازدر این حالت، 

، که Lبنابراین تعداد هم دسته هاي . خواهد بود که غیر ممکن است bخطاي گروهی به طور 
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knqبرابـــر بـــا   بایســـت از انـــدازه اســـت مـــیS   کـــهbq یعنـــی . اســـت، بزگـــرت باشـــد

bkn qqbkn    .  

را تشخیص  bبتواند تمامی خطاهاي گروهی، طول  Lکد خطی مانند   -]n,k[اگر یک : قضیه

bnkبایست داشته باشیم دهید آنگاه می  .   علاوه بر ایـن، یـک]n,n-b[-    د خطـی وجـود

  . دهدیا کمتر را تشخیص  bدارد به طوري که تمام خطاهاي گروهی با طول 

  

 Lنباید . یا کمتر را تشخیص دهد bبتواند خطاهاي گروهی با طول  Lبراي این که کد : اثبات

bnkبنابراین داریم . یا کمتر باشد bشامل خطاهاي گروهی با طول   .  

را در نظـر بگیریـد کـه     b×nبا اندازه  Hبراي اثبات قسمت دوم قضیه، ماتریس بررسی توازن 

  . سطر اول آن به صورت زیر باشد

  

، با شیفت سطر اول به اندازه یک واحد به سمت راست از سطر قبلـی بـه   Hکتبقی سطرهاي . 

بـراي مثـال،   ). به عبارت دیگر بااضافه نمودن یک صفر بـه اول سـطر قبلـی   (دست آمده باشد 

311براي   bوn داریم :  
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),(یا کمتر در  bیک خطاي گروهی به طول   eحال فرض کنید  qnV  جـایی کـه   «از آ. باشـد

، دقیقـاً   teHسـیندروم  . دهندمی b×b، تشکیل یک ماتریس جایگشتی Hستون متوالی  bهر 

و کدگشـا قـادر بـه     teHپـس  . اسـت کـه ناصـفر اسـت     eیک جایگشت روي مکانهـاي  

  . است eتشخیص 

اگر یک : قضیه kn,-  کد خطی مانندL توانند تمامی خطاهاي گروهی با طول ،b    یـا کمتـر

bnkتصحیح کند، آناه باید داشته باشیم ) با استفاده از قاعده کمترین فاصله(را  2 .  

blاگر : اثبات 22  انگاه هر خطاي گروهی با طول ،l 21توان به صورت تفاضل را می ee  

12از دو خطاي گروهی  ee . تواند یک کد کلمه باشدنمی Lجایی که «از آ. نوشت bبا طول   ,

 bتوان با جایگذاري تواند یک کد کلمه باشد، میرا نمی lچون یک خطاي گروهی با طول 

bnokدر لم قبل به دست آوریم  b2با  2  تـوان نشـان داد خطاهـاي    زیرا رد این حالت مـی

تواننـد در هـم دسـته    اسـت، نمـی   ba2که تعـداد آنهـا   ) مکان اول b2در( b2گروهی با اندازه 

knbپـس  که تنـاقض اسـت،   . یکسانی باشند، زیرا تفاضل آنها کد کلمه خواهد بود qq 2  و

  . حکم ثاب است

یـا   bتبواند هر خطـاي گروهـی بـه طـول      Lدر اثبات قضیه فوق، مشاهد کردیم که اگر : نکته

-قرار نمی Lکمتر را تصحیح کند، آنگاه هیچ دو خطاي گروهی در یک هم دسته یکسان از 

یـا کمتـر، یـک کـران پـائین بـراي تعـداد هـم          bبا شمارش خطاهاي گروهی با اندازه . گیرند

  : یعنی داریم. دهدرا نتیجه می Lکه یک کران بالا روي بعد. یابیممی Lهاي دسته
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ا کمتـر را  ی ـ bکد خطی باشد که تمـام خطاهـاي گروهـی بـا طـول       -]n,k[یک  Lاگر : قضیه

  :تصحیح کند آنگاه داریم

  
)))(((log......: 1111 


bnqbnkA q

bnb


  

  تمرین : اثبات

i= }ام خطاي گروهی اندiمکان  b{زیرا اگر  
bnb

AbniA ,......: 11
1

2 

  

  آخر یک عضو، صفر  iAبجز( iAزیرا امکان اول در هر 

  )است و بقیه دلخواهند  qFاز 
bbn

bnA 


 ......:
1

1   

  )))(((|| 1111
1

1

 



 bnqqA b

bn

i
i  

  













1

11 1

bniq

bniqq
A

b

b

i
)(

||  

یـا  ) maximum dirtance seperable codes(کـدهاي تفکیـک پـذیر بـا بیشـترین فاصـله       

MDS  

  . تواند به صورت زیر بیان شودمسأله اصلی کدگذاري در مورد کدهاي خطی می

را بیابیـد کـه بـراي آن یـک      k، بزرگتـرین بعـد   dو کمتـرین فاصـله    nبا فرض داشـتن طـول   

]n,k,d[-  ایم، این مسأله در حالت کلی کاملاً سـخت  همچنان که دیده. وجود داشته باشدکد

  . است
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را در میـان تمـامی    dرا ثابت نگاه داشـته و بیشـترین فاصـله     kو  nتوانیم از طرف دیگر، مامی

این مسأله، داراي پاسخ بسیار سادهتري اسـت و بـه برخـی از    . بیابیم kو بعد  nکدهاي با طول 

  : شود از کران سینگلتون، داریممنجر می قضایاي جالب

1 dn
q qdnA   با توجه به این کران، .  ),(

  : در مورد کدهاي خطی داري

1خطی، درایم  -]n,k[برا یکی کد : قضیه knd .  

بـا بیشـترین فاصـله ممکـن، یـک کـد        -]n,k[کـد، یعنـی یـک     -]n,k,n-k+1[یک : تعریف

  . شودنامیده می MDSتفکیک پذیر با بیشترین فاصله یا کد 

بـا پـارامتر هـاي     MDSتـایی   -qتـوان دیـد کـه کـدهاي     بدیهی به آسـان مـی   MDSکدهاي 

]n,m,1[ ،]n,1,n [ و]2/1n,n [  ایـن کـدها بـه کـدهاي     . وجـود دارنـدMDS    بـدیهی معـروف

22غیر بدیهی در رابطه  MDSکد  -]n,k[بنابراین هر . هستند  nk  کندصدق می .  

  

  MDSکدهاي مشخصه

در ابتـدا بـا مـاتریس بررسـی     . توانند به چندین روش زیبا، مشـخص شـوند  می MDSکدهاي 

است  dکنیم که یک کد خطی داراي کمترین فاصله کنیم یادآوري میتوازن آنها شروع می

سـتون   Dمسـتقل خطـی باشـند، امـا      Hستون مـاتریس بررسـی تـوازن     d-1اگر و تنها اگر هر 

  .  بنابراین قضیه زیر را داریم. وجود داشته باشند که وابسته خطی هستند
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 Lدر ایـن صـورت   . باشـد  Hکد با مـاتریس بررسـی تـوازن     -]n,k[یک  Lفرض کنید : قضیه

  . مستقل خطی باشند Hستون  n-kاست که اگر و تنها اگر هر  MDJیک کد 

  . است MDSنیز  Lباشد، آنگاه  MDS، یک کد Lاگر : قضیه

مـاتریس   H بنـابراین . باشـد  Jکد با ماتریس بررسی توازن  -]n,k[، یک Lفرض کنید : اثبات

مام یترکیبـات  ت. ، وارون پذیر استHزیر ماتریس ) n-k(×)n-k(چون هر . استLمولد کد 

بنابراین، تمام یترکیبات خی غیر . درایه صفر هستند n-k-1، داراي حداکثر Hهاي خطی سطر

ــطرهاي  ــدیهی س ــداقل  Hب )(داراي وزن ح 1 knn ــتند ــه صفرهس ــام . درای ــابراین، تم بن

11داراي وزن حداقل  Hیترکیبات خطی غیر بدیهی سطرهاي   kknn . باشـند مـی   )(

11برابر با  Lبه عبارت دیگر، کمترین فاصله   )( knnk  کند است، که بیان میL 

  . است MDSیک کد 

را بـر حسـب مـاتریس مولـد آنهـا،       MDSتـوان کـدهاي   نکته با استفاده از قضایاي فوق، مـی 

کـد   -]n,n-k[یـک   Lاسـت اگـر و تنهـا اگـر      MDSکد  -]n,k[یک  Kمشخص نمود که 

MDS ،که در این صورت هر  باشدk  ستون ماتریس بررسی توازنL )   یعنی مـاتریس مولـد

L (پس قضیه زیر را داریم. مستقل خطی هستند :  

اسـت اگـر    L ،MDSدر این صورت  Gکد با ماتریس مولد  -]n,k[یک  Lفرض کنید : قضیه

  . مستقل خطی باشند  Gو ستون  kو تنها اگر هر 
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و . ، اطلاعات هستند MDSکد  -]n,k[مکان از یک  kکند که هر توجه قضیه فوق را بیان می

  . مکان سیستماتیک است k، روي هر MDSبنابراین یک کد 

  . کنیمرا بیان می MDSدر اینجا، مشخصه زیبایی دیگري از کدهاي 

)|(کد با ماتریس مولد  -]n,k[یک  Lفرض کنید : قضیه AIG k به شکل استاندارد باشد .  

، نـا منفـرد   Aاست اگر و تنها اگر هر زیر مـاتریس مربعـی    MDSیک کد  Lدر این صورت، 

  . باشد

  . باشند Aاز  u×uیک زیر ماتریس  uBباشد و  MDSیک کد  Lاثبات فرض کنید 

واقـع   Aدر گوشـه چـپ بـالایی     uBتوانیم فرض کنیم ، می Gهاي با تعویض سطرها و ستون

ukستون آخر  k-u، متشکل از Mحال ماتریس . است   ستون آخرkI  به همراه، ستون هاي

  به صورت زیر است  Mبنابراین، . را به صورت زیر، در نظر بگیرید Bشامل 

  















*

,

uk

uuku

I

BO
M  

)det()det(و چون M))detداریم . است L ،MDSچون MBu شـود ، نتیجه حاصل می .

  . شوداثبات عکس قضیه به عنوان تمرین واگذار می

),(بردار ) suppport(محمل : تعریف qnVxهاي ناصفر ، مجموعه تمامی مکانx است .  

  . کندرا به روش دیگر مشخص می MDSنتیجه زیر، کدهاي 
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مفـروض از   dاست اگر و تنها اگـر بـه ازاي هـر     MDS، یک کد Lکد  -]n,k,d[یک : قضیه

ه وجودداشته باشد به طـوري کـه محمـل ایـن کـد کلم ـ     ) با کمترین وزن(آن، یک کد کلمه 

  . دقیقا در این مکان ها باشد

diiمـاکن از آن، مـثلا    d=n-k+1. باشد MDSکد  –] n,k[یک  Lفرض کنید : اثبات ، را 1...,

11مکان انتخاب نشده  1k، به همراه 1iمکان . انتخاب کنید kjj چون . را در نظر بگیرید ,...,

k  111مکان kjji وجـود دارد کـه    Cهـاي اطلاعـات هسـتند، بنـابراین کـد کلمـه       ، سمبل ,,...,

11هاي و سمبل صفر در سایر مکان 1iدر مکان  1داراي سمبل  kjj بنابارین، محمـل  . است,...,

C همان ،dii -nبـراي عکـس قضـیه    ) اسـت  dزیرا کمترین فاصله کـد برابـر بـا    (باشد می 1...,

d+1 ســطر از مــاتریس)|( 11  ddn iIM  1را در نظــر بگیریــد کــهdnI   یــک مــاتریس

11همانی و  d  1(یک-d(×)1-d (است 1هاي تماماً ماتریس با درایه .  

LCiچـون یـک کـد کلمـه     . باشـند مـی  Dها، مستقل خطی هسـتند و داراي وزن  این سطر  

1گیریم است، نتیجه می Mام  Iوجود دارد که داري محمل یکسان با سطر  dnk  که ،

  . دهدرا نشان می Lبدون  MDSاین مطلب 

  

  : توان در قضیه زیر، خلاصه کردمطالب فوق را می

  . شرایط زیر هم ارزند. باشد qFکد روي  -]n,k,d[یک  Lقضیه فرض کنید 

1 (L  یک کدMDS  هر ) 2استk  ستون ماتریس مولدLمستقل خطی هستند ، .  
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. اسـت  MDSیک کد L)4. ، مستقل خطی هستندLستون ماتریس بررسی توازن  n-kهر ) 3

)|(اگر ) 5 AIG   یک شکل استاندارد از ماتریس مولد ،L      باشد، آنگـاه هـر زیـر مـاتریس

  . ، نامنفرد استAمربعی 

« وجـود دارد کـه محمـل آ   ) بـا کمتـرین وزن  (مکان مفروض، یک کد کلمه dبه ازاي هر ) 6

  . دقیقاً این مکان هاست

  

  ) Vandermonde(ساخته شده از ماتریس واندرموند  MDSکدهاي 

u، سخت نیست براي ایـن منظـور، فـرض کنیـد     MDSاي از کدهاي ساخت خانواده ,...,1 

  . ماتریس واندرمون بر پایه این عناصر به صورت زیر است. عناصر ناصفر از یک میدان باشند

  































 11
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1
1

22
22

21

1

111

u
u

uu

u

u

u xxxV











),...,(  

  : دترمینان ماتریس واندرموند به صورت زیر است: لم

  



uji

juC
1

11 )()),...,(det(  

),...,(ها متمایز باشند، آناه iبه خصوص اگر  uiV  نامنفرد است .  
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)()det),...,,((فرض کنید : اثبات xVxp u 11   1دراین صورت)(xP اي بـا  یک چند جمله

11چون هـر یـک از   . است Xبر حسب  u-1درجه  uxx هسـتند،   xp)(هـا، یـک ریشـه از     ,...,

بنابراین 





iu

i
ixxp

1

)()(   جایی که ، ) نسبتب هX (ثابت است .  

)),...,((است که همان  xp)(در   1uxضریب  اما  11  uV det بنابـارین، بـا فـرض    . است

ux داریم ، :  

  



 

1

1
111

u

i
iuuu VxxV )()],...,(det[)],...,(det[  

},,...,{حال، فرض کنید  11  qqf    و مـاتریس)()( 11  qkq     زیـر، حاصـل از یـک

  . ماتریس واندرموند با اضافه نمودن دو ستون اضافی زیر را در نظر بگیرید

qkجایی کـه   1 )  بـه ازايk=q  1، مـاتریسH      هـا  مـاتریس سـطري شـامل تمـامی درایـه

1شود که هر این مطلب به خواننده واگذار می). است kq  1ستونH  یک ماتریس نامنفرد

  : دهد بنابراین، قضیه زیر را داریمتشکیل می

qkقضیه براي  1 ماتریس ،H ماتریس بررسی توازن یک ،]q+1,k[-  کدMDSq-   تـایی

  . است 

را اضـافه   1Hهاي اضـافی بـه مـاتریس    توانیم ستونتوجه کنید که در حالت کلی، نمی: تذکر

بسازي براي نمونـه، مـاتریس زیـر را     MDSزن براي یک کد کنیم و یک ماتریس بررسی توا

  . در نظر بگیرید
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امــین ســتون در نظــر q+1ســتون اول را بــه همــراه  q-1از میــان  HH2حــال بیــایی، دو ســتون 

. بگیرید






















0

1

011

22
ji

ji  . 22اینماتریس، داراي دترمینان
ii است .  

ijبه ازاي هر انتخاب ناصفر و  میدان ،qF  22باید در رابطه yxyx  بـه  . صدق کند

 qF ،2توان نشان داد که این رابطـه برقـرار اسـت اگـر و تنهـا اگـر مشخصـه        عنوان تمرین می

  . باشد 2توازنی از  Qباشد، یعنی اگر و تنها اگر 

mqHبنــابراین، تنهــا در حالیــت کــه  22 ,   1[مــاتریس بررســی تــوازن یــک-q2و+q[-  کــد

MDSq- با در نظر گرفتن کدهاي دوگان و مطالب فوق نتیجه زیر را داریم. تایی است .  

qKنتیجه به ازاي  1  کدهايMDS] .q+1,k] [1+k-q1+q [به ازاي . وجود دارندmq 2 

  . وجود دارند] q+2و3[و ] q+2وq-1[و  MDS، کدهاي  

  برخی کدهاي خطی 

پـردازیم،  در این فصل، نگاهی به سه دسـته از معـروف تـرین خـانواده از کـدهاي خطـی مـی       

  کدهاي همنیگ 

  . خطا باشند–شاید معروف ترین کدهاي تصحیح   rHq)(کدهاي همینگ 
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کشف شـدند ایـن    1950و همیگ سال  1949این کد ها، به طور مستقل توسط گلی در سال 

علاوه بـرا یـن، تمـامی    . وشندکدها خطی و کامل بوده و به روش بسیار جالبی کد گشایی می

کدهاي همینگ غیر ) نه همه(کدهاي همینگ دوتایی هم ارز با کدهاي دوري بوده و برخی 

  . دودویی ارزبا کدهاي دوري هستند

و Hکد خطی بـا مـاتریس بررسـی تـوازن      -]n,k[قبلاً مشاهده کردیم که کمترین فاصله یک 

. وجـود دارنـد   Hسـتون وابسـته خطـی از     dاسـت کـه بـرس آن     dکوچکترین عـدد صـحیح   

کد داراي این خاصیت است هیچ دو سـتون آن   -]n,k,3[بنابراین، ماریس بررسی توازن یک 

وابسته خطی نیستند، یعنی هیچ ستونی مضرب اسـکالر سـتون دیگـر نیسـت، امـا بـریخ از سـه        

توانیم یک ماتریس بررسـی  ، میqFاند به ازاي یک الفباي کد مفروض ها وابسته خطیستون

  . بسازیم که داراي بیشترین تعداد ستون ممکن به صورت زیر باشد توازن با این خصوصیات

),(در  1Cدر ابتدا، یک ستون ناصفر  qrvV 1 2سپس یک ستون ناصفر . را برداریدC   در 

 }|{  iceVV 12  

هـاي ناصـفر و سـپس دور انـداختن تمـامی مضـارب اسـکالر        برداشتن سـتون . را انتخاب کنید

از آنجـایی  . دهـیم هاي انتخاب شده تا زمانی که دیگر انتخابی نداشته باشیم را ادامه مـی ستون

  که 

  111  qci }|{   
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یک ماتریس بررسی توازن با : نتیجه
1

1





q

qr

ستون خواهد بود، به طـوري کـه در آن هـیچ دو     

ماتریس حاصل، یک مـاتریس همینـگ از   . ستونی نیستند، اما برخی از سه ستون ها وابسته اند

تایی خطی با پارامتر هـاي   -qکد  -],3n,k[خواهد بد که ماتریس بررسی توازن یک  rمرتبه 

  . زیر است

  3
1

1





 drnk

q

q
m

r

,,  

توجـه  . شـود نمایش داده مـی rHq)(معروف است و با  Rتایی از مرتبه  -qهمینگ که به کد 

میـل کنـد    1دارید که زمانی ه اندازه کد همینگ کاملاً بزرگ باشد، و نـرخ کـد، بـه سـمت     

  . ، آنگاه این کدها تنها کدهاي تصحیح کننده یک خطا هستند)rوقتی (

و بنـابراین مـاتریس هـاي همینـگ     . هـا، یکتانیسـت  سـتون همچنین توجه داریـد کـه انتخـاب    

اما، هـر  . هاي یکسان وجود دارندمتفاوتی دارند و در نتیجه کدهاي همینگ متفاوتی با پارامتر

هـا و  با استفاده از جایگشت ستون) با پارامتر هاي یکسان(تواند اندازه دیگري کد همینگ می

  .ضرب هر ستون در مقادیر ناصفر به دست آید

درواقع، . هستند) تحت ضرب اسکالر(در اینجا از هر دو کد همینگ با اندازه یکسان، هم ارز 

کدهاي همینگ بـا اسـتفاده از پـارامترا و ایـن کـه خطـی       ). با ضرب اسکالر(تحت هم ارزش 

  . باشدهستند، یکتا می

کـد دو   -],3n,k[یک  rH2)(جایی که . حالت دوتایی کدهاي همینگ، بیسار معروف است

  . دویی خطی، با پارامتر هاي زیر است
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  312122  drkn r ,,  

12هـاي دودویـی   ، نمـایش rهاي ماتریس همینگ از مرتبـه  در این حالت، ستون r   عـددس

  . توان دیدکدهاي همینگ کامل هستندبه سادگی می. صحیح متوالی است

  

  . ، نسبت به سایر اشکال آن داراي شکل زیباتري هستند Hکدگشایی کد همینگ 

نمایش دودویی اعـداد از کوچـک بـه    (را به ترتیب صعودي  Hدر حالت دودویی، ستونهاي 

بـه    rH2)(بنابراین به طور مثال، ماتریس بررسی توازن کد همینگ . کنیمانتخاب می) بزرگ

  : صورت زیر است

  


















1010101

1100110

1111000

1H  

حاصل  ieام یک خطا رخ دهد و بردار خطاي  iحال، اگر در انتقال یک کد کلمه، در مکان 

tشود، آنگاه سیندروم کلمه دریافتی برابر با 
iHe        خواهـد بـود کـه دقیقـا همـان سـتونi  امH 

توان تصور کرد که سـیندروم،  میعلاوه بر، این . است که به صورت سطري نوشته شده است

  . دراین حالت، همان نمایش دودویی مکان خطاست

مــاتریس : مثــال


















1010101

1100110

1111000

1H        ــر بگیریــد، اگــر خطــا بــه صــورت را در نظ

00100003 e باشد، آنگاه مقدار سیندروم به صورت زیر است .  
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  10213 3011011

111
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tHe  

  یعنی مکان خطا، مکان سوم بوده و 

  001000003  ee  

توانیم ستون هاي ماتریس بررسی توازن کد را توجه در حالت غیر دودویی، به طور مشابه می

اما اور درایهاما . انتخاب کنیم )سهتایی اعداد از کوچک به بزرگنمایش (به ترتیب صعودي 

  . باشد تایی، برابر با هاي سه اور درایه ناصفر در این نمایش

  : به صورت زیر است 32x)(مثال ماتریس بررسی توازن 

  


















2102102102101

2221110001110

1111111110000

2H  

، بـراي  ieامین مکان رخ دهـد، آنگـاه بـردار خطـا بـه شـکل       Iتوجه حال اگر یک خطا در 

tبنابراین، مقدار سیندروم به صورت . ، خواهد بود اسکالر ناصفر 
iHe  کـه در  . باشـد مـی

بنـابراین  . است که به صورت سـطري مرتـب شـده اسـت     H ام  iبرابر ستون  آن این مقدار 

. اولـین مقـدار ناصـفر در سـیندروم اسـت      توان مشاهده کـرد کـه   ، میHباتوجه به ساختار 

را داریـم کـه مکـان خطـا را بـه مـا        Hامین ستون  1,iعلاوه برا ین، با ضریب سیندروم در 

  . دهدنشان می
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ــاتریس   ــال اگــر م ــافتی     2Hمث ــه دری ــیندروم کلم ــریم، آنگــاه س ــه کــار ب ــل را ب ــال قب در مث

2011101112211y  به صورت زیر است  

2H(امین ستون  7(    2212122 ][][ tyH  

  : آیدکد کلمه زیر بدست می yامین مان 7از  2بنابراین، با کم نمودن 

  2011101110211C  

  میدان هاي متناهی و کدهاي دوري 

هاي متناهی، داراي یک نقش اساسی در نظریه کدگـذاري اسـت و بنـابراین بـه دسـت      میدان

-همچنین، فهم سـاختار چنـد جملـه   . ها مهم استآوردن یک فهم عمیق از ساختار این میدان

. طور مثـال  به. میدان متناهی است، داراي اهمیت استهایی که ضاریب آنها متعلق به یک اي

اي مینیمال یک عوض را روي مدان متناهی بیـابیم کـه نیـاز اسـت تـا چنـد       این که چند جمله

  .  را روي یک میزان متناهی تجزیه کنیم 1xجمله اي 

KFیعنی (باشد  Fتوسیع  kاگر . میدان باشد F,Kفرض کنید   (نویسیم میKF  .  

متنـاهی باشـد،    Fروي  kاگـر بعـد   . یک فضاي بردراي خواهد بـود  Fروي  K. در این حالت

  . دهیمنمایش می] F:k[است و بعد آن را با  Fیک توسیع متناهی  kآنگاه گوئیم 
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در ایـن صـورت   . باشـد  k:F=[d[بـا   tتوسـیع   kیک میدان متناهی بـوده و   Fفرض کنیم : لم 

dFk |||| .  

},...,{فرض کنید : اثبات dxx1     یـک پایـه بـرايk  رويF  درایـن صـورت هـر عضـو     . باشـدk 

ddaaداراي نمایش یکتاي به صورت   Faiخواهد بود که در آن  11...   .  

ــراي هــر ضــریب   |F|چــون  ــه ازاي بردارهــاي متفــاوت   iaحالــت ممکــن ب وجــود دارد و ب

),...,( daa1  ترکیب خطیddaa  dFkنیز متفاوت خواهند بود، بنابراین  11... ||||  .  

علوه بر این . باشدداراي یک مشخصه اول می Fیک میدان متناهی باشد، آنگاه  Fاگر  :قضیه

PFاگر  )( Char آنگاه ،F  دارايnP براي یک مقدار صحیح مثبت (باشد عضو میn .(  

، کـوچکترین عـدد صـحیح    Fبنابراین، مشخصـه  . در یک میدان با مشخصه صفر است :اثبات

nFcharحــال فــرض کنیــد  nlاســت کــه رد آن  nمثبــت  )( . اگــرn=pq  جــایی کــه

nqP ,  0آنگاهpq  بنابراین))(( 11 qp کند که ایجاب می1p  یا1q . در هر حالت، با

بایـد   nپس . در تناقض است 1nکوچکترین عدد صحیح مثبت است که در آن  nاین که 

PFCharپس . اول باشد )( توان نشانداد یک عدد اول است،در این حال، میPZ  یک زیر

]:[است و لذا اگر  Fمیدان  PZFn  آنگاه .  

  nn
p PZF  ||||  

www.Prozhe.com



 88

-را توانی از یک عـدد اول فـرض مـی    qو  را معرف یک عدد اول Pقرارداد از اینجا به بعد  

  : باشد، آنگاه pیک میدان متناهی با مشخصه  Fاگر . کنیم

  
nnn ppP   )(  

Fو تمامی  nبراي هر عدد صحیح ( , (  

  هاي متناهی یک مشخصه از میدان

، تشکیل یـک گـروه تحـت    Fمتشکل از عناصر ناصفر میدان  F*مطابق با تعریف، مجموعه 

qFاگر  . دهندضربه می || 1، آنگاه qF و چون مرتبه هر عضو در یک گروه، مرتبـه   |*|

11: آن گروه را عادي کند، بنابراین داریم qF*  یا به طور هم ارز qFx 

xxxfاي یک ریشه از چند جمله Fاز طرف دیگر، هر عضو  q
q )( است .  

هـاي  مجموعـه تمـامی ریشـه    fبینـیم کـه   ریشه اسـت، مـی   qاي داراي اما چون این چند جمله

)(xfq  است و بنابراینF  میدان شکافنده)(xfq است .  

qFاگر : قضیه || آنگاه ،F   اي هـاي چنـد جملـه   هم مجموعه تمـامی ریشـهxxxfq  9)( 

است و هم میدان شکافنده 
)(xfq.  
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، میـدان شـکافنده   qکند که هر میدان متناهی از اندازه قضیه فوق، این مطلب را بیان می: نکته

)(xfq اي، یکریخت هسـتند، نتیجـه   است و چون هر دو میدان شکافنده براي یک چند جمله

  . هاي متناهی با اندازه یکسان، یکریخت هستندگیریم که میدانمی

عضـو   q، یک میدان متناهی با )توانی از یک عدد اول( qتوجه این مطلب که آیا به ازاي هر 

  .کنیما به صورت زیر اثبات میوجود دارد یا خیر، باقی مانده که وجود آن ر

npqkفرض کنید  ,  میدان شکافندهxxxf q
q )(  وR هـاي  مجموعه تمامی ریشه)(xfq 

Rاگر . باشد , آنگاه ،  qq   : ؛ بنابراین ,

  111    )()()( qqqqqq  

R: که در نتیجه 1 kRاست که در نتیجه  k، بنابراین زیر میدانی از ,     عـلاوه بـر

pZ(  111در ( این، چون  q
q qxxDf )(  

داراي هـیچ ریشـه    xFq)(بنـابراین  . داراي هیچ ریشه مشـترکی نیسـت   xFq)(با xDFq)(پس

بـا توجـه بـه مطالـب بـاین شـده،       . است qدقیقا یک میدان با اندازه  Rولذا . باشدتکراري نمی

  : قضیه زیر را داریم

nPqتمام میدان هاي متناهی داراي اندازه ) 1: قضیه  )براي یک عدد اولP (هستند .  
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npqبراي هر ) 2  از اندازه ) در حد یکریختی(، دقیقاً یک میدان یکتاq    وجوددارد کـه هـم

xxxFاي هاي چند جملهمجموعه ریشه q
q )(  است و هم میدان شکافنده)(xFq .  

معـرف  ) GFنماد .(دهیمنمایش می qGF)(یا  qFرا معمولا با   qتوجه میدان متناهی با اندازه 

نامگـذاري شـده   ) Evariste Galois(به افتخار اورست گـالوا   FieldGaloisمیدان گالوا یا 

  .است

  زیر میدان هاي یک میدان متناهی 

بـه خصـوص نشـان    . متنـاهی اسـت  هـاي یـک میـدان    زیر میـدان ***** هدف ما، در اینجا، 

بـراي هـر   (  dPدقیقاً داراي یک زیر میـدان از انـدازه    nPخواهیم داد که هر میدان از اندازه 

d|n ( است  

nPKیک میدان متناهی با اندازه  kفرض کنید  :قضیه ||  باشد وF  یک زیر میدانK  باشـد .

dPFدر این صورت  || که در آنnd | .  

ndتوجه اگر    . باشدمی dPداراي یک زیر میدان یکتا از اندازه  kآنگاه  |

ndباشـد و   nPداراي یک زیر میـدان یکتـا از انـدازه     kبرایمشاهده این مطلب، فرض  امـا    |

)(xfpn  روي میدانk بنـابراین  . توان به عوامل خطـی تجزیـه کـرد   را می)(xf p     نیـز حاصـل
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شـامل یـک میـدان شـکافنده از      Kبـه بیـان دیگـر    . ضربی از برخی از این عوامل خطی است

)(xdFr  است، یعنیk   شامل یک زیر میدان با اندازهdP  است .  

داراي   xdFp)(یکتاسـت، زیـرا درغیـر اینصـورت      dPبه وضوح، چنین زیر میدانی با اندازه 

dزیرا (ریشه است که تناقض است  dPبیشتر از 
P PxdF )(deg (    ،با توجه بـه مطالـب فـوق

  .ایمقضیه زیر را اثبات کرده

که ( Dدر این صورت به ازاي هر . باشد dPیک میدان متناهی با اندازه   kفرض کنید : قضیه

ndدر آن  -علاوه بر این تمامی زیر میدان. وجود دارد dP، دقیقا یک زیر میدان از اندازه )|

  . باشد، به این صورت میkهاي 

  

  ساختار ضربی یک میدان متناهی 

، تحت ضرب تشکیل یک هـدف ما،اثبـات   F، شامل تمامی عناصر ناصفر میدان *Fمجموعه 

1اره است کـه اگـر   این مطلب، با نشان دادن این گز qF  d)(دقیقـاً داراي   *Fآنگـاه   |*|

بـه خصـوص،   . ، تابع اویلـر اسـت  جایی که در آن ) d|q -1براي هر(است  dعضو از مرتبه 

F*  1باید حداقل یک عضو از مرتبهq  را شامل باشد و در نتیجهF* دوري خواهد بود .  
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 nیک گـروه دوري از مرتبـه    Gاگر . هاي دوري مطلبی را یاد آوري کنیمبیایید درباره گروه

  : بنابراین). کندرا عاد می nکه (است  dعضو از مرتبه  d)(شامل دقیقا  Gباشد آنگاه 

   
nd

nd
|

)(  

1حال فرض کنید  qF 1qdدر ایـن صـورت   . باشد dاز مرتبه  *Fیک عضو  و  |*| | .

  . را در نظر بگیرید زیر گروه دوري تولید شده 

  },...,,,{ 121  d  

  1dx، یـک ریشـه از   بخش پـذیر اسـت، بنـابراین هـر عضـو      dبر  مرتبه هر عضو 

ایـن در جـایی اسـت    (ریشه مجزا است  dداراي حداکثر  Fدر   1dxاي است اما چند جلمه

، مجموعـه تمـامی   ، بنـابراین  )یک میدان است fگیریم که که ما از این واقعیت بهره می

  . باشند بایست در می dزا مرتبه  Fاست به خصوص تمامی عناصر  1dxهاي هریش

 Fعضـو از   d)(است و لذا دقیقـا   Dعضو از مرتبه  d)(داراي دقیقا  اما گروه دوري 

dqdداراي یـک عضـو از مرتبـه     Fبنـابراین، اگـر   . هستند dداراي مرتبه  ,| 1    باشـد آنگـاه ،

 F، تعـداد عناصـري از   d)(عضو به این صورت وجود دارند، حال فرض کنیـد   d)(دقیقاً 

  : اما داریم  d)(یا d)(هستند، آنگاه  dباشد که داراي مرتبه 

   
 ndqd

qddq
||

)()( 11
1
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)()(لذا  dd   ) 1براي تمامیqd   . ایم، پس قضیه زیر را اثبات کرده)|

 dعضـو از مرتبـه    d)(داراي دقیقا  Fعضو باشد، آنگاه  qیک میدان متناهی با  Fقضیه اگر 

1qdباشد، که در آن می | .  

  . دوري است Fشامل عناصر ناصفر،  *Fگروه : نتیجه

 Primitive(qF(را تولید کند، یـک عضـو اولیـه    qF*که گروه دوري  qFهر عضو : تعریف

  . شودنامیده می

  توصیف عناصر یک میدان متناهی 

تـوان عناصـر یـک میـدان متنـاهی را      در حالت کلی، چندین روش وجود دارد که در ان مـی 

یک روش، استفاده از حلقـه تجزیـه بـه صـورت     . توصیف کرد
 )(

][

xp

xFq     اسـت، جـایی کـه

)(xP باشـد  ر، استفاده از این واقعیت میروش دیگ. باشداي تحویل ناپذیر مییک چند جمله

آنچنـان  . هیا یک عضو اولیه هسـتند باشد و بنابراین عناصر آن تمامی تواندوري می qF*که 

که خواهیم دید، اولین نمایش مناسب بازمانی است که بخواهمی عملیـات جمـع بـین عناصـر     

*qF  تـوانیم  امـا، خوشـبختانه مـی   . دوم، مناسب عملیات ضرب اسـت را انجام دهیم و نمایش

  . این دو روش را با یکدیگر ترکیب کنیم
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باشـد، آنگـاه حلقـه تجزیـه      qFاي تحویـل ناپـذیر روي   یک چنـد جملـه   xP)(دانیم اگر می




)(

][

xp

xF
K

q     یک میدان اسـت در واقـع، اگـر))(deg( dxp    آنگـاه ،k  ي داراي درجـهd 

dFkباشد، بنابراین می qFروي  q        این نمایش، روشی بـراي توصـیف عناسـر یـک میـدان

  . دهدنشان می

})()(|)deg)({  :چون
)(

][
dxrxpxr

xp

xF
dF

q
q 


  

بـه همـراه عمـل جمـع و      d-1هاي با درجـه حـداکثر  ايتوان با تمام چند جملهرا میdFqپس 

  . یکسان در نظر گرفت)xp)(در پیمانه (اي ضرب پیمانه

را  dFqتـوانیم میـدان   در یک میـدان شـکافنده باشـد، آنگـاه مـی      xP)(یک ریشه از  اگر 

در نظر بگیریم که جمنـع و   d-1با درجه حداکثر  اي ها بر حسب مجموعه تمام چند جمله

این مطلب، بیـان غیـر رسـمی آن اسـت کـه بگـوییم       . گیردصورت می xp)(ضرب در پیمانه 

 )(

][

xp

xFq  با)(xFq یکریخت است .  

1234اي مثال چند جمله  xxxxxp   . تحویل ناپذیر است 2Fروي )(

ــورت   ــر اینص ــرا در غی ــت   xp)(زی ــی نیس ــل خط ــامل عام ــیم    . ش ــان ده ــه نش ــن ک ــراي ای ب

  )(,)( pP  xp)(بـراي ایـن کـه نشـان دهـیم     . شامل عامل خطی نیست xp)(، بنابراین  1

  . به صورت زیر هستند 2Fشامل هیچ عانمل درجه دومی نیست، تمامی عوامل درجه روي 

  11 2222  xxxxxx ,,,  
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حـال  . شامل حاصـل ضـرب هـیچ دوتـا از ایـن عوامـل نیسـت       xp)(توان دید اما به آسانی می

2q  4وd پس ،  

  
 1234

2

xxxx

xF ][
  

-را به صورت چند جملـه  16Fتوانیم عناصر باش، می xp)(اي  از ریشه بنابراین، با این که 

  . بنویسیم یا کمتر، بر حسب  3اي هاي با درجه 

  1, : مثادیر ثابت  

  1, : خطی  

  11 2222    2درجه : ,,,

  
1

111

2323

23323333





,

,,,,,,
  3درجه : 

)(][اي هر چند جمله  2FF توان در پیمانه را می)(xp    کاهش داد؛ براي این کـار کـافی

  : پس در این مثال )(xpاست قرار دهیم 

  1234   

داراي مرتبه نسبتاً کوچکی  در این حالت، محاسبات تا حدودي با توجه به این واقعیت که 

  . رسدخواهد بود، ساده ترین به نظر می

  11 2342345  )(.  

بنابراین،  627   . و به همین ترتیب ادامه دارد ,
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اي هـاي بـا   کـافی اسـت چندجملـه   . آیـد با استفاده از این نمایش، جمع کاملاً ساده به نظر می

  ؛ پس 2داریم 2Fرا به یکدیگر جمع کنید، براي مثال؛ در  3درجه حداکثر 

   2233 11 )()( x  

بـه  . کـاهش دهـیم  p)(اما، ضرب کردن ساده نیست، زیرا باید حاصـل ضـرب را در پیمانـه    

  : عنوان نمونه، دراین مثال

  




34343456

2334356233

11

111

H

))((  

 اي غیـر عملـی اسـت، بـه خصـوص در     هاي بزرگتر، حاصل ضرب چند جملـه در مورد میدان

  . گیریمنمایش تناوبی بعداً در نظر می

},,,...{  : باشد، آنگاهqFیک عضو اولیه از  اگر  210  q
qF   

.)()mod(  . گیرددر این نمایش، ضرب به سادگی صورت می 1 qjiii   

اي مینیمـال  دیگر، اگر چنـد جملـه  از طرف . اما در این نمایش جمع کردن اصلاً واضح نیست

)(xP  براي16توانیم عناصر را داشته باشیم، آنگاه میFاي هایی بـر  را به صورت چند جمله

  . بیایید مثال زیرا در نظر بگیرید. گیریمدر نظر گرفته و از آنها به منظور جمع بهره حسب 

14اي چند جمله: مثال  xxxq یک ریشه فرض کنید ) 2Fروي (تحویل ناپذیر است  )(

را بـه صـورت    16Fتـوانیم عناصـر   ماننـد مثـال قبـل، مـی    . بنـابراین . اي باشداز این، چند جمله

در نظـر بگیـریم، کـه در آن     برحسـب   3اي هـاي بـا درجـه حـداکثر     مجموعه چنـد جملـه  

14    

www.Prozhe.com



 97

  :از طرف دیگر

  

11

1

11

3

2233456233

333343515













)(

)()()(

)())(().()(

  

ــی . را عــاد کنــد 15بایــد  دهــد کــه مرتبــه ایــن رابطــه نشــان مــی  11ول 35   ، پــس ,

15)(dor و لذا چون . اولیه است  16یک عضو اولیهF  16است، پس عناصر ناصفرF 

هاي توان به صورت توانرا می ,,,...,, kk 141 توانیم بین این دو حال می. گرفت، در نظر

را بـه   kتـوان هـر عضـو    یک ارتباط برقرار کنیم، براي این کار می) ضرب و جمع(نمایش 

با استفاده از این واقعیـت  . نمایش داد 3با درجه حداکثر  صورت یک چند جمله بر حسب 

14که    اریمد:  

  
1

11

33467

23562454









.

.,)(.
  

  . لیست کامل، در جدول زیر نمایش داده شده است. و به همین ترتیب

در ایــــن جــــدول بــــه جــــاي 
k تنهــــا ،k اي ایــــم و بــــه جــــاي چندجملــــهرا نوشــــته

aaaa   1
3

2
3

aaaa، رشته )به منظور سادگی(  3   . ایمرا نوشته 123

  . محاسبات، در این جدول، کاملاً سرراست است

  : به عنوان مثال، داریم

10011001010000110

101110101110

1

4

35

7911348











 ))((

  

3
3

2
21123  aaaaaaaa  ;  kk ;  

0001  
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0010  1  

0100  2  

1000  3  

0011  4  

0110  5  

1100  6  

1011  7  

0101  8  

1010  9  

0111  10  

1110  11  

1111  12  

1101  13  

1001  14  

  

بینیم که نقطه کلیدي براي انجام محاسـبات در یـک میـدان متنـاهی، داشـتن      در این مثال، می

اي این نکته، انگیزه). اي مینیمال آن آمده استکه به همراه چند جمله. (یک عضو اولیه است

  : باشدبراي تعریف زیر می

روي  اي مینیمـال  چندجملـه . باشـد nFqیک عضو اولیه از میـدان   فرض کنید : تعریف

qF اي اولیه یک چند جمله)Primitive polynomial ( برايnFq شودنامیده می .  

اي تحویل ناپذیر روي یک میدان متناهی، هاي چند جملهدید که تمام ریشه در ادامه خواهیم

اي یـک چنـد جملـه   nFqاي اولیـه بـراي   بنابراین یک چند جملـه . داراي مرتبه یکسان هستند
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. باشـند مـی  nFqهـاي آن، عناصـر اولیـه    است که تمـامی ریشـه  qFتکین تحویل ناپذیر روي 

داراي درجـه   qFروي  nFqاي هـاي اولیـه بـراي    همچنین، خواهیم دید که تمامی چند جمله

  . هستند

هـاي متفـاوتی وجـود    روش. اي هاي اولیه کارآسـانی نیسـت  در حالت کلی، یافتن چند جمله

. پـردازیم انـد، امـا در اینجـا بـه آنهـا نمـی      دي موفق بودههاي خاصی، تا حدارند که در حالت

بـراي  . ها، داده شده انداي هاي اولیه و میداناي از چند جملههاي گستردهخوشبختانه، جدول

  . مراجعه کرد) Niederriter) (1986(و نیدریتر ) Lidl(توان کار لیدل این کار، می

. شـود گفتیم، به یک نمایش ماتریسـی منجـر مـی   هر دو نمایش یک میدان متناهی که در بالا 

مـاتریس همـراه   . کنـیم اي از جبـر خطـی کـار را شـروع مـی     براي مشاهده این مطلب، با ایـده 

)Companion Matrix (  اي تکـین  یک چنـد جملـهnn
n xxaxaaxP  


1
11 .,..)(  ،

  . زیر استماتریسی به صورت 

  































1

2

1

1000

10

01

00

na

a

a

a

C







 

  

کنـد،  اي صدق مـی اي، در آن چند جملهتوان نشان داد که ماتریس همراه یک چند جملهمی

  )(Cیعنی 

  . در نظر گرفت xP)(اي از را به عنوان ریشه Cتوان بنابراین، می
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و مـاتریس   dبـا درجـه   qF اي تکـین تحویـل ناپـذیر روي   یک چند جملـه  xP)(بنابراین اگر 

 Cاي ها بر حسب توان به صورت مجموعه چند جملهرا میqdFباشد، آنگاه، میدان  Cهمراه 

امـا چنـد   . هسـتند  CP)(، نمایش داد، جایی که جمـع و ضـرب در پیمانـه    Dبا درجه کمتر از 

را بـه   qFتوانیم نمایشی از عناصـر  ، فقط ماتریس هستند؛ بنابراین میCاي هاي برحسب جمله

  .رد نظر بگیریم qFصورت ماتریس هاي روي 

12اي تحویل ناپذیر چندجمله: مثال  xxP -مـی  qFرا در نظر بگیرید عناصـر   3Fروي   )(

xP)(با ماتریس همراه  2اي هاي با درجه کمتر از توانند به صورت چند جمله C   نمـایش داده

  qFبه خصوص، عناصر . شوند

  









11

2
C  

  : به صورت زیر هستند
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CICII ,,,,
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2

1
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21

22
2 CICICCI ,,,




  

22اي اولیـه  ، همـراه چنـد جملـه    Aدر روشی دیگـر، اگـر مـاتریس      xxxq  3Fروي  )(

  : بنابراین. هستند xq)(توان هاي یک ریسشه از  qFدانیم که تمام عناصر باشد، آنگاه می

  









21

1
A  

  : به صورت زیر هستند qFو عناصر 
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مزیـت ایـن   . آیـد هـا بـه دسـت مـی    در هر حالت، جمع و ضرب با استفاده قواعد جبر ماتریس

  گیرد، براي نمونه، ها این است که محاسبات به صورت خودکار صورت مینمایش

  ICICI 2
2

2

12

11

11

21
2 






























))((  

هـا بـزرگ خواهنـد شـد و لـذا      بزرگ باشد، آنگاه مـاتریس  p(x) (deg(دیگر، اگر طرف از 

  . گرددمحاسبات پیچیده می

  هاي متناهی هاي تحویل ناپذیر میدانايچند جمله

هـاي متنـاهی   هاي تحویل ناپذیر روي میدانايدر این بخش، درباره خواص اصلی چند جمله

یـا   x(f (split((را بـا   f)x(اي یـک چنـد جملـه    فـرض کنـیم میـدان شـکافنده    . کنیمبحث می

)f(split لم زیر بسیار مفید است. نمایش دهیم .  

 x(f(یـک ریشـه از    باشد و  qFاي تحویل ناپذیر روي یک چند جمله f)x(فرض کنید : لم

)(][بنـابراین، اگـر   . در میدان تعمـیم یافتـه باشـد    xFxf q   آنگـاه)(xg     اگـر و تنهـا اگـر

)(|)( xgxf  .  
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اي مضـرب اسـکالر و ناصـفري از چنـد جملـه      xf)(اثبات با توجه به این واقعیت که : اثبات

بحث اصل خود را باطرح اساسی ترین سوال در . شوداست، نتیجه می xf)(روي  مینیمال 

  . کنیماین باره، یعنی وجود چنین میداین آغاز می

اي تحویل ناپـذیر  یک چند جمله. dو هر عدد صحیح مثبت qFبراي هر میدان متناهی : قضیه

)(xf  با درجهd  رويqF استموجود.  

dFFباشد؛ در ایـن صـورت    dFqیک عضو اولیه از  فرض کنید : اثبات qq )(   و چـون

dFdFFF qqqq  ]:[]:)([ اي تحویل ناپـذیر  ، بنابراین چند جمله  رويqF بایسـت  مـی

  . باشد dداراي درجه 

  اي تحویل ناپذیر میدان شکافنده یک چند جمله

)(][اي تحویل ناپذیر چند جمله یک ریشه، اگر Fدر یک میدان نا متناهی مانند  xFxf  

را xF)(، در حالت کلـی میـدان شـکافنده     Fبه  ، حاصل از الحاقxF)(باشد، آنگاه میدان 

اي در واقع، کلی ترین مطلبی که درباره بعد میدان شکافنده یک چنـد جملـه  . گیرددر بر نمی

  . است d1و  dتوان گفت، این است که بعد آن بین می dتحویل ناپذیر با درجه 

اي تحویل ناپذیر، همواره میـدان  ریشه چند جملههاي متناهی، الحاق یک اما، در مورد میدان

بنـابراین، میـدان شـکافنده در ایـن حالـت، داراي      . دهداي را نتیجه میشکافنده آن چند جمله

براي مشـاهده دلیلـی ایـن مطلـب، فـرض کنیـد       . اياي مساوي با درجه خود چند جملهدرجه

)(xF با درجهd  رويqF  فـرض کنیـد   . تحویل ناپذیر باشـد  اي از ریشـه)(xF  در)f(split 
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)()(: هاي زیر را در نظـر بگیریـد  میدان. باشد fsplitFF qq    چـونdFxdF qq  ])([ ،

dپس 
q qxF |)(|  و لذا)(qF اي هـاي چنـد جملـه   تمامی ریشه مجموعهxxxdfq  9)( 

 qF)(ها متعلق، بـه  نیز هستند و بنابراین، این ریشه xdfq)(اي از ریشهبه خصوص، . است

)()(لذا : لذا . باشندمی fsplitFq  شودزیر منجر می، این مطلب، به اثبات قضیه .  

)(][فرض کنید : قضیه xfxf q اي تحویل ناپـذیر بـا درجـه    یک چند جملهD   باشـد و 

  : به صورت زیر استF)(در این صورت، میدان شکافنده . باشدF)(دلخواهی از ریشه

  dFFfsplit qq  )()(  

  . است dداراي درجه  qFروي xF)(به خصوص، میدان شکافنده 

)(][فـرض کنیـد   : نتیجه xFxf q   اي تحویـل ناپـذیر بـا درجـه     چنـد جملـهd    باشـد در ایـن

  . صورت

)(][صورت  xFxf q  اگر و تنها اگرd|n  

nFxxsplitdFfsplitاریم که در ابتدا توجه د: اثبات q
q

q

n
 از بنابراین طبـق قضـیه  )(,)(

ndxxsplitfsplit  از قبل،  
nq |)()(   

xxxfحــال، اگــر 
nq |)(   آنگــاه هــر ریشــه)(xfاي از ، ریشــهxx

nq در نتیجــه، . اســت

)()( xxsplitfsplit
nq    و لذاd|n . برعکس، اگرd|n  آنگاه)()( xxsplitfsplit

nq   و

)(، در xf)(از  . لذا هر ریشه xxsplit
nq   امـا،  . گیـرد قـرار مـی)( xxsplit

nq    مجموعـه
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)(هاي تمامی ریشه xx
nq   است و لذا ي از هـا بایست ریشهمی)( xx

nq   بنـابراین  . باشـد

xxxf
nq |)( .  

  

  اي تحویل ناپذیر هاي یک چند جملهماهیت ریشه

نگـاه دقیـق     qF،روي fاي تحویل ناپذیر مانند هاي یک چند جملهحال بیایید به ماهیت ریشه

)deg)((: هسـتند کـه در آن   dfqمتعلـق بـه   xf)(هـاي  دانـیم ریشـه  تري بیندازیم می xfd  .

dفرض کنید 
d xaxaaxf  ...)( 1 که در آنqi Fa  .   اگر یـک ریشـه از)(xf   ،باشـد

  : آنگاه

    d
daaaxf ...)( 1  

. گیـریم کنیم، به صورت زیر بهره میکار می pحال از این مزیت که با یک میدان با مشخصه 

qiچون  Fa دانی ، میi
q

i aa  و نیز .  

  













q

qd
d

qd
d

q

qdq
d

qqqqd
d

qq

xf

aaaazqa

aaaaaaxf

))((

)...()(...)(

......)(

11

11

  

بـه همــین  . خواهـد بــود  xf)(اي از نیــز ریشـه   qباشـد،  xf)(اي از ریشــه بنـابراین اگـر   

بینیم که ترتیب، می
12

1




dqqq حـال اگـر نشـان    . هسـتند  xf)(هـایی از  نیز ریشـه  ,,...,

اگـر  . خواهنـد بـود   xf)(هـاي  هـا متمـایز هسـتند، آنگـاه اینهـا، تمـامی ریشـه       دهیم این ریشه

)( ji

qiqi


  آنگاه دوطرف را به توانjdq  رسانیم، پس داریممی :  
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 djid qq  

xxاي یک ریشه از چند جملهو لذا 
jidq 


  : است، بنابراین 

  
jidqxxf


|)(  

  . ها متمایز هستندبنابراین، این ریشه.که، نتیجه قبل در تناقض است 

کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که در آن  Dهمچنین، توجه داریم که 
da  

  . ایمبا توجه به مطالب فوق، قضیه زیر را اثبات کرده

)(][فرض کنید : قضیه xfxf q اي تحویل ناپذیر با درجـه  یک چند جملهd  اگـر  . باشـد 

dFfsplitدر  xf)(یک ریشه از  q)( هاي باشد، انگاه، تمامی ریشه)(xf     بـه صـورت زیـر

  . باشندمی

  
12

1




dqqq ,...,,  

کوچکترین عدد صحیح مثبتی است که در ان  dعلاوه بر این، 
dq .  

)(][فرض کنید : نتیجه xFxf q    هـاي  درایـن صـورت، تمـامی ریشـه    . تحویـل ناپـذیر باشـد

)(xf   در)( fsplit باشندداراي مرتبه یکسانی می .  

1diاسـت و   1qaداراي مرتبه ) split(f)(این که این مطلب با توجه به : اثبات qq بـراي  ( ,

  . شودنسبت به هم اول هستند، نتیجه می) iهر 

)(][اي تحویـل ناپـذیر ماننـد    مرتبه هر ریشه از یک چند جملـه : تعریف xFxf q   در میـدان

))((شود و با نامیده می xf)(شکافنده آن، مرتبه  xfo   یا)( fo شودنماي شداده می .  
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اي تحویـل ناپـذیر   ریشه دقیقاً یک چند جملـه  qFتوجه به نگاهی به این واقعیت که هر عضو 

  . شود، تعریف زیر نتیجه میاست) اي مینیمال انیعنی چند جمله( qFروي 

nFqعناصـر  : تعریف ,  روي ،qF   مـزدوج)conjulate (  شـوند اگـر آنهـا    نامیـده مـی

-باشند؛ یعنی داراي چند جمله qFاي تحویل ناپذیر تکین یکسانی روي هاي چند جملهریشه

باشـند؛ یعنـی داراي    qFاي تحویل ناپـذیر تکـین یکسـانی روي    جملههاي چند اي آنها ریشه

  . باشند qFاي مینیمال یکسانی روي چند چند جمله

  . به صورت زیر هستند qFروي  nFqمدوج هاي : نتیجه

  
12

1




dqqq ,...,,  

کوچکترین عدد صحیح مثبت است که در آن  dیی که جا
dq .  

  اي هاي مینیمال محاسبه چند جمله

اي مینیمـال هـر عضـو    توان از قضایا و مطالب گفته شده در بالا استفاده کـرد و چندجملـه  می

qF را یافت .  

  : به صورت زیر استاي مینیمال در این صورت چند جمله. nFqفرض کنید : نتیجه

  ))....()((),(
1


dqq

q xxxxxFirr  

کوچک ترین عدد صحیح مثبت اسـت کـه در آن    dجایی که 
dq     بـه خصـوص، چنـد

بایسـت  مـی ) زمانی که عوامل در یکدیگر ضرب شـده و سـاده شـوند   (اي طرف راست جمله

  .باشدqFداراي ضرایبی در 
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14اي قبلا دیدیم چند جمله: مثال  xxxP بنابراین، . باشد، اولیه می2Fروي  16Fبراي  )(

را  16Fاي مینیمـال عناصـر   حال بیایید، چند جمله. کندرا تولید می xp ،16F)(از  هر ریشه 

  . بیابیم

115توجه داریم که : (کنیمها، شروع میبا محاسبه مزدوج (  

  )(,,,  16842 :هايمزدوج  

  )(,,, 3489241263   :3هايمزدوج  

  105    5هايمزدوج: ,

  )(,,,,,, 711211561328147   :7هايمزدوج  

)(حال فرض کنید  xm k  اي مینیمـال  چندجملـهk       باشـد، در اینصـورت بـه طـور نمونـه

151052105  : داریم
105   xxxxxmxm )())(()()(  

1000101110110105  : اما طبق جدول قبل داریم    

115و چون   12، داریم
105  xxxmxm )()(  

لیسـت کامـل بـه صـورت     . شونداي هی مینیمال نیز به طور مشابه، محاسبه میسایر چند جمله

  . زیر است

  

1

1

1

1

1

34
1413117

2
105

234
12963

4
8421











xxxmxmxmxm

xxxmxm

xxxxxmxmxmxm

xxxmxmxmxm

xxm

)()()()(

)()(

)()()()(

)()()()(

)(
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  nFqگروه خودریختی 

  . هاي یک میدان تعمیم یافته را مشخص کنیمخواهیم، گروه خودریختیحال می

، یـک نگاشـت دوسـویی    qfروي  nfqاز ) automor phism(یـک خـودریختی   : تعریف

nFq: است که در آن :  

1 ()()()(                       2 ()()()(    

qFaاگر ) 3   آنگاهaz )(  

تحت (دهند تشکیل می nیک گروه دوري از مرتبه  qFروي  کند که شرط آخر، بیان می

qترکیب توابع که توسط نگاشت 
q )( تولید شده است .(  

 1nqداراي مرتبـه   cدر این صـورت  . باشد nFqیک عضو اولیه از  فرض کنید : اثبات

  . هاي زیر است، داراي ریشهxm)(اي مینیمال آن لهاست و لذا چند جم

  
12 nqqq  ,...,,,  

 nFqچون یک خـودریختی تـا از   . باشد qFاي روي یک چند جمله xf)(حال، فرض کنید 

، اگـر و تنهـا اگـر     f)(بینـیم کـه   دارد، مـی را ثابت نگـه مـی   xf)(، ضرایب  qFروي 

))((f . ،به بیان دیگرهاي ریشه)(xf  را که درnFq بـه  . دهـد هستند، جایگشت مـی

دیگـري تصـویر کنـد، یعنـی     را به ریشه) xm)(ریشه ( بایست می خصوص 
iq )( 

کـاملا توسـط مقـادیر آن     nFqاسـت،  nFqیک عضو اولیـه از  اما چون ). iبراي مقدراي (

  : شود و چونتعیین می روي 
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  )()(  
iqi

q  

iگیریم که نتیجه می
q  .  هـاي  بنابراین، تمـامی خـودریختیnFq  رويqF    بـه شـکلi

q 

  ) iبراي مقداري(هستند 

  ) The roots of unity(هاي واحد ریشه

را روي یـک میـدان    1nxاي تـوانیم چنـد جملـه   در این بخش با این سوال کـه چگونـه مـی   

ایـن سـوال، مـا را بـه بحـث کـدهاي دوري       . دهـیم تجزیه کنـیم، پاسـخ مـی    qFمتناهی مانند 

kmpnتوانیم بنویسیم نسبت به هم اول نباشند، آنگاه می ,nqاگر . کندمیراهنماي     کـه در

),(1آن  qm  وP  مشخصهqF در این حالت؛ . است  

  pkmmpkn xxx )( 111   

  . نسبت به هم اول هستند q,nبنابراین، از اینجا به بعد فرض خواهیم کرد 

ي در این صورت چند جمله. باشد qFروي  1nx، میدان شکافنده sFqفرض کنید : توجه

1nx  داراي ریشه تکراري در هیچ یک از توسیع هايqF   نیست، زیرا  

  11  nn nxxD )(  

ریشـه متمـایز در میـدان     nداراي  1nxبنـابراین . نیسـت  1nxداراي هیچ ریشه مشترکی بـا  

),(1توجه دارید که این مستلزم آن است که . (استsFqشکافنده  qn.(  

-نامدیـه مـی   qFام واحـد در  nهـاي  ، ریشهsFqدر میدان شکافنده  1nxهاي ریشه: تعریف

  . شوندنمایش داده می nE)(ام واحد با nهاي مجموعه ریشه. شوند
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 نسـبت بـه هـم اول نباشـند     a,nام واحـد، حتـی زمـانی کـه     nهـاي  توجه دارید که ریشه: نکته

  . خواهد بود nهاي متمایز، کمتراز اما در این حالت، تعداد ریشه. تعریف شده هستند

),(1زمانی که  qn مجموعه ،)(nE داراي ساختار خاص و جالبی خواهد بود .  

از گـروه   nام واحد، یک زیر گـروه دوري از انـدازه   nهاي شامل ریشه nE)(مجموعه : قضیه

  . است sFqضربی 

nEدانیم که از قبل می: اثبات n || ,)(. فرض کنید. )( nE در اینصورت ، :  

  )()()( nnnn E  111 1   

  . است و لذا دوري است sFq*یک زیر گروه دوري از  nE)(بنابراین 

شـود از  نامیده می qFام واحد روي nباأ، ریشه اولیه  nام واحد از مرتبه nیک ریشه : تعریف 

  . یک ریشه اولیه واحد است Wکنیم اینجا به بعد قرار داد می

  .دوري است، نتیجه زیر را داریم nE)(از آنجایی که 

، n)(به خصـوص، چـون   . وجود دارند qFام اولیه واحد روي  nریشه n)(دقیقا : نتیجه

اول باشـد،   qکه نسبت بـه   n، براي هر عدد صحیح مثبت qFام واحد روي nیک ریشه اولیه 

  . وجود دارد

یک  sFqکه در آن ( sدهد تا یک فرمول ساده براي نتیجه فوق، به ما این اجازه را می: توجه

ام اولیـه واحـد باشـد،    nریشـه   wدر این حالـت، اگـر   . بیابیم nبرحسب ) میدان شکافنده است

  : داریم wبوده و چون  nرتبه از م wآنگاه 
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  111   rqq
q anwwwrFw

rr
|  

rFwاست که در آن  Rکوچکترین عدد  sچون  qایم، نتیجه زیر را اثبات کرده .  

کوچکترین عدد صحیح مثبت  sباشد، آنگاه  qFروي  1nxمیدان شکافنده sFqاگر : نتیجه

1sqnاست که در آن  1که در . کوچکترین عدد صحیح مثبت است S، یعنی |
n

sq  . به بیان

  . شودنمایش داده می q (on(است که با  nدر پیمانه  qمرتبه  sدیگر، 

  

  هاي اولیه واحد عناصر اولیه میددان و ریشه

ام واحـد بسـیار   nو یک ریشه اولیه  1nxاز  sFqتفاوت بین یک عضو اولیه میدان شکافنده 

  . است sFqیک عوض اولیه میدان   با استفاده از تعریف، . حائز اهمیت است

یـک ریشـه    wاز طرف دیگر، با اسـتفاده از تعریـف،   . را تولید کند sFqگروه دوري  اگر 

n ام اولیه واحد است، اگر آن زیر گروه دوري)(nE بنابراین . را تولید کند  

  ,...},,{* 21   sFq  عضو اولیهsFq  است  

  ,...},,{*)( 21 wwEw n  یک ریشهn ام اولیه واحد است .  

بـه عنـوان یـک عضـو     ( qFرا روي  w ،sFqام واحـد   nاما، توجه دارید که یک ریشه اولیـه  

sFwFیعنی . کندتولید می). دهدمیدان که ضرب و جمع را اجازه می qq )(  .  

  : شوداین مطلب، از این واقعیت نتیجه می

  sFEFwF q
n

qq  )()( )(  
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16داراي مرتبـه   باشد، آنگاه  sFqیک عضو اولیه  اگر  q 16چـون  . اسـت qn پـس   |

nrqn 1 ) براي یکZr( بنابراین ،  

  
),(),(

)(
nrk

nr

qk

q
O k 






1

1
6

6

  

  : ام اولیه واحد است اگر و تنها اگرnیک ریشه   kبنابراین، 

  n
nrk

nr


),(
  

rnrkیا به طور هم ارز  ),(   اما این، رابطه برقرار است اگر و تنهـا اگـر ،raK    جـایی کـه ،

1),( nu  چون)(n ریشهnایمام اولیه دقیقا و جود دارند، بنابراین قضیه زیر را اثبات کرده .  

باشـد در ایـن صـورت     1nxاز  sFqیک عضو اولیـه میـدان شـکافنده     قضیه فرض کنید 

)(n  ریشه اولیهn ام واحد رويqFدقیقا به صورت زیر هستند ، .  

  }),(,,|{ 1
1




 nunuu
n

q
k

s
k  

nبه خصوص، 

qs 1

  یک ریشهnام اولیه واحد است .  

  . شودواگذاري میقضیه زیر به عنوان تمرین : اثبات

هـاي  مجموعـه ریشـه   همچنین فرض کنیـد  . یک میدان متناهی باشد qFقضیه فرض کنید 

n ام اولیه ریوqF  باشد وF       مجموعه عناصـر اولیـه میـدان شـکافندهsFq  1ازnx  در . باشـد

این صورت، یا  F  یا در غیر اینصورتF    ؛ همچنـین حالـت دوم در زمـانی رخ

1دهد که می sqn.  
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  1nxروشی براي تجزیه 

),(1براي  qn1اي توانیم چند جملـه ، میnx   را رويqF      بـا اسـتفاده از ایـن واقعیـت کـه ،

1nx  دارايn 1بنابراین . ریشه، متمایز است که، تجیه کنیمnx  حاصل ضرب چند جملـه-

توانند با اسـتفاده از  مال میاي هاي مینیاین چند جمله. هاستاي هاي مینیمال متمایز این ریشه

اصلی این روش این است که ما بایـد   اشکال. روش هاي موجود در بخش قبل، محاسبه شوند

یک عوض اولیه  فرض کنیم . کارکنیم) که میدان بزرگتر است: (sFq: در میدان شکافنده

sFq باشد که در آن)(qoS n .توانیم یک ریشه با استفاده از مطالب قبل، میn ام اولیه واحد

w را به صورت زیر بدست آوریم .  

  
n

q
w

s 1
   

  . به صورت زیر هستند 1nxهاي بنابراین، ریشه 

  121 nwww ,...,,,  

ها و سپس ضـرب  اي هاي مینیمال این ریشهنیاز داریم محاسبه چند جملهحال، تنها چیزي که 

1براي . اي هاي متمایز استنمودن این چند جمله ni ,..., هـاي  ، مـزدوجiw    بـه صـورت

  . باشندزیر می

  
2iqqii www ,,  

ــه   ــایی کـ ــه در آن      dجـ ــت کـ ــت اسـ ــحیح مثبـ ــدد صـ ــوچکترین عـ iiqکـ ww
d

 . ــا امـ

iiqiqnwww
n

ddiqiiqd d
  11

1
|  
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iiaتوانیم شرط بنابراین، می
n

d  ها به کار بریمرا براي تعیین نمامی مزدوج .  

  . به صورت زیر است 1nxهاي اي مینیمال ریشهلذا، چند جمله

},,...,{مجموعه : تعریف 1 d
i iqiqiC جایی که ،d    کوچکترین عدد صحیح مثبت باشـد کـه

iiqdرد ان 
n
 ،i امین هم دسته دوري)i-Th cyclotomic coset ( برايq  در پیمانهn    نامیـده

یـف  ام اولیـه واحـد تعر  nتوانند بدون مراجعه خاص به یک دسته این مجموعه ها می. شودمی

  . شوند

  . آوریمحال در اینجا، مثالی براي روشن شدن بحث می

115اي چند جمله: مثال
15  xxh   . را در نظر بگیرید 2Fروي  )(

152در اینجا   nq 4215چـون  . ,  )(s   میـدان شـکافنده ،)(xhn    16بـه صـورتFsFq  

14اي از طرف دیگر چند جمله. است  xx     2اي اولیـه روي  یـک چنـد جملـهF  باشـد،  مـی

بـا  . باشـد مـی   16Fیک عضو اولیـه از میـزان    اي باشد، ریشه این چند جمله بنابراین اگر 

  : امین ریشه اولیه واحد بیابیم 15را به عنوان  wتوانیم ، میاستفاده از 

  
n

q
w

16 
   

115بنـابراین،  . هم یک عضو اولی و هم یک ریشـه اول خواهـد بـود    در این حالت، x   بـه

  : صورت زیر هستند

  1421  ,....,,  

  : بنابراین). یک مثال(ها، قبلا محاسبه شده اند اي مینیمال این ریشهچند جمله
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 ))()()()(( 111111 342234415  xxxxxxxxxxxx  

را بـه مـا   1nxتوانـد تجزیـه خاصـی از    هاي دوري میبرخی اوقات، اطلاع از هم دسته: مثال

اي  براي نمونه، چنـد جملـه  ). اي هاي تحویل ناپذیریعنی همان تجزیه و چند جمله(نشان دهد 

19 x 2رويF 2چون . را در نظر بگیریدq 9وn    هم دسته هاي دوري بـه صـورت زیـر ،

  . باشندمی

  },{},,,,,,{},{ 63578421 31  CCC   

19بنابراین  x توان به عوامل خطی تحویل ناپذیر، یک عامل درجه دو تحویل ناپذیر و را می

 2Fتـوان دیـد کـه روي    تجزیه کرده امـا، بـه آسـانی مـی     6یک عامل تحویل ناپذیر از درجه 

  : داري

  ))()(())(()( 1111111 362363339  xxxxxxxxxx  

  . گرددشده، حاصل می و بنابراین، تجزیه خواسته

  

  اي تحویل ناپذیرمرتبه چند جمله

با مرتبه هـر یـک از    x(f(اي تحویل ناپذیر از یک چند جمله o(f)کنیم که مرتبه یادآوري می

  . برابر است x(F(از  dFqهاي آن در میدان شکافنده ریشه

  . باشد qFاي تحویل ناپذیر روي یک چند جمله x(f(فرض کنید : قضیه

dxfاگر ) 1 ))(deg(  1آنگاهdqfo |)(  

2 (nxfoxxf n |))((|)( 1  
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3) (f(o  کوچکترین عدد صحیح مثبتe  1است به طوري کهexxf |)(  

  : اثبات

dFfsplitچون ) 1 q)(پس هر ریشه ،)(xf  11یک ریشه از dqx     نیـز هسـت و لـذا مرتبـه

1dqfoلذا . کندرا عاد می  1dqآن ریشه،  |)( .  

)(، داراي مرتبه split)f(متعلق به  f)x(هر ریشه ) 2 fo  اي است و لذا یک ریشه از چند جمله

1)( fox 1لذا . است)(|)( foxxf.  

1nxxfاگر ) 3 اسـت و لـذا    1nxاي یـک ریشـه از چنـد جملـه     xf)(آنگاه هر ریشـه   )(|

ــه  ــه آن، مقســوم علی ــی، . اســت nاي از مرتب nfoیعن ــرعکس، اگــر .  )(| )(ب fkon   آنگــاه

111  nfkofo xxx )()(   . بدیهی است) 2(و مابقی اثبات، با توجه به قسمت  |

  . شودنتیجه می) 3(این قسمت، با توجه به قسمت ) 4

  . را به صورت زیر بیابیم Eاي تحویل ناپذیر از مرتبه یک چند جمله dتوانیم درجه نکته می

  : اي از قبل داریمباشد، آنگاه طبق قضیه dFqرد  xf)(اي از ریشه اگر 

  )( qq FF  

  : اولیه واحد است و لذا امین ریشه ،eاما 

  sFxsplitEFF q
en

qq  )()()( )( 1  

qos)(جایی که  e . بنابراین)(qosd e .  
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)(بـا مرتبـه    qFاي تحویل ناپـذیر روي  یک چند جمله xf)(قضیه فرض کنید  fo  در . باشـد

  . به عبارت دیگر. است f(o(در پیمانه  q، همان مرتبهxf)(این صورت درجه 

  )())(deg( )( qoxf fo  

nxfباشد، آنگاه aFروي   nFqاي اولیه براي یک چند جمله xf)(نتیجه اگر  ))(deg( .  

تحویل ناپذیر، درجـه آن  اي با توجه به قضیه قبل، توجه داریم که مرتبه یک چند جمله: نکته

بـه طـور   . ؛ اما عکس آن همـواره بـر قـرار نیسـت    )به طور یکتا. (کنداي را تعیین یمچند جمله

14اي مثال چند جملـه   xxxf 1234و  )(  xxxxxp  4، هـر دو داراي درجـه    )(

155اما . هستند  ))((,))(( xfoxpo .نی که چند جملهاما قضیه زیر، در حالت خاص، زما-

توان تحویل ناپذیر باشد، میnFq، در میدان گسترش یافته  qFروي   xf)(اي تحویل ناپذیر 

  . اي را از روي درجه آن بیابدمرتبه آن چند جمله

در ایـن صـورت   . باشـد   qFیک چند جمله اي تحویـل ناپـذیر روي    xf)(قضیه فرض کنید 

اي تحویـل  چنـد جملـه  ) n,d(به  nFqتوان در میدان گسترش یافته را می xf)(اي چند جمله

ناپذیر، هر یک با درجه 
),( dn

d   تجزیه کرد و بخ خصـوصf  رويnFq    تحویـل ناپـذیر اسـت

),(1اگر و تنها اگر  dn .  

  

  اي تحویل ناپذیر محاسبه مرتبه یک چند جمله
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را  fخـواهیم مرتبـه   مـی . باشـد  dاي تحویل ناپذیر با درجـه  یک چند جمله xf)(فرض کنید 

  . کنیمرا به عوامل اول آن تجزیه می 1dqابتدا . بیابیم

  
i

r
i

d ipq 1  

1dqfoحال، چون    : ، داریم)(|

1
1

1
1

1
1

1
)()(

)()()(|
xf

i

d

xi

d

i

d
ri

p

q

p

q
xf

p

q
fofop 








  

هاي بنابراین، با محاسبه باقی مانده
i

d

p

q
x

1 ) درپیمانه)(xf(، توانی بیشترین تـوان هـر   میip 

)(که  fo بیابیم. کندرا عاد می .  

16اي تحویل ناپذیر چند جمله: مثال  xxxf ، 2qچـون  . را در نر بگیریـد  2Fروي   )(

73631داریم  26 q .مرتبه 23بینیم که حال می ،f  یا)f(o کند یا خیررا عاد می .  

21چون 
3

63
درایم ، :    )mod()(| 113 6213  xxxfo  

11  :توان دیداما به سادگی می 2621  xxxxx و لذا)(| fo23  حال  

|)())((  : داریم. کنیمرا بررسی می 7عدد اول  169  xxmocxfoV  

)mod(اما  169  xxxلذا ،)(| fov  . 63بنابراین)( fo . لذاf   اي اولیـه روي  یـک چندجملـه

2F است .  

  مثال 
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1246اي تحویــل ناپــذیر چندجملــه  xxxxxg در ایــن حالــت . را در نظــر بگیریــد )(

  : داریم

  )mod()( 113 246212  xxxxxglo  

1124621اما   )mod( xxsxxو لذا)( fo132
  را بررسی کنیم 3بنابراین بایدمقسوم علیه .  

  )mod()( 113 24672  xxxxxglo  

11امــا  2352467  xxxxxxxxx )mod( ــذا ســرانجام،بایدعامل را .  glo3)(؛ ل

  . بررسی کنیم

)mod()( 117 2469  xxxxxglo  

111چون  242469  xxxxxxx )mod( ؛ لذا)(glo7. 21پس)(glo  

  ) Cylcic codes(کدهاي دوري یا 

جدا از این که این کد ها داراي ساختار ریاضـی  . کدهاي دوري، به دلایل بسیاري مهم هسند

غنی هستند این کد ها از دیدگاه عملـی نیـز حـائز اهمیـت هسـند؛ زیـرا کـد گـذاري و          بسیار

کدگشایی این کد ها با اسـتفاده از مـدارهاي سـوئیچ کننـده خطـی بـه روش کـاملاً کـارایی         

  . گیردصورت می

. نسبت به هم اول هستند q,nدر سراسر بح خود درباره کدهاي دوري، فرض بر این است که 

حـال بیاییـد تعریـف کـد هـاي دوري را مـرور       . باید فرد باشد nآنگاه  q=2 به خصوص، اگر
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1CCCتایی باشد، آنگاه به هر کد کلمه  -qیک کد خطی  Lکنیم اگر    درL   یـک چنـد ،

  . دهیمبه صورت زیر را نسبت می xFq][اي از جمله

  1
1111


  n

nn xcxccccc ......:   

بـه طـور   . اسـت  xFq][از  L)(به زیـر فضـاي    Lیک یکریختی فضاي برداري از  نگاشت 

اي در را بـه صـورت چنـد جملـه     Lمعمول، از این نگاشت صرف نظر کرده و کد کلمات در 

  **** گیریم و نظر می

),(یک کد خطی : تعریف qnVL  خطی است، اگر :  

  LccccLccc nnn   21111 .......   

خطی اسـت   Lاي در نظر بگیریم، کد در این حالت، اگر کد کلمات را به صورت جند جمله

الی از حلقه اگر ایده



1nn

x

xFa
R

  . باشد ][

 nبـا درجـه کمتـر از     qFاي هـاي روي  مجموعه تماي چند جملـه  nRکنیم که یادآوري می

اسـت، بـا ایـن     xFq][اي هـا در  ، مانندجمع و ضـرب چنـد جملـه   nRاست جمع و ضرب در 

اي هـا در  چون تمـامی چنـد جملـه    ،)1nxیعنی (، دهیم ، قرار میnxتفاوت که به جاي 

)()(گیـریم کـه   هستند، این نماد را به کار می  1nxپیمانه  xqxf      معـرف هـم نهشـتی در

  . باشد 1nxپیمانه 

دوري است اگر تحت شیفت دوري زیر بسـته   Cتوجه داریم که مطابقه با تعریف، کد خطی 

  .باشد
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21111   nnn vcccccc ......   

  . هاي دوري نیز پایاستتحت جایگشت Cتوان دید که در این حالت، می

  21111   nnn vcccccc ......   

nRxpاگر  )(هال تولید شده توسط ، آنگاه ایده)(xp  که با>)(xp< شود، نمایش داده می

  : توان دیداست، به عنوان تمرین، می xp)(شامل  nRال در کوچکترین ایده

  })(|)()({)( nRxfxpxfxp   

  . اندحساب شده1nxاي هادر پیمانه جایی که تمامی چند جمله

  اي مولد یک کد دوري چندجمله

در واقـع ایـن قضـیه    . رباره کـدهاي دوري اسـت  قضیه زیر شامل برخی واقعیت هاي اساسی د

  . ال هاي اصلی استیک حلقه ایده nRمبین این مطلب است که 

 Cاي، کد این چند جمله. وجود دارد Cاي تکین یکتا با کمترین درجه در یک چند جمله) 1

یعنی . کندرا تولید می )(xgC ؛)(xgشـود اي مولد نامیده میچند جمله) .   توجـه داریـم

  .)کندرا تولید می Cاي نیست که کد اي مولد یکتانیست، یعنی تنها چند جملهکه چندجمله

2 (1nxxg |)(  

rxgاگر ) 3 ))(deg(  آنگاهC  داراي بعدn-r در واقع  . است  

  })(deg|)()({)( rnxrxgxrxgC   

rاگر ) 4
r xgxggxg  ...)( 1  آنگاه gC, داراي ماتریس مولد زیر است .  
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221

21

21

gggg

gggg

gggg

G
r

r















  

  . ، شیفت دوري سطر قبلی استGجایی که هر سطر 

),()(اي تکین متمایز شامل دو چند جمله Cفرض کنید ) 1: اثبات xgxg  rبا کمترین درجه  12

)()(آنگاه . باشد xgxg 21     اي ناصـفر در  یـک چنـد جملـهC     بـا درجـه کمتـر ازr    اسـت کـه

  . وجود دارد Cدر  rاي تکین با درجه تناقض است بنابراین تنها یک چند جمله

Cxgچون  )(  وC آل است، داریـم  یک ایدهCxg  از طـرف دیگـر، فـرض کنیـد     . )(

Cxp )(  ،و قرار دهید)()()()( mrxgxqxp   جایی کهrxr )(deg .  

Cxgxqxpxrدر این صورت   . است که متنـاقض اسـت   rداراي درجه کمتر از )()()()(

ــس  ــذا )(xrپـ ، و لـ )()()()( xgxgxqxp . ــابراین بنـ )(xgC  ــه و؛ در نتیجـ

 )(xgC  .  

  . به صورت زیر است xg)(آل تولید شده توسط ایده) 3

  })(|)()({)( nRxfxpxfxg   

را بـه چنـد    xf)(محاسبه شده است، بایـد نشـان دهـیم کـه کـافی اسـت        1nxکه در پیمانه 

11دانـیم  می. تحدید کنیم n-rاي هاي با درجه کمتر از جمله  nn xxgوxgxhx |)()()( ،

  : تقسیم کنیم، داریم x(h(را بر   xf)(حال اگر . n-rبا درجه  h)x(اي براي یک چند جمله

  )()()()( xrxhxqxf   
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rnxrجایی که  ))(deg( .در این صورت :  

  )()())(()()()()()()()( xgxrxxqxgxrxgxhxqxgxf n  10  

)()()()(، داریم nRو لذا در  xgxrxgxf  دادیمبایست نشان میکه همان است که می .  

,}),(),...,(){(توان نشـان دادکـه مجموعـه    همچنین می xgxxxxgC rn 1   کنـد و  را تولیـد مـی

ــی     ــز م ــی نی ــتقل خط ــه، مس ــن مجموع ــون ای ــراي   چ ــه ب ــک پای ــد، ی ــت Cباش ــابراین . اس بن

rnC )dim( .  

اگر ) 4 g انگاه ،)()( xxgxg 1    جـایی کـهrxg )(deg( : امـا در ایـن صـورت داریـم    . 1

)()(.)(log)( ngxxgxxxg nn 1
111

 بنابراین ،Cxg )(1     که با این واقعیت کـه هـیچ چنـد

بنـابراین  . باشـد است، در تناقض می rداراي درجه کمتر  Cاي در جمله g .  ،سـرانجامG 

}),(),...,(){(است، زیرا  Cیک ماتریس مولد  xgxxxgxg rn 1  یک پایه برايC است .  

  . اي مولد، تولید شوداي بجز چند جملهتواند توسط چند جملهتوجه یک کد دوري می

مثال کدو دوري  xC در  1



13

2
3

x

xF
R

با توجـه بـه قضـیه قبـل     . را در نظر بگیرید ][

213: دانیممی )dim(C  وC شامل کد کلمات زیر است :  

  22 11111 xxxxxxxx  ))((,)(,,  

},,,{},,,{  :بنابراین 01110111000011 22  xxxxC   

  : تواند نشان دهد کهخواننده می

  CRxfxxfx  })(|))(({ 3
22 11  
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21اي توسط چند جمله Cو لذا  x نیز تولید شده است .  

در مثال قبل، دیدیم : نکته 211 xxC .تـوانیم نمـاد   می )(xpC    را قـرار

 Cاي مولـد بـراي   یـک چنـد جملـه    xp)(تولید شـده و   xp)(توسط   Cداد کنیم که در آن 

  . است

اي تکین یک چند جمله xp)(فرض کنید . Cاي با کمترین درجه و تکین در یک چند جمله

باشد و  nRدر  )(xpC   کد دوري تولید شـده توسـط)(xp  اگـر  . باشـد)(, xpxn 1   را

اي مولـد بـراي یـک کـد     تواند یک چنـد جملـه  نمی xp)(عاد نکند، آنگاه مطابق قضیه قبل، 

1nxxpدروي است اگر و تنها اگر  |)( .  

1nxxpبراي اثبات عکـس آن، فـرض کنیـد    . یک طرف آن را ثابت کنیم: اثبات و نیـز   )(|

مولد کد  چند جمله xg)(فرض کنید  )(xpC فـرض کنیـد   . باشد)()( xgxp   چـون ،

)()( xpوxg  هر دو تکین هستند، داریم))(deg())(deg( xgxp  .  

)()(با استفاده از فرض،  xfxpxn 1  اي براي یک چند جملـه)(xf .     عـلاوه بـر ایـن چـون

 )()( xpxg داریم ،)()()( xpxaxg  براي یک ،nRxa )( .  

  : داریم xf)(حال با ضرب طرفین در 

   ))(()()()()()( 1nxxaxfxpxaxfxg  

nxfxpxfxgاما   ))(()deg)))()(deg(  و لذا)()( xfxg     که غیر ممکن اسـت بنـابراین

)()( xgxp  .  
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قضیه فوق مبین ایـن مطلـب اسـت کـه نگاشـت      : نکته )()(: xgxg      کـه هـر چنـد

1nxxg، کـه در آن  xg)(اي تکین جمله ، را بـه کـد دوري   )(| )(xg  یـک  . بـرد مـی

 nRشـامل تمـامی کـدهاي دوري در     nIو مجموعـه   1nxه یک بین مجموعـه  تناظر یک ب

را روي یـک میـدان متنـاهی تجزیـه      1nxتـوانیم  دهد که چرا میاین مطلب نشان می. است

  . کنیم

تواند به عوامـل تحویـل ناپـذیر بـه     را می 2Fروي 1nxاي از قبل دیدیم که چند جمله: مثال

  : صورت زیر تجزیه کرد

  ))()(( 1111 3629  xxxxxx  

823بنابراین    کد دوري درqR براي نمونه، کـد دوري  . وجود دارد 136
1 xxC 

369داراي بعد   و ماتریس مولد زیر است .  

  


















111

111

111

1







G  

123: مثال x  2رويF توان به عوامل تحویل ناپذیر به صورت زیر تجزیه کردرا می :  

  ))()(( 1111 2456101156791123  xxxxxxxxxxxxxx  

توان نشان داد که کد دوري دوتایی نیز، می 124561011
1 xxxxxxC  

بنـابراین بـا   . جزئیـات آن تقریبـا واضـح اسـت    . است 23Gهاي مشابه با کد گلی داراي پارامتر

  . است  1Cهم ارز با کد دوري  23Gتوجه به قضیه یکتایی براي کدهاي گلی 
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  : داریم 3Fبه روش مشابه، روي 

  ))()(( 1111 235234511  xxxxxxxxxx  

سه تایی  و کد دوتایی 12345
2 xxxxCهاي مشابه بـا کـد گلـی    داراي پارامتر

11G 11بنابراین . استG 2هم ارز با کد دوريC است .  

نگاشت : نکته )()(: xgxg وجه به ترتیب جزئی روي با تnP  وnI   داراي خـواص

12مشابهی است توجه کنید اگر CC   : دوري باشند، آنگاه مجموع nRدر  ,

  },|{ 22112121 CCccccCC   

12کوچکترین کد دوري شامل  CC آشـنا  ) lattice(کسانی بـا اصـطلاح شـبکه    . است nRدر  ,

بـه  ) nQ,1(از شـبکه  ) onti-isomorphism(یک پاد یکریختی  شوند که باشند، متوجه می

  . کنیماثبات قیه زیر را به عنوان یک تمرین به خواننده واگذاري می .است)nI,1(شبکه 

فرض کنیـد  : قضیه )(,)( xgCxgC در ایـن  . باشـند  nRکـدهاي دوري در   1122

  . صورت

1 (21 CC   ارگ و تنها اگر)(|)( xgxg 12 .  

2 ( ))(),(( xgxglcmCC 121))a,b(lcm کوچکترین مضرب مشترك ،b,a است(  

3 ( ))(),(gcd( xgxgCC 121  

  

  اي توازن یک کد دوري چندجمله
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],[از یـک کـد دوري    xg)(اي مولـد  از آنجایی که چند جمله rnn    درn
n Rx ,1   را عـاد

  . کند، داریممی

  )()( xhxgxn 1  

 chack(اي تـوازن  چنـد جملـه  . اسـت  n-rاي از درجـه  یـک چنـد جملـه      xh)(جـایی کـه   

polynomial(C این مطلب، در قضیه بعد آمده است. شودنامیده می .  

در ایـن  . باشـد  nRدر  Cاي تـوازن یـک کـد دوري    یک چند جملـه  xh)(فرض کنید : قضیه

  : صورت

  :تواند به صورت زیر توصیف شودمی Cکد ) 1

  })()(|)({  xhxPRxpC n  

rnاگر ) 2
rn xhxhhxh 

 ....)( 1 آنگاه یک ماتریس بررسی توازن کد ،C   به صـورت

  . زیر است

  

nrrn

rn

rn

hh

hh

hh

H











































  

  : و ماتریس مولد زیر است r، کد دوري با بعد Cکددوگان یا ) 3

  )...()()( rn
rnrnrn hxhxhhxhxhxh 
  1

1
111

  

، چند )reverse polynomial(اي معکوس اي آخر در پرانتز، چند جملهجایی که چندجمله

  )تولید نشده است xh)(، توسط Cتوجه کنید (است   xh)(اي توازن جمله
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Cxpباشـــد اگـــر  Cاي مولـــد ، چنـــد جملـــهxg)(فـــرض کنیـــد  -1: اثبـــات )( آنگـــاه ،

)()()( xgxtxp   بــــــــــــــــــــراي یــــــــــــــــــــکnRxf )(  ــابراین بنــــــــــــــــــ

 ))(()()()()()( 1nxxfxhxgxfxhxp  

nRxpxhxpاز طرف دیگر، اگر   )(,)()( نویسیم، آنگاه می .  

  )()()()( xrxgxqxp   

rxrجایی که  ))(deg( . با ضرب طرفین در)(xh داریم :  

  )()()()()()()()( xhxrxrxhxgxqxhxp   

)()(با توجه به این رابطه داریم  xhxr  اماnrnrxhxr  )())()(deg(  

)()(یجه در نت xhxr . بنابراین )()()()( xrوCxgxqxp .  

Cxcاگر ) 2 )( انگاه ،)()( xhxc  حالrnxhxC  2))()(deg(    و با توجه به ایـن مطلـب

11گیري کـه ضـرایب   نتیجه می  nrnrn xxx )()(در حاصـل ضـرب    ,,..., xhxC    بایـد صـفر

    . باشد، یعنی

  







































hchChC

hchChC

hchChC

rnrnrrnr

rnrnrn

rnrnrn

...

...

...

11

1121

11

  

اما این معادلات، هم ارز با این است که  
t

n HCCC )...(  Cرا کـه بـر    C'، کـد  Hو لذا  11

کند، یعنی عمود است تولید می CC' . اما، چونrnhشود  ، نتیجه میrC )'dim(  و

لذا  CC' .  
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,)(اگر نشان دهیم ) 3 xhxn 1 کند، آنگاه را عاد می)(xh اي مودر کد دوري چند جمله

> )(xh<  خواهد بود که داراي ماتریس مولدH  است؛ بنابراین  Cxh   : اما )(

  1 nxxgxh )()(  

111کند ایجاب می   nxxgxh )()(یا )()( nrrn xxgxxhx  111  

1: دهدکه نشان می nxxh |)(  

مثال کد  136
1 xxC اي توازن زیر استداراي چند جمله :  

)9=n (  111 32  xxxxxh ))(()(  

11و چون  333   xxxxh   : داراي ماتریس بررسی توازن زیر است 1C، کد )()(

  





























11

11

11

11

11

11













H  

اي مولـد آن بـه   توانیم از کدهاي دوري با توجـه بـه چندجملـه   زیر مثالی از آنچه ما می: قضیه

  .کنددست آوریم، معرفی می

یعنی کد شـامل تمـامی کـد کلمـات     . باشد nکد زوج دوتایی با طول  nEقضقیه فرض کنید 

),(با وزن زوج در  2nV . فرض کنیدC  دوتایی با طول یک کدn در این صورت. باشد :  

1 ( 1xEn  nExgc  |)(اگر و تنها اگر )( xgx 1  

  >>x-1<<بینیم که در کد دوري که می) 1اثبات براي اثبات قسمت 
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)(...)(  :  داریم xhxx
x

x
xh nn  




 1

1

1 21  

...},{  : و لذا 111 21   nn xxx  

nExx: بنابراین   },{ 111   

ــمت ) 2قســمت  ــی) 1(از قس ــه م ــر  نتیج ــه اگ ــن ک ــود و ای )()(ش xgxg 21    ــاه انگ

)(|)( xgxg 12 .  

ــال ــد : مث ک 136
1 xxCqn ــت   )(, ــرد اس ــا وزن ف ــلات ب ــد ک ــرا . ، داراي ک زی

11 36  xxx اما کد . | ))(( 11 36
2 xxxc 1، زیر کدي ازC است ه تنها داراي

  . کد کلمات با وزن زوج است

  

  ) The zeros of a cyclic code(صفرهاي یک کد دوري 

را بیـابیم، آنگـاه قـادر    ) ام واحـد nهاي یعین ریشه( 1nxاي هاي چند جملهاگر بتوانیم ریشه

اي مولد با استفاده ازمعرفی چند جمله(را مشخص کنیم nRدوري در  خواهمی بود تا کدهاي

  ). آنها

فرض کنید 
i

i
n xmx  qFبه عوامل تحویل ناپـذیر تکـین روي    1nxیک تجزیه از  1)(

چند  xmi)(باشد آنگاه ) qFاي از در میدان گسترش یافته ( xmi)(یک ریشه از  باشد اگر 

)(][اي بنابراین براي هر چند جمله. است qFروي  ، )m.himal(اي کمین جمله xFxf q 
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)()()(ارگ و تنها اگر  xf)(، داریم  xmxaxf i    اي ، بـراي یـک چنـد جملـه)(xa  .  بـه

nRxfخصوص، اگر  )(  آنگاه)(xf  اگر و تنها اگر )()( xmxf i .  

)()....()(قضیه فرض کنید  xqxqxg t1     1، حاصلضـرب عوامـل تحویـل ناپـذیرnx   باشـد و

},...,{فرض کیند  u1 هاي ریشه)(xg  1در میدان شکافندهnx  رويqF باشد .  

)(})(|)()(...)({: در این صورت  un xFxfxfRxfxg 21  

. را در نظـر بگیـریم   xg)(توانیم تنها یک ریشه از هر عامـل تحویـل ناپـذیر    وه بر این، میعلا

tiبراي ( xqi)(یک ریشه از  iیعنی، اگر  1 (آنگاه. باشد :  

  })(...)(|)({)(  tin ffRxvxg   

تمـامی  . شـود هـاي کـد نامیـه مـی    اي مولد یک کد دوري، صفرهاي چند جملهریشه: تعریف

  . شوند، عناصر ناصفر کد نامیده می1nxهاي دیگر ریشه

},...{توجه داشته باشید که اگر : تذکر u1 1هاي یک مجموعه از ریشهnx   باشند، آنگـاه

  . اي چند جمله

  : مولد کد

  })(...)(|)({  un ffRxfC 1  

uهاي اي هاي مینیمال ریشهکوچکترین مضرب مشترك چندجمله   . باشدمی 1,...

توانـد بـراي بـه دسـت آوردن یـک      هاي آن، مـی تذکر نمایش یک کد دوري از طریق صـفر 

},...{فرض کنیـد  . کد به کار رودماتریس بررسی توازن براي  u1   مجموعـه اي از ریشـه-
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اگـر  . هسـتند  dfqباشد که متعلق به میدان گسترش یافته 1nxهاي  j
j xfxf یـک    )(

)(باشـد، آنگـاه     nRاي در چند جمله ix    اگـر و تنهـا 
1

j
ijf .  چـونdfq   همچنـین

تـوانیم هـر یـک از    تصور شود، مـی  qFروي  dیا بعد  dfqتواند به صورت فضاي برداي می

jتوانهاي 
i یک بردار ستونی  را به صورت]j

i [ با طولd  رويqF  عـلاوه  . در نظر بگیـریم

qjبر این چون  Ff  داریم :  

  ][][ j
ij

j
ij xff   

  : بنابراین

    
i i

j
ij

j
ij fxf ][][  

),...,(و قرار دهیم  1 nfff   =آنگاه :  

   t
i Hfuixf )()( 1  

ممکن است مستقل خطـی نباشـند کـه در ایـن حالـت، بـا حـذف سـطرهاي          Hهاي البته سطر

نشـان داد کـه کـدهاي    تـوان  وابسته، یک ماتریس بررسی توازن براي کد با صفرهاي آن، می

  . یگریمحالت دوتایی همینگ ساده تر بوده و لذا ابتدا آن رادر نظر می. همینگ دوري هستند

  . هم ارز با یک کد دوري است rH2)(کد همینگ : قضیه

],[داریا پارامتر هـاي   rH2)(کنیم که کد همینگ دوتایی یادآوري می: اثبات rrr  1212 

12هاي ماتریس بررسی توازن آن، تمامی است و ستون r بردار دوتایی ناصفر است .  
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12حال فرض کنید   rn  وw  یک ریشهn  2ام اولیه واحد رويF چـون  . باشدron )(2  ،

12داراي مرتبـه   wاست و چون rF2برابر با  1nxسپس میدان شکافنده   rn    اسـت، پـس

w  یک عضو اولیه میدانrF2  هاي در نیتجه، توان. باشدمیw     تمـامی عناصـر ناصـفر میـدان ،

rF2 ریس هاي ماتو در نتیجه ستونH پس. دهندرا تشکیل می :  

  ]][],...,[],[[ 11  nwwwH   

دهـد کـه کـد    ایـن مطلـب، نشـان مـی    . اسـت  rشامل تمامی برداراهاي دوتایی ناصفر به طول 

با این ماتریس بررسی توازن یک کد دوري است که تنها صفرهاي آن، یک  rH2)(همینگ 

12ریشه  w(است  wریشه اولیه واحد  
r

x  هـاي  و تمـامی صـفرهاي دیگـر آن، ریشـه    ) است

  . هستند Wاي مینیمال جملهچند 

1512در ایـن حالـت،   . را در نظر بگیریدrH2)(کد همینگ : مثال n    و میـدان شـکافنده

1nx  16برابر باF  اگر . است   16یک عضو اولیـه ازF    باشـد، آنگـاه   امـین  15همچنـین

  . باشندبه صورت زیر می مزدوج هاي . اولیه واحد نیز هستریشه

  842  ,,,  

چون  16 .نیمال اي میبنابراین، چند جمله به صورت زیر است .  

  ))()()(( 842   xxxBx  

14اي اولیـه  که با در نظر گـرفتن چنـد جملـه     xx )  یعنـی



194

2
16

xx

xF
f

،  16Fبـراي  )][

)(42H  14کد دوري تولید شده توسط  xxxf )(در )( 15R خواهد بود .  
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در واقع قضیه زیر را . توان نشان داد، کد همینگ دوري ساتبراي حالت غیر دودویی نیز می

  . داریم

فرض کنید : قضیه
1

1






q

q
n

r

11و نیز فرض کنید    ),( qr .  در این صورت کد همینـگq- 

  . هم ارزي با یک کد دوري خواهد بود rHq)(تایی 

  

  مولد خود توان یک کد دوري 

بـه    1nxتواننـد از تجزیـه   را کـه مـی   nRاز قبل لیست کاملی از تمامی کدهاي دوري در 

اي کار سـاده  1nxاما، تجزیه . به دست آیند، مشاهده کردیم qFعوامل تحویل ناپذیر روي 

ام واحد را به دسـت  nش براي انجام این کار، این است که در ابتدا یک ریشه یک رو. نیست

در اینجـا، روش  . کـار کنـیم   1nxاز sFqآوریم که براي این کار، باید بـا میـدان شـکافنده    

اي مولـد  آوریـم کـه بـه جـاي چنـد جملـه      دیگري براي توصیف کدهاي دوري به دست می

)generator polynomial (ــ  ــهبـــا نـــوع دیگـــري از چنـ اي هـــاي تولیـــد کننـــده د جملـ

)generationg polynomial (کنیمکار می .  

nRxeاي تعریف یک چند جمله )( خود توان ،)idempotent ( درnR شـود اگـر   نامیده می

)()( xexe 2 .  

653اي مثال چند جمله xxx   درnR  اي مولـد  با چند جملـه (باشد)(xg   اي و چنـد جملـه

  ). xh)(توازن 
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),()(اي هـاي  نسبت بـه هـم اول بـوده و لـذا چنـد جملـه       xh)(و  xg)(در یان صورت  xaxb 

  : وجود دارند به طوري که

  1 )()()()( xhxbxgxa  

)()()()mod(اي چند جمله 1 nxxgxaxe داراي خواص زیر است .  

1 ()(xe تنها عضویکه ،C است، یعنی براي تمامCxp )( داریم)()()( xpxexp   .  

2 ()(xeاي در تنهــا چنــد جملــهC  باشــد، یعنــی اســت کــه هــم خــود تــوان و هــم مولــد مــی

 )(xeC .  

12اگــر : اثبــات ee )()()()(کــه باشــند آنگــاه   ی Cهــر دو در  , xexexexe 2211  بنــابراین ،

)()( xexe 21     1پس اگر یک یکه وجود داشته باشد آنگاه یکتاسـت چـون nxxhxg )()( 

),()(تکراري در هر میدان گسترش یافتـه نیسـت،    داراي هیچ ریشه xgxh     نسـبت بـه هـم اول

  . هستند

CxPاگر  )(  آنگاه)()( xhxp لذا ،)()()( xpxgxa  کندکه بیان می .  

)mod()()()( 1 xxgxaxe  یک عضو یکه درC باشند و لذا می)(xe ،C   کنـد  را تولیـد مـی

1حال اگر رابطه . است xe)(یک مضرب  Cدر  چند جملهزیرا هر  )()()()( xhxbxgxa  

)()(را در  xgxa  ضرب کنیم، داریم)()()()()()()]()([ xhxaxhxgxbxaxgxa 2  
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))()(()()(و لذا  xgxaxgxa 2 در نیتجه ،)(xe خود توان است .  

را  Cکـه   xf)(باري کامل کردن اثبات، تنها نیاز داریم نشـان دهـیم یـک عضـو خـود تـوان       

nRxqکند، لذا را تولید می xf ،C)(چون . xe)(بایست برابر با کند میتولید می )(   وجـود

)()()(دارد که در ان  xfxqxe  .بنابراین .  

)()(که در نتیجه  xexf  شودو اثبات کامل می .  

ــه   ــد جمل ــه چن ــذکر ب ــده     xe)(اي ت ــد کنن ــوان تولی ــود ت ــالا، خ ــیه ب  generating(در قض

idempotent (C نویسیم شود، و میگفته می)]([ xeC  .   همچنین در قضیه فوق، بـا اسـتفاده

قضیه بعد، نحوه ایـن کـار را   . دست آوریمبه xg)(را از we)(توانیم از الگوریتم اقلیدسی، می

  : کندتشریح می

]])[[(اي مولد که چندجمله: قضیه xe به صورت زیر است :  

  )),(gcd()( 1 nxxexg  

)()(دانیم می: اثبات xhxgxn 1  و نیز)()()( xgxaxe  .لذا داریم :  

)())()(),()(gcd()),(gcd( xgxgxhxgxaxxe n 1  

  ، نسبت به هم اول هستند xh)(و  xa)(زیرا 

]]),[[(]])[[(قضیه فرض کنید  xeCxec 1122  کدهاي دوري در ،nR باشند .  

21)1: در این صورت CC    اگر و تنها اگر)()()( xexexe 121   

2 ()]]()([[ xexeCC 2121   
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3 ()]]()()()([[ xexexexeCC 212121   

  . بدست آمده اند 1nxاي ها در پیمانه که در آن تمامی چند جمله

اي مولد و خودتوان تولید کننـده یـک کـد    قضیه زیر یک رابطه جالب بین چند جمله: تذکر

  . کنددوري مطرح می

و خـود تـوان تولیـد    xg)(اي مولـد  با چنـد جملـه   nRیک کد دوري در Cفرض کنید : قضیه

),()(در ایـن صـورت   . باشـد  xg)(کننده  xgxe   هـاي یکسـانی در میـدان    دقیقـا داراي ریـش

  . ام واحد، هستندnهاي ، درمیان ریشه1nxشکافنده 

-ام واحـد، داراي ریشـه  nهـاي  خودتوان باشد و در میان ریشnRدر  xf)(علاوه بر این اگر 

خود توان تولید کننده xf)(باشد، آنگاه  xg)(هاي یکسانی با  )(xg خواهد بود .  

)()()(چـون  . ام اولیـه واحـد باشـد   nیـک ریشـه   wفـرض کنیـد   : اثبات xgxaxe   در نتیجـه ،

)( ixg کند ایجاب می)( iwe اگر و تنها اگر)( iwh  بنـابراین ،)( iwe   ایجـاب مـی-

)(کند  iwh  که در نتیجه)( iwg .کنـیم کـه چـون    در مورد قسمت دوم قضیه، مشاهده می

هـیچ ریشـه تکـراري در یـک میـدان        xg)(باشـد و  نیز می xf)(، یک ریشه xg)(هر ریشه 

)(|)(لذا داریم . گسترش یافته نیست xfxg  اي هـاي چنـد جملـه   ه بـر ایـن، چـون ریشـه    عـلاو

و xh)(بینیم که ، می.ام واحد، هستندnهاي ، در میان ریشهxg)(هاي دقیقاً ناریشه xh)(توازن

)(xf بنابراین، آنها نسبت بـه  . داراي هیچ ریشه مشتریکی در یک میدان گسترش یافته نیستند
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باشـد،   xf)(ه بـا خـود تـوان تولیـد کننـد      nRیک کـد دوري در   Dاما، اگر . هم اول هستند

  : به صورت زیر است Dاي مولد آنگاه چند جمله

  )())()(),(gcd()),(gcd( xgxgxhxfxxf n 1  

  . باشندمی Cخود توان تولید کننده  xf)(بنابراین، . D=Cلذا 

  . در مورد خود توان هاي دوگان یک کد، قضیه زیر را داریم

]])[[(فرض کنید : قضیه xeC      اي تـوازن  یک کـدو وري بـا چنـد جملـه)(xh   ر ایـن  .باشـد

صـــورت کـــد دوري   )(xh     داراي خـــود تـــوان تولیـــد کننـــده)(xe1 اســـت و

  )(xhC  داراي خود توان تولید کننده)mod())(( 11 1   nn xxe باشدمی .  

))()(())()()(()(چون : اثبات xhxgxaxhxexh  11  

در  xe1)(بینیم که می )(xh  یکه است به طور مشابه چون :  

  
)()()()()(

)())()()(

xhzgaaxhxhxh

xehxxhxhxhxhxh

nnnk

nnkk









111

1111 1



  

))(()mod(بنابراین  11 1   xxe n در  )(xhC یکه است .  

  

  یافتن خود توان هاي تولید کننده 

تـوانیم خـود   چگونه مـی ، 1nxحال به دنبال جواب این سوال هستیم که بدون داشتن تجزیه 

  . کنیممعطوف می2qدر اینجا، توجه خود را روي حالت .ها را بیابیمتوان
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)()(، داریم xF2][در  xfxf 22     1اي و لذا یـک چنـد جملـه
11


 n

n xeeexe ...)(   در

nR  خود توان است اگر و تنها اگر)()( xexe 2 .   اما ایـن رابطـه درnR    برقـرار اسـت اگـر و ،

)(mod، داشته باشـیم  ieتنها اگر زمانی که  nie2  در نتیجـه ،)(xe  عـه  بایسـت مجمو مـی

  : اي هایی به صورت زیر باشدچندجمله

  izzzzxx dii 122   

  . ایملذا قضیه زیر را اثبات کرده. دهندي دوري میها، تشکیل یک هم دستهجایی که توان

اي هـاي بـه   دقیقا مجمـوع چنـد جملـه    nR، خود توانهاي موجود در 2qفرض کنید : قضیه

iiiصورت  d
xxx

122 
 },,...,{هستند، جایی که  ... iiiC d

i
122     ي دوري یـک هـم دسـته

  . باشدمی nپیمانه  2براي 

qnفرض کنید : مثال  .پیمانه  2هاي دوري براي هم دستهq باشند، به صورت زیر می  

  },{},,,,,,{},{ 63578421 31  CCC   

823و لذا   خود توان به صورت زیر وجود دارند .  

)()()()(

)()()(

)(

)(

xexexexe

xexexe

xxxe

xxe

4328

426

63
4

2 1







 

)()()(

)()()(

)(

)(

xexexe

xexexe

xxxxxxxe

xe

437

325

87542
3

1
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براي نمونـه،  . اي هاي مولد متناظر نیز با استفاده از قضایاي قبل، قابل حصول هستندچند جمله

119: از الگوریتم اقلیدسی داریم
33  xxxexq )),((gcd()(  

  BCHکدهاي 

دانـیم کـه یـک کـد     از قبیـل مـی  . کنـیم ابتدا بر مطالب قبل یک مرز مختصر می: BCHکران 

1به خصـوص، اگـر   . شودهاي آن تعریف میدوري توسط صفر ,....,u  هـاي  ریشـه

n ام واحد درaF باشد، آنگاه})(...)(|)({  un xppRxpC 1  

اي هـاي مینیمـال   ، حاصل ضرب چندجملهxg)(اي مولد یک کد دوري است که چند جمله

1 ,...,u رويqFتـوانیم برخـی   نـد کـه مـا مـی    این مطلب را پیشنهاد میاین رویکرد، . است

. بیـابیم xg)(ام واحد بـه عنـوان صـفرهاي    nهاي کدهاي جالب را با تخصیص مجموعه ریشه

کنیم که اگر یادآوري می
i

i
n xmx بـه عوامـل تحویـل ناپـذیر روي      1nx، تجزیه  1)(

qF اي هاي چند جملهباشد، آنگاه ریشه)(xmi  هـا بـه صـورت    مزدوج هسند، یعنی ایـن ریشـه

},...,,{
1diqiqi www هستند، جایی کهd   کوچک ترین عدد صحیح مثبت است به طوري کـه

idi
n

q  .کنیم که مجموعهنیز، یادآوري می .  

  },...,,{)( iaaixm d
ii

1  

I ي دوري امین هم دستهq  در پیمانهn بنابراین. شودنامیه می :  
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icj

j
i wxxm )()(  

 Cفرض کنیـد  . باشد qFام واحد روي nیک ریشه اولیه  wفرض کنید ): BCHکران : (قضیه

یک کد دوري در 
n

R جمله مولد  با چند)(xg  باشد که در آن)(xg   اي تکـین  چنـد جملـه

  . هایی از آن هستندعدد زیر ریشه 1است که  qFبا کمترین درجه روي 

  )(,...,,  bwww bbb 21   

  . خواهد بود داراي کمترین فاصله حداقل  Cدر این صورت، 

تـوانیم یـک کـد بـا کمتـرین، فاصـله       گوید کـه مـا مـی   نکته این قضیه، این مطلب را به ما می

یعنی (متوالی آن مشخص کنیم  ریشه 1اي مولد کد با ا تخصیص چند جملهراب حداقل 

  ). ها متوالی باشندتوان

بـا   nRیـک کـد دوري در    Cفـرض کنیـد   . امـین ریشـه واحـد باشـد     n,wفرض کنید : قضیه

 Cاي تکـین بـا کمتـرین درجـه در     چنـد جملـه   xg)(باشد به طوري که  xg)(ماتریس مولد 

rbrbb: متوالی ریشه 1است که داراي  www )(,...,, 2     ،درمیان صـفرهاي آن کـد اسـت

داراي کمترین فاصله حـداقل   Cدر این صورت . bنسبت به هم اول بوده و  n,rجایی که 

 است .  
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  BCHکدهاي 

این کدها، به طور مسـتقیم توسـط بـوس    . را تعریف کنیم BCHحال آماده هستیم تا کدهاي 

)R.C.Bose .( چادهوري)D.K.Ray chavdhuri) (1960 ( هنگهام و)A.Hocquenghem (

بـراي نمونـه،   . به چندین دلیل این کدها جزو دسته ها بسیار مهم هستند. کشف شدند) 1959(

. این کد ها داراي قدرت تصحیح خطاي خوبی هستند، جایی که طول آنها زیادبزرگ نباشـد 

هاي توانند به آسانی کدگذاري و کد گشایی شوند و نسبت به خـانواده کـد  همچنین آنها می

  . دیگر، داراي خواص خوبی هستند

اي تکـین روي  چند جمله xq)(باشد و qFام واحد روي nیک ریشه  Wفرض کنید : تعریف

qF  1با کمترین درجه باشد به طوري که مقادیر زیر :  

  21  sbbb www ,...,,  

باشند، جایی که  xg)(در میان صفرهاي  b,1 بنابراین :  

  )}(),...,(),({)( xmxmxmlcmxg sbbb 21   

),,,(تایی  -qکه دوري  bwnBq   با طولn اي مولـد  و چند جمله)(xg   یـک کـد ،BCH   بـا

توجه کنیـد کـه فاصـله مطـرح از تعـداد صـفرهاي       (است  ) designed dist(فاصله مطرح 

  ). یکی بیشتر است
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ــر  ــد  1bاگ ــاه ک ),,(),,,(، آنگ 1wnBwnB pp    ــد ــک ک ــک   BCH، ی ــاي باری ــه معن ب

)narraw sense (زمانی کـه  . شودنامیده میw       1یـک عضـو اولیـه میـدان باشـد و sqn 

),,,(آنگاه ) 1sبراي مقداري ( bwnBa   یک کدBCH شودیه نامیده میاول .  

),,,(آنگاه  bwnBa  یک کدBCH شوداولیه نامیده می .  

بـه خصـوص، قـبلاً    . بامعنی باریک، تعمیمی از کدهاي همینگ هسـتند  BCHکد هاي : نکته

بنابـارین، کـدهاي دوري، کـدهاي    . اسـت  xg)(تعریـف شـوند کـه در آن    . مشاهده کـردیم 

BCH  2با معنی ضعیف با فاصله مطرحهستند ، .  

),,,(، BCHتوان دید کـه کـد   ، میBCHز کران با استفاده ا bwnBq    داراي کمتـرین فاصـله

 1nxعـلاوه بـراین، چـون میـدان شـکافنده      . اسـت )یعنـی  (حداقل باري فاصله مطرح آن 

qos)(جـــایی کـــه  (اســـت  qFروي  sqداراي درجـــه qFروي n(  در نتیجـــه داریـــم ،

sxm ib  ))(deg(  و لذا)())(deg()),,,(dim( 1 ssnxgnbwnBq   

  : بنابراین

),,,(تایی —BCH ،qقضیه کد  bwnBa    با طـولn    و فاصـله مطـرح    داراي پـارامتر هـاي

  : زیر است

  












),,,((

)()()),,,(dim(

bwnBd

qonbwnB

a

na 1
  

  . است nدر پیمانه  q، مرتبه qon)(جایی که 

  : بینیم که، میBCHنکته با توجه به تعریف کد 
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  })(...)()(|)({),,,(   21 sbbb
nq wpwpwpRxpbwnB   

isمعـرف بـردار سـتونی    ]iw[و لذا اگر 
a

i wFw )(    در میـدان شـکافندهsFq 1ازnx   ،باشـد

)(آنگاه  1s سطر ماتریس :  

  





























][][][

][][][

][][][

))(()(

))(()(

)(

21222

11121

12

1

1

1

 bnbb

bnbb

bnbb

www

www

www

H









  

ین کـه سـطرهاي وابسـته    دهند و همتشکیل یک مجموعه کامل از معادلات بررسی توازن می

),,,(حذف شوند، ماتریس حاصل، ماتریس بررسی توازن  bwnBa خواهد شد .  

  

  دوتایی  BCHکدهاي 

 kCuباشد، آنگـاه  ) cyclotomic(دوري  نمایش یک هم دسته kCدر حالت دوتایی، اگر 

kcnuاگر و تنها اگر  )(mod2 . بنابراین)()( xmxM ii 2 .   کنـد کـه   این مطلـب، ایجـاب مـی

  : اي هايچند جمله

 
)}(),...,()({)(

)}(),...,()({)(

)}(),...,()({)(

xmxmxmlcmxg

xmxmxmlcmxg

xmxmxmlcmxg

E

E

E

12313

12212

2211











  

تنها داراي انـدیس هـاي    xmi)(اي هاي آخر توجه دارید که مجموعه چند جمله. یکی باشند

  ). فرد هستند

)()(چون  xgxg 12 داریم ، :),,(),,( wnBwnB 24124 22   
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و فاصـله   nبـا معنـی باریـک بـا طـول       BCHتوانیم توجه خود را معطوف کدهاي بنابراین می

124مطرح   24)(کنیم در این حالت بعد حداقل non   2)(، است، جایی کـهno   2مرتبـه 

  : گراست به بیان دی nدر پیمانه 

  )()),,(dim( 241242 nonwnb   

2q ،231125فرض کنید : مثال  qn بـا معنـاي باریـک      BCHي تعیـین کـدهاي   ارب ,

),,()اولیه( wB 312 هاي مطرح متفاوت ابتدا هـم دسـته هـاي دوري را محاسـبه مـی     با فصاله-

  . کنیم

  
},,,,{,},,,,{},,,,,{

},,,,{},,,,,{},,,,,{},{

23272930152126132211192528147

1892010517241263168421

15117

531

CCC

CCCC



   

),,(با معناي باریک  BCHاي مولد کد چند جمله wB ، براي نمونـه  9با فاصله مطرح  9312

  : به صورت زیر است

  )()()()}(),...,({)( xmxmxmxmxmlcmxg 75181   

),,(بنابراین، بعد  wB 112031برابر با  9312  ))(deg( xgn است .  

  . مطابقت دارد BCHتوجه دارید که این کران پایین، با کران 

59نیز توجه دارید که چون  C 59، درایم mxx )( و لذا :  

  ),,(),,( wBwB 9311131 22   
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62531برابر با  BCHبنابراین، دراین حالت، کران پائین          اسـت کـه بـه طـور اکیـد از بعـد

ایی به معنـاي  دوت BCHهاي جدول زیر، شامل لیست کاملی از تمام کد. واقعی کمت راست

  . ایمدر این جدول، نماد زیرا قرار داد کرده. است 31باریک با طول 

  )()...()(,..., xmxmxm
kk iiiii 121

  

  فاصله مطرح  ايچند جمله  بعد  فاصله

1  31  1  1  

3  26  )(xm1  3  

5  21  )(, xm 31  5  

7  16  )(,, xm 531  7  

11  11  )(,,, xm   9یا  11  7531

15  6  )(,,,, xm   13یا  15  97531

31  1  131 x  31,...,19,17  

  

ممکن است با  با فاصله مطرح فرد  BCHدهد که یک کد مثال قبل، نشان می: نکته

با فاصله مطرح فرد  BCHیک کد  ' این مطلب، تعریف زیر را .مطابقت داشته باشد

  . به دنبال دارد

یک  Bکه در آن  بزرگترین فاصله مطرح . باشد BCHیک کد  Bفرض کنید : تعریف

  . ودشاز کت نامیده می) Bose(باشد، یک فاصله بوز  با حاصله مطرح  BCHکد 

223فرض کنید : مثال  qn 11223چون .  ,  )(os برابر 23-1، لذا میدان شکافنده ،

  . به صوتر زیر هستند 23در پیمانه  2هاي دوري هم دسته. است 112Fبا 

  
},,,,,,,,,,{

},,,,,,,,,,,{},{

14715192122111720105

12631318918421

5

1





C

CC   
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),,(با معناي باریک  BCHلذا کد  wB   :داراي ماتریس مولد 5با فاصله مطرح  5232

  )()}(),(),({)( xmxmxmxmlcmxg 1321   

),,(است به خصوص،  wB ],[یک کد  5232 1223 توان دید که به آسانی می. دودویی است

),,( wB است بنابراین، در این حالت،  7با کمترین فاصله  23Gهم ارز با کد گلی  5232

  . کمترین فاصله واقعی کد بزرگتر از فاصله مطرح آن است

  

  ) Reed-Soloman(سولومن  -کد رید

-سولومن را معرفی می -هیا رید، معروف به کدBCHهاي در اینجا، دسته خاصی از کد

  . کنیم

در واقع ، به کارگیري این . گیرندت مورد استفاده قرار میها، در عمل به ندراین، کد

، از زمان پرواز NASAکدها، در ترکیب با کدهاي غیر بلوکی، روش استانداردي در 

نی کدها، همچنین در مأموریت هاي فضایی . ، بوده است1977فضاپیماي ویاگر در سال 

  . اندیولیس، مگلان و گالیلو به کار رفته

همچنین این ). باشندمی MDSیعنی (راي بیشترین فاصله ممکن هستند این کد ها، دا

  . کد ها در تصحیح خطاهاي گروهی بسیار مفید هستند

),,,() RS(سولومن  - یک کد رید. 3aتعریف فرض کنید  bwnRR   یک کدBCH و

q -  ،تایی),,,( bwqBq 1  1با طول qn است .  
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برابر  qFیه تایی با تعداد عناصر ناصفر در میدان پا -qسولومن  -طول یک کد رید: نکته

1است چون  qn 19اي هاي چند جملهو چون ریشهx دقیقا، عناصر ناصفر ،qF 

  . هستند

  : لذا داریم


 

qF

n xxx )(11 19  

)(یک  wبنابراین، اگر  1q امین ریشه اولیه واحد رويqF یعنی یک عضو اوریه (باشدqF

iدر این صورت، ) 
i wxxm )( .سولومن با فاصله مطرح  -نتیجه، یک کد رید  داراي

  . ماتریس مولد است

  )())....()((( obwxwxwxxg sbbb   110  

13اي اولیه از چند جمله wیک ریشه . 7nو لذا  8qفرض کنید : مثال  xx  روي

2F 8، یک عوض اولیهF براي به دست آوردن یککد . دهدرا به ما میRS  می5با بعد ،-

257خواهیم  ))(deg( xg در این حالت، داریم :  

 3423222 wxwxwxwwxwxwxxg  )())(()(  

  سولومن  -هاي ریدخواص کد

  .هستند MDSکدهاي رید سولومن، -1

1اصله مطرحسولومن با ف -ماتریس مولد یک کد رید ))(deg( xg است .  

1: لذا  nxgnbwnRk ))(deg()),,,(dim(  

  . کند، کمترین فاصله این کد در رابطه زیر صدق میBCHبنابراین، با توجه به کران 

  1 knd   

1اما کران سینگلتون، به صورت  knd  است؛ لذا  
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  1 knd   

),,,(گوید که به ما می bwnR  یک کدMDS  است و همچنین فاصله مطرح با کمترین

  . فاصله برابر است

هستند، علاوه ) MDS(فاصله مطرح . ا بیشترینسولومن، کدهاي ب -کدهاي رید: قضیه

  . سولومن برابر با کمترین فاصله آن است -بر این، کمترین فاصله یک کد رید

-1تایی با طول -qداراي بیشترین فاصله ممکن درمیان تمامی کدهاي  RSلذا، کدهاي 

n=q  1و بعد nk هستند .  

  

  : دوگا یک کد رید سولومن -2

براي نمونه، . دیگر نشود BCHممکن است یک کد  BCHدر حالت کلی دوگان یک کد 

252فرض کنید   nq   . به صورت زیر هستند nدر پیمانه  qهم دسته هاي دوري . ,

  
},,,{

},,,,,,,,,,,,,,,,,,,{},{

1520105

131922111189172123241263147168421

5

1





C

CC   

),,(فرض کنید  wBB 1252 کد ،BCH  با یک صفر تعریف شدهw  باشد، کد دوگانB 

 Bاست و لذا Bعناصر ناصفر ) reciprpcals(داراي صفرهایی یکسان باعناصر متقابل 

  . داراي صفر هاي زیر است

  },,,,{},,,,{ 10515201520105 wwwwwwwwww    

سولومن قضیه زیر را  -از طرف دیگر، براي کدهاي رید. نیست BCHیک کد  Bلذا 

  ). اثبات به صورت تمرین: (داریم

  . سولومن است -سولومن، یک کد رید -دوگان یک کد رید: قضیه
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  گسترش یک کد رید سولومن 

),,(یک Cکه اگر  کنیمبا توجه به مطالب قبل، یادآوري می dmn  کدq-  ،تایی باشد

به هر کد کلمه، nCیک بیت توازن کلی با اضافه کردن Ĉآنگاه کد گسترش یافته 

1 nCCC ... شودکد رابطه زیر صدق کند، حاصل می .  



n

k
kC



  

)ˆ,ˆ,ˆ(یک  Ĉاگر  dmn کد باشد، آنگاه :  

  1d یاddmMnn  ˆ,ˆ,ˆ 1  

سولومن، کمترین فاصله کد گسترش یافته از  -از طرف دیرگ، در مودر کدهاي رید

  . کمترین فاصله کد اصلی

],,[یک کد رید سولومن  Cقضیه فرض کنید  dkn اي مولد زیر باشدبا چند جمله .  

  ))...()(()( 12  dwxwxwxxg  

],,[، یک Ĉدر این صورت، کد گسترش یافته  11  dkn کد است .  

1فرض کنید : اثبات
11


 n

n xcxccxc ...)(   یک کد کلمه درC  با وزنd با  .باشد

n، داریم xc)(گسترش 
n

n
n xcxCxccxC  


1
11 ...)(ˆ

جایی که ، :  

  





1

1
n

i
icc



)(  

ˆ)(خواهیم نشان دهیم وزن حال می xC  1برابر باd  است کهاین رابطه درست است که

)()()(، است داریم Cاي مولد چند جمله xg)(چون  1c)(اگر و تنها اگر  xgxpxC  

)()()(، بنابراین xp)(اي به ازاي یک چندجمله 111 gpC  ،به وضوح)(1g انگاه چند ،

),()()()(اي جمله xgxxgxC 11  بنابراین، . کندرا عاد می)(xC  کد دوري تولید شده در
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)())()()...((توسط  12
1 1  dwxwxwxxxg  که شاملd  ،صفر متوالیwwd ,...,1 

خواهد  1dداراي وزن حداقل  BCH ،)(xcگیرد و لذا با استفاده از کران است، قرار می

لذا . است، در تناقض است dداراي وزن  xc)(اما این مطلب، با این واقعیت که . بود

)(1p شودو اثبات در اینجا کامل می .  

  تایی  m2به دست آوردن یک کد دوتایی کد 

اما، اگر . بزرگ در برخی مواقع ممکن است قابل پیاده سازي نباشد qتایی با  - qیک کد 

mq 2 ) براي مقداريm( آنگاه یک ،],[ kn  کدq- توان به یک تایی را می],[ mkmn

  . کد دوتایی، با یک روش قابل فهم، تبدیل کرد

},...,{فرض کنید  m1  یک پایه مرتب برايmf2  2رويF براي هر عضو . اشدبmF2 

mmaaa:، داریمaمانند   maaرشته  aتوان به و لذا می  11... این . را نسبت داد 1...

  : توان به صورتتخصیص را می

  
mii CCa ...

1
  

CCتوان به هر آنگاه، می  رشته ،)...)...(...)(...( nmnmm CCCCCCC 1221111 با طولmn 

 Cکد ) پرانتزها، تنها به منظور سادگی در خواندن گذاشته شده اند. (را نسبت داد

  . خواهد بود mnی با طول هایی، یک کد دوتایشامل چنین رشته

mkkmCCبا اندازه  2Fیک فضاي برداري روي  Cعلاوه بر این،  22    . است ||||)(

baسرانجام اگر . است mkداریا بعد  2Fروي  Cبنابراین،    و  

  mm bbbaaa ....,... 11   
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ii، داریم iآنگاه، براي حداقل یک  ba   و لذا کمترین، فاصلهC حداقل برابر با ،d 

  . مطالب فوق، در قضیه زیر خلاصه شده اند. است

],,[یک  Cفرض کنید : قضیه dkn کدm2  تایی باشد، فرض کنید},...,{ m1  یک

، تولید شده به وسیله جایگذاري هر سبمل Cکه . باشد 2Fروي  mF2پایه مرتب براي 

کد   iiaa  در هر کد کلمه ازC  با رشتهm -  تایی متناظر با آنmi aa ، یک ...,

],,[  dkn کد دوتایی است، جایی که :  

  ddmkkmnn   ,,,  

تایی  mبا رشته  Cسمبل کد کلمه در علاوه بر این علاوه بر جایگذاري هر جایگذاري هر

تایی به mتوانیم یک سمبل بررسی توازن به هر کد کلمه از این رشته متناظر با آن، می

  : صورت زیر اضافه کنیم

  )...)...(...)(,...( nnmnm xccxCcmsCCC 122211111  

جایی که  iimi xCC niبراي ( 1... 1 (  

: هاي زیر خواهد بودحاصل داراي پارامتر Cکه 

 ddmkknmn 21   ,,)(  

ddبراي مشاهده این مطلب که  2بینیم که حداقل ، میd  هاي ریشهتا ازm تایی اصلی

. باشد 1ها داراي وزن اما اگر یکی از این رشته. باید ناصفر باشند Cدر هر کد کلمه از 

به عبارت دیگر، . دهندافزایش می 2را به « آنگاه اضافه نمودن یک بیست توازن، وزن ا

1وزن هر رشته  m  است و لذا وزن هر کد کلمه از  2تایی ناصفر حداقل باربر باC 

  : به صورت زیر است Cتوه دارید که نرخ . استd2حداقل 
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  )(
)(

)( CR
m

m

nm

mk
CR

11 



  

از . ، زیاد کوچک نیستCهاي به اندازه کافی بزرگ، نسبت به نرخ اصلی کدmکه براي 

. بیشتر است Cطرف دیگر کمترین فاصله کد جدید، حداقل دوبار از کمترین فاصله 

به قدرت تصحیح کد مهمی توانتیم بنابراین، با به کاریگري یک روش نسبتاً ساده، می

Cیک کد دوري باشد، آنگاه کد هاي  Cباید این نکته را ذکر کنیم که اگر . دست یابیم

هاي تواند به انتخاب پایهمی Cهمچنین کمترین فاصله کد . لزوما دوري نیستند Cو 

mF2  2رويF وابسته باشد .  

432مثال فرض کنید   qnk 12اي ، چند جمله,,  xxاي اولیه ، یک چند جمله

اي باشد، آنگاه داریم یک ریشه از این چندجمله wبنابراین، اگر . است 2Fروي  4Fبراي 

},,,{ 2
4 1 wwF   

],,[یک کد  223  تایی  4رید سولومنC است 1اي مولد با درجه داراي چند جمله .  

wxxgبیایید، فرض کنیم  )( . دراین صورت، کدC به صورت زي راست .  

  }))(deg(|))(({ 1 xpwxxpC  

22به صورت  Cبراي نمونه، کی کد کلمه در  wxwxwx  است که به صورت  ))((

12 رشته w کد کلمه موجود در 16توان دید که تمامی می. توان آن را نشان دادمیC  به

  . هاي زیر هستندصورت رشته

  

22222

22

222

22

11

11111

1011

11

wwwwwwwww

wwwwww

wwwwww

wwww

,,,

,,,

,,,

,,,
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},{که در آن  w1  4یک پایه مرتب برايF  2رويF تحت این پایه، داریم و لذا کد . است

],[   . باشدبه صرت زیر می Cدوتایی  46

  

1111111111111111

1111111111111

11111111111

11111111









,,,

,,,

,,,

,,,

  

  . را مشخص کرد Cتوان کد به طریق مشابه، می

  ) Brst error Corretion(خطاي گروهی تصحیح 

تواند خواص تصحیح خطاي گروهی بسیار خوبی می  Cکد دوتایی گسترش یافته 

 Cخطا باشد، آنگاه کد گسترش یافته  t، تصحیح کننده Cداشته باشد اگر کد اصلی 

11تواند خطاهاي گروهی با طول حداکثر می  mtb زیرا هر خطاي . را تصحیح کند  )(

  .  ، تأثیر بگذاردmرشته به طول  tتواند حداکثر روي بیت یا کمتر می bگروهی با طول 

***  

خواهیم یک کد دوتایی، بر پایه یک کد رید سولومن، بیابیم که فرض کنید می: مثال

  : خواهمیدراین صورت می. یا کمتر را تصحیح کند b=13بتواند خطاهاي گروهی با طول 

  1211311  mtmT )()(  

12حال اگر فرض کنیم   td )آنگاه رابطه فوق معادل با )فرد باشد کمترین فاصله ،

243: رابطه زیر است  md )( .  

12حال، چون   mnd4توانیم ، می=m  9و=d را اختیار کنیم .  

  ).6Fروي (خواهد بود ] 15و7و9[هاي داراي پارامتر Cسولومن  -در این حالت، کد رید
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92860[هاي نیز داراي پارامتر Cکد دوتایی گسترش یافته  ,,[توانیم است و می

  . یا کمتر را توسط آن تصحیح کنیم 13خطاهاي گروهی با طول 

  سولومن  -کدگذاري کدهاي رید

1سولومن باشد، جایی که  -کد رید -]n,k,d[ یک  Cفرض کنید  qn .فرض کنید .

1kaa ... دهیمیک رشته پیام است، قرار می :  





1k

i

i
ixaxa



)(  

را به چند جمله اي  xa)(و پیام 





1n

j

jj xwaxC


البته باید نشاند دهیم . کنیمکد می )()(

)(xC یک کد کلمه درC است، یا به عبارت دیگر باید نشان دهیم :)(...)( 1 dwCwC  

کنیم براي این منظور، فرض می





1n

i

i
i xaxa



)(iak، که در آن به ضرایب اضافی  )(  

  : اند، در نتیجه داریمبرابر با صفر در نر گرفته شده

  )()()( *in
n

j

iji
j wC

n
wC

n
wwa

n
a

111 1
1

 







  

jnwCو لذا  ain  kndjبه خصوص براي  )(  1داریم ، :  

kjnزیرا (   و لذا jna(    jn
i nawC )(  

  .است Cیک کد کلمه از  xC)(دهیم -که نشان می

  سولومن -کد گشایی کدهاي رید

توان آنها هستند، لذا می BCHهاي سولومن، زیر کلامی از کد -از آنجایی که کدهاي رید

در اینجا، روشی براي کد گشایی سولومن . ، کدگشایی کردBCHرا با استفاده از کدهاي 

],,[متأسفانه، این روش، زمانی که . آوریمبر پایه منطق  اکثریت می dkn  کدها، افزایش
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فرض کنید، پیام اصلی به صورت . یابد خیلی عملی نیستمی





1k

i

i
ixaxa



باشد و کد   )(

کلمه متناظر با آن 





1n

i

ii xwaxc


  . روي کانال ارسال شود  )()(

11توان به صورت رشته را می aدر این حالت   kaaaa ...  و کد کلمهC را به صورت :  

  )()...()(... 1
11 1 

  n
n wawaaCCCC   

11در نظر گرفت، حال فرض کنید   nuuuu ...  1کلمه دریافتی و neee ...  بردار خطا

)(صورت، دراین .باشد i
iiii waeceu  و داریم. معلوم است .  

  

1
11

1
1

11

1
12

1
2

22

1
1

111

11






















k
nkn

nn

k
k

k
k

k

awawaee

awawaeu

awwaaeu

aaaeu

))((

)(

...

...

...

...









  

تا  kها برابر با صفر هستند و هر  ieاگر هیچ خطایی در هنگا انتقال رخ ندهد آنگاه تمامی 

1kaaمقدار نا مشخص  kتوانند براي تعیین از این معادلات می ,..., این . به کار روند

. استمعادله، یک ماتریس واندرموند  kمطلب، با توجه به این که ماتریس ضرایب هر 

  . شودنتیجه می

به معادلات  ieبیایید معادلاتی را که در آن . خطا رخ دهد tاز طرف دیگر، فرض کنید 

 n-tمعادله بدو  tبنابراین، . ، به معادلات خوب تعبیر کنیمieبدو معادلاتی را که 

معادله ها از  kاگر ماتمام ي. معادله وب داریم








k

n
زیر دستگاه از معادلات فوق را شامل  

. هاي درست را به دست آوریمia. توانیممی معادلات خوب را حل کنیم، آنگاه میتما

معادله خوب صدق  kتواند در هیچ مجموعه اي از علاوه بر این، یک جواب نادرست نمی
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1تواند حداکثر در کند و لذا این جواب می ktیعنی حداکثر در . معادله صدق کند








 

k

kt 1
گر زیر دستگاه از دستگاه فوق، بنابراین، ا 







 








 

k

kt

k

n 11
آنگاه جواب 

در میان ) magrity solution(حداکثر 








k

n
ها را مشخص  iaجواب مقادیر صحیح  

11اما این رابطه برقرار است اگر و تنها اگر . خواهد کرد  ktt  یعنی، اگر و تنها اگر

tknd 21 .  

  . توان در قضیه زیر خلاصه کردمطالب فوق را می

],,[سولومن  - یک کد رید Cفرض کنید : قضیه dknگشایی با منطق روش کد . باشد

dtتواند حداکثر اکثریت می
2

1
  خطا را در انتقال با هینه، داشتن حل









k

n
دستگاه از  

kkمعادلات با اندازه  تصحیح کند ، .  

  )Quadratic Residue codes(کدهاي باقمانده مربعی 

  . باشد وقرار دهید qFام واحد روي یک ریشه wفرض کنید 

  
i

i
n xmx )(1  

  . اندصورت زیر داده شده به xmi)(اي هاي مینیمال جایی که چند جمله

  },...,{,)()( 1



  d
i

cj

j
i iqiqiCwxxm

i

  

  . باشد qامین همه دسته دوري در پیمانه  iC ،iو 

، کاملاً مشخص Zهاي آن، تواند توسط صفرقبلاً مشاهده کردیم که یک کد دوري می

  : شود، جایی ه

  }:{ ziwZ i   
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، ما زیر BCHدر مودر کدهاي . است qهاي دوري در پیمانه یک اجتماع از هم دسته zو 

ها اعداد صحیح متوالی به صورت زیر ها را اختیار کردیم که در آن توانراي از صفمجموعه

  : بودند

  },...,{ 21  bbbwS i  

هاي دوري که و سپس، مجموعه صفر ها را با در نظر گرفتن اجتماع تمامی هم دسته

121اعداد  ,,...,,  bbb در مورد کدهاي ریدسولومن، . را شامل شوند، به دست آوردیم

نکته اي . هاي آن کد خواهد بودریشه تماي Sهاي دوري تک عضو هستند و لذا هم دسته

اي از کدهاي دوري است که که در ادامه خواهیم به آن اشاره کنیم، نحوه صاخت دسته

  . شودصفرهاي آنها به روش خاصی، ساخته می

  . این کد، ها به کدهاي باقیمانده مربعی معروفند

),(1اگر . یک عدد اول باشد pفرض کنید : تعریف pa  آنگاهa  یک باقیمانده مربعی در

  : وجود داشته باشد به طوري که در آن Xشود، اگر یک نامیده می Pپیمانه 

  )(mod pax 2  

  . نامیممی Pرا یک غیر باقیمانده مربعی در پیمانه aوجود نداشته باشد، آنگاه  Xاگر چنین 

  . ، داراي رشد باشدPاگر پیمانه )Pدر پیمانه(یک باقیمانده مربعی است  aبه عبارت دیگر، 

*},,...,{را که متعلق به مجموعه  Pمجموعه باقیمانده هاي مربعی در پیمانه  121  pZr 

هاي مربعی به همین منوال، مجموعه غیر باقیمانده. شوندنمایش داده می  QRباشند، با 

شود که هر باقیمانده به آسانی دیده می. دهیمنمایش می NQRباشند را با  pZ*که در

  . هم نهشت است QRیک عضو  با Pمربعی در پیمانه 
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: قضیه
2

1


P
QRQR   . به صورت زیر است ,||

  })(,...,,{ 222

2

1
21




p
QR  

},,,,{},,,,{اند، همچنین محاسبه شده Pجایی که اعداد در پیمانه  3594154321 22222 QR  

),(1یک عدد اول باشد و  Pفرض کنید : تعریف pa . نماد لژاندر










a  به صورت زیر

  :تعریف شده است

  اگر 

















NQEa

QRaa

1

1


  

1اعداد اول متمایزي باشند و  q,pاگر ) خواص نماد لژاندر: (قضیه ),(),( pbpa  

    : اهآنگ

  









p

ba
ba

p
)(

2
 )2                     1

1 2
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a

p
 )1  

  

























p
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p

a

p

ab  )4           2

1









pp

a
p

a)3) (محک اویلر  

  11
2 8









p

p
 )6                       1

1 4








 
p

p

p
 )5  

  11
3 12









p

p
 )7     

، یک مانده مربعی pدر پیمانه ) همان باقیمانده مربعی(ضرب دومانده مربعی حاصل: نتیجه

، در )همان باقیمانده مربعی(حاصل ضرب دو نا مانده مربعی . خواهد بود pدیگر در پیمانه 

حاصل ضرب یک مانده مربعی و یک . است P، غیر یک مانده مربعی در پیمانه Pپیمانه 

  . ، یک نامانده مربعی در پیمانه خواهد بودPنامانده مربعی در پیمانه 

QRSاگر : نتیجه  آنگاه ،}|)(mod{ QrrpsRQR   
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2چون : مثال

122

1
11












p

pp

a

pp

a
22بینیم می )())(()()( ax

p
 ي یک جواب دارا

2aPاست اگر و تنها اگر 
p
  1داراي یک جواب استو تنها اگر

p
P .  

152هم نهشتی : مثال
p

x  داریم. را در نظر بگیرید :  

  1
19

1

19

2

19

1

19

4

19

15 2 








 )())(()()(  

119زیرا 
4
 .بنابراین، این همنشهشتی داراي جوابی نیست .  

  کدهاي باقیمانده مربعی

ا براي توان تعریف راما، به آسانی می. کنیمدر اینجا، تنها روي حالت دوتایی تأکید می

دانیم می. حالت غیر دودویی نیز تعمیم داد
2

1


p
NQRQR یک   ,QRNQRو لذا   ||||

},,...,{افزار  121 p حال، فرض کنید . هاي با اندازه یکسان هستندبه بلوكw  یک ریشه

  . باشد qFام واحد روي Pاولیه 

},,,...,{ام واحد به صورت مجموعه Pهاي بنابراین، ریشه 121 pwww هستند .  

}|{توان دید در اینجا می QRiwZ i  هاي یک کد دوري یک مجموعه کامل از ریشهq - 

 QRبراي مشاهده این مطلب، کافی است نشان دهیم ). qبراي یک عدد اول(تایی هستند 

  . یعنی باید داشته باشیم. است qهاي دوري در پیمانه اجتماعی ازهمدسته

  QRiqiqiCQRi d
i   },...,,{ 1  

QRiاما طبق فضاي قبل   اگر و تنها اگر ،QRiq  اگر و تنها اگر ،QRq . بنابراینq 

  . در این حالت. باشد Pمربعی در پیمانه باید یک عدد اول باقیمانده 

   
 


QRr NQRu

ur wxxnwxxq )()(),()(  
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  :  خواهند بود و لذا qFداراي ضرایبی در 

  )()()( xnxqxx p 11   

  . توانیم کدهاي باقیمانده مربعی را تعریف کنیمحال، می

 pیک عدد اول باقیانده مربعی در پیمانه  qیک عدد فرد اول باشد و  Pفرض کنید : تعریف

  . باشد

  تایی  - qکدهاي دوري 

  




)()()()()(

)()((,)()(

xnxpNxnpN

xqxpQxqpQ

1

10
  

، در pبا طول  



1p

q
p

x

xF
R

][
  . شود، کد هاي باقیمانده مربعی نامیده می 

یک  q=2هاي باقیمانده مربعی دودویی کار خواهیم کرد، نیاز داریم تا چون ما تنها با کد

یک عدد اول به  Pکنیم باشد و لذا از این جا به بعد، فرض می Pمانده مربعی در پیمانه 

18شکل  m واضح است که. باشد :  

  )()(,)()( pNpNpQpQ   

)(در واقع،  pQ اي از جموعهزیر م)( pQ شامل تمامی کد کلمات با وزن زوج در)( pQ 

),()(است؛ به طور مشابه، این مطلب را در مورد  pNpN از طرف دیگر داریم. داریم :  

  

2

1

2

1







p
NQRpxnppN

P
QRpxqppQ

||))(deg())(dim(

||))(deg())(dim(

  

NQRNبراي مشاهده این مطلب، فرض کنید . هم ارز هستند N(p)و  G(p)کدهاي    و

هاي مختصات کد به صورت جایگشت مکان 
7

)(mod)( pVi i را در نظر بگیرید .  
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 1pxو سپس کاهش در پیمانه  vبه جاي  7xتواند با جایگذاريمی 7توجه دارید که 

))()(())(())((  : به دست آید؛ جایی که علاوه بر آن xgxfxgxf vv 7  

دهیم کند، قرار میتصویر می N(p)را به   7  ،Q(p)براي مشاهده این مطلب که 

))(()( xqxp 7  در این صورت)()()())(()( 177
7  



p

QRr

r xkodwxxqxqxp  

  : وجود دارد که در آن a(x)اي و لذا یک چند جمله

  ))(()()( 17  


p

QRr

r xxawxxp  

گیریم که امانده مربعی، یک مانده مربعی است، نتیجه میاز آنجایی که حاصل ضرب دو ن

  : لذا. است QRدر  uvبراي هر 

   


))(()()( 1upuruv

QRr

u wwawwwP  

uwxxpدر نتیجه،  ),( کندرا عاد می) . براي تمامیNQRu ( و لذا)(|)( xpxn . بنابراین

)(xn  نیز)(xp 1را در پیمانهpx کند؛ که در نتیجهعاد می :  

  )()()mod()())(( pnxnxxqpQ p  17
7  

)(,)(یک به یک بوده و  7اما، چون  pQpN  داراي اندازه یکسان هستند، داریم

)())(( pNpq 7 لذا و)(),( pNpQ توان در قضیه زیر مطالب فوق ار می. هم ارز هستند

  . خلاصه کرد

  . ، داریمpبراي کدهاي باقیمانده مربعی به طول : قضیه

  

2

1

2

1







p
pNpq

p
PNpQ

))(dim())(dim(

))(dim())(dim(
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)(,)(علاوه بر این، کدهاي  pQpN همچنین کدهاي . هم ارز هستند)(,)( pQpN  هم

  . باشندارز می

)(,)(دهد که کدهاي مثال بعد، نشان می pQpN توانند با جایگزینی یک ریشه میp - ام

  با ریشه دیگر به دست آینده  wاولیه واحد 

},,,{},,{: در این صورت. 7pفرض کنید : مثال 653241  NQRQR  

  . باشد، آنگاه 2Fیک ریشه هفتم اولیه، واحد روي  wبنابراین، اگر 

  
1

1

23653

342





xxwxwxwxxn

xxwxwxwxxQ

))()(()(

))()(()(
  

بنابراین،  17 3 xxQ ))]((,,[، کد همینگ )( 34732H توجه داشته باشید . است

  . مشخص شود wتواند به صورت یک کد دوري با صفر می 32H)(که 

به طور مشابه، کد  17 23 xxN نیز یک  3wکه ( است  3w، کد دوري با صفر )(

  . نیز دوري است 32H)(و لذا کد همینگ ) ام اولیه واحد است7ریشه 

  هاي گلی به عنوان کد هاي باقیمانده مربعی و کد

به عوامل تحویل ناپذیر . (را تجزیه کرد 1nxتوان قبلا مشاهده کردیم که چگونه می

  . ن روشنبا به کارگیري ای). xFq][روي 

  ))()(( 1111 2456101156791123  xxxxxxxxxxxxxx  

123تجزیه  x  2به عوامل تحویل ناپذیري رويF  یک مانده مربعی در  2حال چون . است

)()()(  : پیمانه است، لذا xnxqxx 1123   

  . خواهد بود 23Q)(هم ارز با کد باقیمانده مربعی  23Gبنابراین، کد گلی 

  : داریم 3Fبه روش مشابه، روي 
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  ))()(( 1111 235234511  xxxxxxxxxx  

است،  11در پیمانه یک مانده مربعی  3جایی که عوامل فوق، تحویل ناپذیر بوده و چون 

  . است 11Q)(هم ارز با یک کد باقیمانده مربع سه تایی  11Gگیریم که نتیجه می

  )The Square root bound(کران ریشه مربعی 

به نظر . خواهیم درباره کمترین فاصله یک کد باقیمانده مربعی مطالبی را بدانیمحال، می

در . د باقیمانده مربعی، فرد استرسد که با توجه به مطالب قبل، کمترین فاصله یک کمی

متأسفانه، این کران اغلب . اینجا، نتیجه زیر را داریم که به کران ریشه مربعی معروف است

  . خیلی خوب نیست

),()(از کدهاي دوتایی  d، مترین فاصله )کران ریشه مربعی: (قضیه pQpN  در رابطه

pd 2 18. علاوه بر این اگر. کندصدق می  mp آنگاه :  

  pdd  12  

NQRuاگر توان دید که می   آنگاه)mod()()( 1 pu xxcxC  یک کلمه با وزن مینیمم

d  در)(PN ايبنابراین، چند جمله. است  

)mod()]()([)mod(])()([)( 11  pup xxcxcxxcxcxP  

 ****************  

  121
1

1 



 p

p

xxx
x

x
xnxq ...)()(  

)(در واقع، ازاین که  pQ شودداراي کمترین وزن فرد است؛ نتیجه می :    

  oxp )(  به طور خلاصهp(x)  ناصفر است، بر)()( xnxq  بخش پذیر است و داراي

)()(کالر ناصفري از باید مضرب اس p(x)است و لذا  P-1درجه حداکثر  xnxq باشد .  

www.Prozhe.com



 165

)()(در نتیجه،  uxCxC  داراي وزن حداقلp اما . است)(),( xcxc u  دارايd  جمله ناصفر

لذا  . جمله ناصفر باشد 2dتواند داراي بیشتر از هستند و لذا این حاصل ضرب نمی

pd 2 .  

18اگر   mp آنگاه ،)()( 1xCxC  2داراي حداکثرd  جمله ناصفر است کهd  جمله آن

iبه صورت 
ii

i axxa  بنابراین همه این جملات به یک جمله . باشداست که ثابت می

)()(تبدیل شده و  1xcxC  12داراي وزن حداکثر  dd خواهد بود که در نتیجه :  

  pdd  12  

هستند که  dداراي کمترین فاصله  7pکدهاي باقیمانده مربعی دوتایی با طول : مثال

712در رابطه   dd  3لذا . کندصدق میd  آنچنان که قبلا مشاهده کردیم، کد

],[باقیمانده مربعی    . است d=3راي کمترین فاصله دا 47

هاي مربوط به کدهاي مانده دوتایی را به همراه کران هاي توجه جدول زیر، برخی پارامتر

  . لیست کرده است) از قضیه قبل(پائینی کمترین فاصله 

 d  d  k pکران پایین روي 

3  3  4  7  

4  5  9  17  

6  7  12  23  

6  7  16  31  

6  9  21  41  

8  11  24  47  

9  11  36  71  

9  13  37  73  

10  15  40  79  
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9  17  45  89  

9  15  49  97  

11  19  52  103  

12  19  67  127  

13  19  76  151  
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