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  آمار و احتمالات 
 

 دکتر هنگامه محمّدی نژاد
 

امین دانشی گردآوردنده :  
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 به نام یزدان دانا و توانا
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  ... دکتر هنگامه محمّدی نژاداستاد مهربونم،  تقدیم به
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های عددیمشخّصه  

 

های پراکندگیمشخّصه  

 

های مرکزیمشخّصه  

 

 

فصل اوّل 

های عددیمشخّصه

 دامنه تغییرات

 

 انحراف چارکی

 

واریانس و انحراف معیار  

 

 ضریب تغییرات

 

 

هاصدک  

 

هاچارک  

 

هادهک  

 
 

 میانگین

 

 نما )مُد(

 

 میانه

 

 

 میانگین حسابی

 

 میانگین هندسی

 

 میانگین هارمونی )همساز(
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ا هصهکنند. این مشخّ اعدادی هستند که صفت متغیرّ را بصورت خلاصه و اجمال توصیف میهای عددی مشخّصه

 وجود دارند. پراکندگیو  مرکزی به دو نوع

 های مرکزی :صهمشخّ

 شوند :نوع تقسیم می 3دهند و به ها را نشان میاعدادی هستند که مرکز توزیع داده

 میانگین .1

 د(نما )مُ .0

 میانه .3

 نوع متغیّرها انواع مختلفی دارد. بهمهمترین معیار مرکزی است و با توجه  میانگین :. 1

 شود.تعریف می μو در جامعه با  x میانگین حسابی است که در نمونه با نوع میانگین،مهمترین  الف ( میانگین حسابی :

 

 

x  =  
   

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

i = 1 

n
 

∑ x i 

n
 

i = 1 

∑ x i 

N
 

 

N
 

μ 

 

= 
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 میانگین حسابی را محاسبه کنید : مثال :

 1.                                                                                                          5  ,3  ,6  ,0 =  

 

 

 0.  

 

 

 

 

 

 

 

 حدود طبقات  

0 6 2 - 4 

6 3 9 - 6  

10 0 14 - 9  

16 5 19 - 16  

 15  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

6 1 

4 0 

5 3 

16  

x i = 
61 

= 4 
4 

 

μ 

 

x i f i 

= 
 (3 × 1  ( + )2 × 4  ( + )6 × 5 )  

= 60/2  
65 

 

μ 

 

 فراوانی

f i m i 

 = نماینده طبقه
 کران بالای طبقه + کران پایین طبقه

2 
 

= 
 (61 × 1  ( + )62 × 2  ( + )1 × 3  ( + )2 × 5  )  

= 8/ 9  
61 

 

μ 

 

3.  
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 رود؛ مشروطبکار می هاها، درصدها و شاخصی نسبی مانند نسبتهاط اندازهبرای محاسبه متوسّ  ب ( میانگین هندسی :

گیری صورت و مخرج نسبت بر آنکه در محاسبه رشد و نسبت، هر مرحله نسبت به مرحله قبل سنجیده شود و واحد اندازه

 شود :دهند و بصورت زیر محاسبه مینشان می Gیا    یا              نیز یکی باشد. میانگین هندسی را با

 

 

 

 

 

ط رشد تولید چقدر سال قبل بوده است. متوسّ برابر 6و  3،  0 بسال به ترتی 3انه طی تولید یک کارخ مثال :

 است؟

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

μ G 
x G 

x 1  .  x 2  …  x n 

 

 

 

G  = 

 

 

n 

 

 

هاست پس از چون بحث نسبت

یم.کنمیانگین هندسی استفاده می  

5    .3    .2  

 

 

 

G  = 

 

 

3 

 

 

33 

 

 

 

= 

 

 

3 

 

 

06/3  =  
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رود که دارای مقیاس ترکیبی مانند دور بر هایی بکار میط دادهبرای پیدا کردن متوسّ ج ( میانگین هارمونی )همساز( :

گیری متفاوت باشند؛ ها دارای واحدهای اندازهو بطور کلی صورت و مخرج نسبت ساعت، دور بر ثانیه، کیلومتر بر ساعت

دهند و نشان می  Hیا        یا         ها مساوی باشند. میانگین همساز را بامشروط بر اینکه مقادیر صورت این نسبت

 شود :بصورت زیر محاسبه می

  

 

 

 

 

 

ط تحویل این کند. متوسّدقیقه آماده می 4در عرض  Bدقیقه و ماشین  0ای را در عرض عهقط Aماشین   مثال :

 قطعه چقدر است؟

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n 

1 
 

   

X i 
 

   

2 
6 + 2 

4  

μ H 
x H 

i = 1  

∑ 

H  = 

 

 

n
 

  =  

 

 

2 

 3  

4  
 

 

  =  

 

 

8 

3 
 

 

  =  

 

 

2 
6 

+ 
6 

4 2  
 

H  = 
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دهند نشان می 2Mمتغیّری است که دارای بیشترین تکرار )فراوانی مطلق یا نسبی( است. مدُ را با  نما ) مُد ( :. 2

ها ممکن است مدُ وجود نداشته باشد و یک مدُ یا بیش از یک مدُ وجود داشته باشد. در دهو در یک مجموعه از دا

 کنند :ی زیر استفاده میهای پیوسته برای محاسبه مدُ از رابطهمجمومه داده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

× L 
1+  if - if+    1 - if - if  

 

M2 = L - i +  

 

 

1 - if - if  

 

 

 فراوانی طبقه مُد
 

 

مُد قبل از فراوانی طبقه  
 

 

مُد بعد از فراوانی طبقه  
 

 

بالا تا پایینتفاضل کران  : عرض طبقه  
 

 

ای که دارای بیشترین فراوانی مطلق طبقه

 یا نسبی است طبقهی مُد نام دارد.
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 مُد را محاسبه کنید : مثال :

1                    .                   2 = 2M                                                     3  ,5  ,6  ,0  ,0  ,1 : X 

 2M                                                    E  ,D  ,C  ,B  ,A : Y = نداریم                                     

                                     C و A = 2M                              F  ,E  ,C  ,A  ,D  ,C  ,B  ,A : Z 

 2M                                     C C C  ,B B B  ,A A A : T = نداریم                                       

 

 0.  

 

                                            2 = 2M 

 

 

 حدود طبقات  کران طبقات

6/5 - 6/3  3 5 - 4  

6/9 - 6/5  8 9 - 6  

6/10 - 6/9  0 10 - 12  

6/16 - 6/10  6 16 - 13  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

6 1 

9 0 

4 3 

3 4 

x i f i 

f i 

3.  

 

 

× 3 
 (2 - 8  )+  (3 - 8 ) 

 

M2 = 1/5 + 

 

 

3 - 8 
 

 

 

 

× 3 = 80/7  
1  +5 

 

M2 = 1/5 + 

 

 

5 
 

 

 چون فراوانی بیشتری دارد.

 چون فراوانی بیشتری دارد.



8 

 

نمایش  dMگیرد میانه نام دارد و با ها بصورت صعودی مرتبّ شوند، عددی که در وسط قرار میاگر داده میانه :. 3

ها زوج اگر تعداد داده دهد.میانه را نشان میامُین عدد،              ها فرد باشد، عدد  گر تعداد دادهشود. اداده می

 دهد.را نشان می نهی وسط، میاباشد، میانگین دو داده

 

 

 های زیر میانه را بیابید :در داده مثال :

1 .                                                                                    2  ,13  ,1  ,8  ,4  ,1-  ,3  ,6  ,0 : X 

                                                                                            63  ,8  ,5  ,4  ,3  ,2  ,6  ,3  ,6- : X 

 

 

 

                                                                                            14  ,6  ,0  ,6-  ,3  ,9  ,6  ,1 : Y 

                                                                                               64  ,9  ,1  ,5  ,3  ,2  ,6  ,5- : Y 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

 

1 + n 
 

 

3 = dM 

 

 

= 
5  +3  

= 4 
2 

 

dM 
 

 

= dM 
 

 

2 

 

6 + n 
 

 
2 

 

6 + 9 
 

 

=  
 

 

=  
 

 

2 

 

63 
 

 

5 =  

 

 

 پنجمین داده
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 0.  

 

 

 

 

 

 

 

3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

0 0 1 

6 6 0 

15 9 3 

02 4 4 

05 5 6 

 05  

 حدود طبقات  

4 4 5 - 4  

11 6 9 - 6  

14 3 10 - 12  

19 6 16 - 13  

 19  

x i f i F i 

ود.شوانی نسبی ماقبل خود جمع میبا فرا فراوانی تجمّعی :  

 بزرگتر یا مساوی باشد، میانه است.             اوّلین متغیرّی که فراوانی تجمّعی آن از  *
0 

 

1 + n 
 

 

6  +21  
= 

21 
= 5/03  

2 2 
 

3 = dM 

 

 

بزرگتر است، میانه است. 5/03از  00چون   

f i F i 

 ای است که فراوانی تجمّعی آن از         بزرگتر و مساوی باشد.طبقه میانه، اولّین طبقه *

0 

 

n 
 

 

69 
= 5/9  

2 
 

بزرگتر است پس  5/9از  00چون 

 این طبقه، طبقه میانه است.

 

 

× L 
 mf 

 

Md  = L - mt +  

 

 

 cF -   

 

 

تفاضل کران بالا تا پایین : عرض طبقه  
 

 

میانه قبل از فراوانی طبقه  
 

 

انهمی طبقه ن پایینکرا  
 

 

میانه فراوانی طبقه  
 

 

0 

 

n 
 

 

 

× 2 
1 

 

Md  =  1 + 

 

 

4 - 5/9 
 

 

8 / 5 =  
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 های پراکندگی :مشخصه

 و مهمترین آنها عبارتند از :کنند گیری میاعدادی هستند که پراکندگی صفت متغیرّ را در جامعه اندازه

 دامنه تغییرات .1

 انحراف چارکی .0

 واریانس و انحراف معیار .3

 ضریب تغییرات .4

 شود.نمایش داده می Rاختلاف بزگترین داده و کوچکترین داده است و با  . دامنه تغییرات :1

                                                 { i x } Min - { i x } Max = R 

 

 

 دامنه تغییرات را بیابید : مثال :

      3  ,0  ,5  ,6  ,1-  : X 

     7 = ( 6- ) - 1 = R 
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 ها را معرّفی کنیم.ها و چارکها، دهکی انحراف چارکی لازم است صدکبرای محاسبه. انحراف چارکی : 2

عددی بین صفر تا صد  Pکنند و اگر ها را به صد قسمت مساوی تقسیم میاعدادی هستند که داده ها :صدک

ها از آن داده P% - 1ها از آن کمتر و داده %Pدهند و عددی است که نمایش می PHامُ را با  Pباشد، صدک 

 را محاسبه می               کنیم، عدد ها را بصورت صعودی مرتبّ می، دادهPHبیشتر است. برای بدست آوردن 

است و اگر یک عدد غیر صحیح  PHاُمین داده برابر  rباشد، آنگاه  rبا یک عدد صحیح مثل  کنیم؛ اگر این عدد برابر

 آید :ی زیر بدست میاز رابطه PHگیریم، آنگاه درنظر می wو قسمت اعشار آن را  rباشد، قسمت صحیح آن را 

    1 +r  x  .w  +r x  .( w - 1 ) = PH 

 باشد.اُمین داده مرتّب می r x ، rکه در آن 

 

 

 امُ را بدست آورید : 43صدک  مثال :

 10 ,6  ,5  ,15  ,6  ,3  ,1-  ,9  ,4  ,1  ,4  ,0 : X 

   61  ,62  ,9  ,1  ,1  ,5  ,4  ,4  ,3  ,2  ,6  ,6- : X 

 

 

 

    1 +r  x  .w  +r x  .( w - 6 )             

    1 x × 59/3  +5 x × ( 59/3 - 6 )             

    4 × 59/3  +4 × 46/3             

 

122 

 

P (1 + n ) 
 

 

066 
 

P ( 0 + n ) 
 

 

  =  

 

 

H 43  =   

 

633 
 

43 ( 6 + 62 ) 
 

 

  =  

 

 

633 
 

43  ×63 
 

 

  = 59/5  

 

 
w 

 

r 

 

H 43  =   

 
H 43  =   

 H 43  =   

 

= 4    
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قسمت مساوی  4ها را به ها را بصورت صعودی مرتبّ کنیم و دادهاعدادی هستند که چنانچه داده ها :چارک

است. ها بیشتر از آن      ها کمتر و ها از آنداده      ( اعدادی هستند که 1Qتقسیم کنیم، آنگاه چارک اولّ )

ها بیشتر از آن   ها کمتر و    ها از آنداده     ( اعدادی هستند که 0Qچارک دومّ ) ، 06H = 1Qواضح است که 

ها کمتر و         از ها از آن( اعدادی هستند که       داده3Qو چارک سوّم ) dM = 62H = 0Qاست. واضح است که 

 .66H = 3Qها بیشتر است. واضح است که آن

 

 

 های زیر چارک اولّ و سومّ را محاسبه کنید.در داده مثال :

16  ,9  ,13  ,8  ,4  ,1-  ,6  ,0 : X 

61  ,63  ,9  ,8  ,5  ,4  ,2  ,6- : X 

 

 

    1 +r  x  .w  +r x  .( w - 6 )             

    3 x × 25/3  +2 x × ( 25/3 - 6 )             

    4 × 25/3  +2 × 15/3             

 

 

 

    1 +r  x  .w  +r x  .( w - 6 )             

    1 x × 15/3  +1 x × ( 15/3 - 6 )             

  63 × 15/3  +9 × 25/3             

4 

 

1 
 

 
4 

 

3 
 

 
4 

 

0 
 

 
4 

 

0 
 

 
4 

 

3 
 

 
4 

 

1 
 

 

066 
 

P ( 0 + n ) 
 

 

  =  

 

 

Q 0  =   

 

633 
 

25 ( 6 + 8 ) 
 

 

  =  

 

 

633 
 

25  ×9 
 

 

  = 52/2  

 

 

Q 0  =   

 
Q 0  =   

 Q 0  =   

 

= 5/2    

 

066 
 

P ( 0 + n ) 
 

 

  =  

 

 

Q 3  =   

 

633 
 

15 ( 6 + 8 ) 
 

 

  =  

 

 

633 
 

15  ×9 
 

 

  = 25/0  

 

 
Q 3  =   

 
Q 3  =   

 Q 3  =   

 

= 02    
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قسمت مساوی  12به ها را ها را بصورت صعودی مرتّب کنیم و دادهاعدادی هستند که چنانچه داده ها :کده

ها بیشتر است. ها کمتر و       از آنها از آنداده      ( اعدادی هستند که  1Dتقسیم کنیم، آنگاه دهک اولّ )

ها بیشتر از آن        ها کمتر وها از آنداده         ( اعدادی هستند که6D) پنجمدهک  و 12H = 1Dواضح است که 

 . dM = 62H = 6Dاست. واضح است که 

 

 

 های زیر دهک هفتم را محاسبه کنید.در داده مثال :

8  ,4  ,1-  ,9  ,5  ,2  ,1  ,6  ,0 : X 

9  ,8  ,1  ,5  ,4  ,2  ,6  ,3  ,6- : X 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12 

 

1 
 

 
12 

 

9 
 

 
12 

 

6 
 

 
12 

 

6 
 

 

066 
 

P ( 0 + n ) 
 

 

  =  

 

 

D 7  =   

 

633 
 

13 ( 6 + 9 ) 
 

 

  =  

 

 

633 
 

13  ×63 
 

 

  = 7 

 

 
D 7  = 0  

 



14 

 

 صدک چهل و پنجم، چارک سومّ و دهک سوّم را محاسبه کنید. مثال :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

    1 +r  x  .w  +r x  .( w - 6 )             

    65 x × 1/3  +64 x × ( 1/3 - 6 )             

    3 × 1/3  +2 × 3/3             

 

 

 

 

 

   

2 0 2 

1 6 1 

64 6 0 

23 9 3 

21 3 4 

34 8 6 

38 4 5 

48 12 6 

 48  

x i f i F i 

066 
 

P ( 0 + n ) 
 

 

  =  

 

 

D 3  =   

 

633 
 

33 ( 6 + 48 ) 
 

 

  =  

 

 

633 
 

33  ×49 
 

 

  = 7/04  

 

 
D 3  =   

 
D 3  =   

 D 3  =   

 

= 7/2    

 

066 
 

P ( 0 + n ) 
 

 

  =  

 

 

Q 3  =   

 

633 
 

15 ( 6 + 48 ) 
 

 

  =  

 

 

633 
 

15  ×49 
 

 

  = 75/30  

 

 
Q 3  = 0  
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066 
 

P ( 0 + n ) 
 

 

  =  

 

 

H 45  =   

 

633 
 

45 ( 6 + 48 ) 
 

 

  =  

 

 

633 
 

45  ×49 
 

 

  = 5/22  

 

 
H 45  = 3  
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باشند. واریانس ترین معیارهای پراکندگی در آمار، واریانس و انحراف معیار میمهم:  معیارانحراف و واریانس . 3

 : شوددهند و بصورت زیر محاسبه مینمایش می S 0و در نمونه با  σ 0با را در جامعه 

 

 

   

   

 

 

   

   

 کنند :ای را بصورت زیر تعریف میواریانس نمونه *

 

 

 

   

 

 

 دهند.نمایش می Sو در نمونه با  σگویند که در جامعه با جذر مثبت واریانس را انحراف معیار می *

 : شودمیی زیر استفاده ی واریانس از رابطههای گسسته دارای فراوانی باشد، برای محاسبهاگر داده *

 

 

   

 

 

 

    

i = 1 

N
 

∑   ( x i - 𝜇 ) 0
 

N
 

= 0 σ  

i = 1 

∑   ( x i - x  ) 0
 

1 - n 
S 0  =  

n
 

i = 1 

∑    x i   -  

1 - n 
S 0  =  

n
 

∑ 

n
 

i = 1 

x i 

n 

) ( 
0

 

0
 

i = 1 

∑  f  i ( x i - x  ) 0
 

1 - n 
S 0  =  

n
 

i = 1 

∑   f  i . x i - 

1 - n 
S 0  =  

n
 

∑ 

n
 

i = 1 

f  i  . x i 

n 

) ( 
0

 

0
 

 یا



16 

 

ی ی زیر برای محاسبهاز رابطه i fو فراوانی  i mی طبقات ی با نمایندهبندی شدهی طبقههای پیوستهدر داده *

 : شودواریانس استفاده می

  

 

   

 

 

 

   
 

 

 

 های زیر واریانس و انحراف معیار را بدست آورید :در هر یک از داده مثال :

1 . 4  ,1  ,6  ,0 : X 

 

 

 

   

 

 

 

   

 

 

  

   

 

i = 1 

∑  f  i ( m i - x  ) 0
 

1 - n 
S 0  =  

n
 

i = 1 

∑   f  i . m i - 

1 - n 
S 0  =  

n
 

∑ 

n
 

i = 1 

f  i . m i 

n 

) ( 
0

 

0
 

 یا

i = 1 

∑    x i   -  

1 - n 
S 0  =  

n
 

∑ 

n
 

i = 1 

x i 

n 

) ( 
0

 

0
 

6 - 4 
S 0  =  

 (4 + 6 + 5 + 2 )  

4 
 

61 + 6 + 25 + 4 -  

2
 

3 
S 0  =  

644 

4 
 

41 -  

= 3/3    

 



18 

 

0. 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

   

 

 

 

   

   

 

  

   

 

 

 

 

 

 

  

6 1 

4 0 

1 3 

63  

x i f i 

i = 1 

∑   f  i . x i - 

1 - n 
S 0  =  

n
 

∑ 

i = 1 

f  i  . x i 

n 

) ( 
0

 

0
 

6 - 63 
S 0  =  

( ( 3 × 6  )+  (2 × 4  )+ ( 6 × 5  )) 

63 
 

 (2 3 × 6  )+  (2 2 × 4  )+  (2 6 × 5  ) -  

2
 

9 
S 0  =  

 (3 + 8 + 5 )  

63 
 

 (9 + 61 + 5 ) -   

2
 

9 
S 0  =  

251 
63 
 

33 -  

= 48/6    

 

n
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 63  

f i m i 

i = 1 

∑   f  i . m i - 

1 - n 
S 0  =  

n
 

∑ 

i = 1 

f  i . m i 

n 

) ( 
0

 

0
 

n
 

6 - 63 
S 0  =  

( ( 9 × 3  )+  (1 × 3  )+ ( 3 × 4  )) 

63 
 

 (2 9 × 3  )+  (2 1 × 3  )+  (2 3 × 4  ) -  

2
 

9 
S 0  =  

 (21 + 68 + 62 )  
63 
 

 (243 + 638 + 31 ) -   

2
 

9 
S 0  =  

3249 

63 
 

381 -  

= 9/0    
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 توزیع احتمال گسسته :

 توزیع احتمال برنولی :

افتد؛ پیروزی و شکست. یک نتیجه را به نتیجه اتّفاق می 0آزمایش تصادفی برنولی آزمایشی است که در آن فقط 

 p - 1 = qو احتمال شکست را با  pپیروزی را با گیریم. احتمال دلخواه پیروزی و دیگری را شکست در نظر می

 کنیم :دهیم و تابع احتمال توزیع برنولی را بصورت زیر تعریف مینمایش می

1  ,2 = x                         x - 1  (p - 1  )x p = (  x = X  )P 

 کنند.تعریف می p = (X )V(  p - 1و واریانس آن را )  p = (X )Eامید ریاضی توزیع برنولی را 

 ای :توزیع دو جمله

( در طول آزمایش ثابت باشد، به آن pبار مستقل از هم تکرار کنیم و احتمال پیروزی ) nاگر آزمایش برنولی را 

آزمایش است را  nها در این ی تعداد پیروزیکه نشان دهنده Xگویند. متغیّر تصادفی ای میآزمایش دو جمله

 گویند که دارای تابع توزیع احتمال زیر است :ای میهمتغیّر تصادفی دو جمل

n  , ... ,1  ,2 = x                         x - n  (p - 1  )x p   x   C = (X )P 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n 
 



00 

 

 کنیم؛ بار پرتاب می 6ای را است. سکهّ    احتمال رو آمدن در یک سکّه     مثال :

 قدر است؟بار رو بیاید چ 0الف ( احتمال اینکه 

 بار پشت بیاید چقدر است؟ 3ب ( احتمال اینکه 

 بار رو بیاید چقدر است؟ 1ج احتمال اینکه حدّاقل 

 

5 = n                ,= T p                ,= H p 

 الف (

3 (      )            2 (      )    2   C = (  2 = X  )P 

   3 (      )            2 (      ) )     (                  

 

 

 

 

 

 ( ب

  2 (      )            3 (      )    3   C =  (3   = X  )P 

   2 (      )            3 (      ) )     (                  

 

 

 

3 

 

1 
 

 

3 

 
 

2 
 

 
3 

 

6 
 

 

5 
 

3 

 
 

2 
 

 
3 

 
 

6 
 

 
2 

 

 

6 
 

 
2 

 
 

5 
 

 

! 5 
× 

8 

!  (2 - 5   )! 2  3 5 
 

! 3 × 4 × 5 
× 

8 
= 

86 

! 3 × ! 6  ×2  3 5 3 5 
 

5 
 

6 
 

 

2 
 

 
6 

 

 

2 
 

 
3 

 
 

5 
 

 

! 5 
× 

8 

!  (3 - 5   )! 3  3 5 
 

! 3 × 4 × 5 
× 

8 
= 

86 

! 6  ×2  ×! 3  3 5 3 5 
 

3 

 

3 

 

3 

 

3 

 

3 

 

3 
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 ج (

p ( X = 3 ) - 6 =  (6   ≤ X  )P 

   5 (      )            3 (      )  )     (- 6                      

 

 

 

تیری که شلّیک خواهد  4است. احتمال اینکه از     احتمال اینکه تیراندازی تیر خود را به هدف بزند    مثال :

 تیر به هدف بخورد چقدر است؟ 0کرد دقیقاً 

 

4 = n     ,             = p - 6 = q = T p           ,     = H p 

 

2 (      )            2 (      )    2   C = (  2 = X  )P 

   2 (      )            2 (      ) )     (                  

 

 

 

 

 

 

 

2 
 

 

6 
 

 
3 
 
 

5 
 

 

6 - 
! 5 

 
2 5 

 
2 

! 5  ×! 3  3 5 3 
 

) ( = × 
5

 

6 

4 

 

3 
 

 

6 
 

 
4 

 

3 
 

 

4 
 

6 
 

 

3 
 

 
6 

 

 

3 
 

 
2 

 
 

4 
 

 

! 4 
× 

9 
× 

6 

!  (2 - 4   )! 2  61 61 
 

! 2 × 3 × 4 
× 

9 
= 

54 

! 2 × ! 6  ×2  61 × 61  250 
 

3 

 

3 

 

4 

 

4 

 

4 

 

4 

 

4 
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 احتمال اینکه : فرزند است. مطلوب است محاسبه 5ای دارای خانواده مثال :

 ته باشد.فرزند پسر وجود داش 0الف ( حدّاکثر 

 فرزند پسر وجود داشته باشد. 0حدّاقل  ب (

 فرزند پسر وجود داشته باشد. 0دقیقاً  ج (

 

1 = n                  ,= p - 6 = q = T p                ,= H p 

 الف (

 =  (2  ≤ X  )P 

4 (     )            2 (     )  (   ) + 5 (     )            6 (     )  (   ) +  1 (     )            3 (     )   (  ) 

 

 

 ب (

 =  (2  ≤ X  )P 

3 (     )            3 (     ) )    ( + 4 (     )            2 (     ) )    (                              

 

3 (     )            1 (     ) )    ( + 6 (     )            5 (     ) )    ( +  2 (     )            4 (     ) )    (+  

 

  ج (

4 (      )            2 (      )    2   C = (  2 = X  )P 

   4 (      )            2 (      ) )     (                  

 

 

2 

 

6 
 

 
2 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 
3 
 

1 
 

 

x =  0  

∑  p ( X ) = p ( X = 3 ) + p ( X = 6 ) + p ( X = 2 ) 
1 

6 
 

1 
 

 

2 

 

1 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

x =  2 
∑  p ( X ) = p ( X = 2 ) + p ( X = 3 ) + p ( X = 4 ) + p ( X = 5 ) + p ( X = 1 ) 
1 

2 
 

1 
 

 

3 

 

1 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 
4 

 

1 
 

 

5 

 

1 
 

 

1 

 

1 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

6 
 

 

1 
 

6 
 

 

6 
 

 
6 

 

 

6 
 

 
2 

 
 

1 
 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 

 

2 
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نفر از این  6ها هستند. اگر راد شاغل خواستار ثابت ماندن دستمزد و کنترل قیمتاف %42فرض کنید که  مثال :

 افراد را به تصادف انتخاب کنیم، احتمال اینکه :

 نفر خواستار ثابت ماندن دستمزدها باشند چقدر است؟ 3الف ( حدّاقل 

 ب ( احتمال اینکه هیچکدام موافق با این قضیه نباشند چقدر است؟

 

5 = n                  ,= p - 6 = q = T p                ,= H p 

 الف (

 =  (3  ≤ X  )P 

3 (     )            5 (     ) )    ( + 6 (     )            4 (     ) )    ( +  2 (     )            3 (     ) )    ( 

 

  ب (

3 (      )            3 (      )    3   C =  (3   = X  )P 

   3 (      )            3 (      ) )     (                  

 

 

 

 

 

 

 

 

63 
 

1 
 

 
63 
 

4 
 

 

1 
 

 
63 
 

4 
 

 
3 

 

5 
 

 

x =  3 
∑  p ( X ) = p ( X = 3 ) + p ( X = 4 ) + p ( X = 5 ) 
5 

4 

 

5 
 

 

5 

 

5 
 

 

4 
 

 

1 
 

 

4 
 

 

1 
 

 

5 
 

1 
 

 

4 
 

 
1 

 

 

4 
 

 
3 
 
 

5 
 

 

63 
 

63 
 

63 
 

63 
 

63 
 

63 
 

63 
 

63 
 

63 
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 ای :میانگین، واریانس و انحراف معیار متغیّر تصادفی دو جمله

 باشد :میبصورت زیر  pو  nبا پارامترهای  Xای میانگین، واریانس و انحراف معیار متغیرّ تصادفی دو جمله

 X                                                p  .n = (X )E = 𝜇میانگین                                                  

  X                                         q  .p  .n = (X )Vواریانس                                                  

                              Xانحراف معیار                                              

 

 

خانه  0622در یک محلهّ شوند. اگر ها با گاز شهری گرم میخانه %66گزارشی شده است که در شهری  مثال :

 شوند چقدر باشد؟ ی گرم میی گاز شهرهایی که بوسیلهتعداد خانه انتظار داریموجود داشته باشد، 

 

 

                                                 p  .n = (X )E = 𝜇 

                                                                                              0875 = 15% × 2533 

 

 را بدست آورید : Xشوند، واریانس و انحراف معیار گرم می های این محلّه باشد که با گازتعداد خانه Xاگر 

 

                                                                                                      q  .p  .n = (X )V  

                                                                                7/408 = 25% × 15% × 2533 

                                            

                                              

 

 

= 0 σ  

q  .p  .n 

 

 

=  σ  

 امید ریاضی

= 0 σ  

q  .p  .n 

 

 

=  σ  =  7/408  

 



06 

 

 پوآسون :توزیع احتمال 

هایی است که معرّف تعداد وقوع پیشامدی معیّن در یک زمان واحد یا این توزیع احتمال مدل خوبی برای داده

پیشامدهایی است که در یک دوره زمانی یا مکانی رخ دهد و پیشامدها  تعداد Xواحد باشد. در این نوع توزیع مکان 

است. میانگین توزیع احتمال پوآسون "  𝜇 "دهند. در توزیع پوآسون بطور تصادفی و مستقل از یکدیگر رخ می

 Xو واریانس  Xرد معلوم باشد، توزیع احتمال که توزیع پوآسون دا Xبنابراین اگر تعداد متوسطّ متغیّر تصادفی 

 نیز بدست خواهد آمد. فرمول توزیع احتمال پوآسون بصورت زیر است :

 

 

 

 

 

  𝜇 x  =  𝜇  

                                                                                                                       𝜇  = 0 σ  

 توان نکات زیر را در نظر گرفت :شود، میای از توزیع پوآسون استفاده میدر مواردی که بجای توزیع دو جمله *

 باشد. n > 02ای که های دو جمله. در آزمایش1

0 .p ( .6 بقدر کافی کوچک باشد ≤ np ) 

 باشد.می np = 𝜇متوسطّ ای دارای توزیع پوآسون با مقدار در این شرایط متغیرّ تصادفی دو جمله

 

 

 

 

 

 

  𝜇 x  e - 
 

x     !  = (x   = X  )P 

𝜇  

  , ...0  ,1 , 2 =x    

x 
 واریانس

 میانگین
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 ،نفر در ساعت باشد 60اگر تعداد مراجعین به بانکی بطور متوسطّ  مثال :

 دقیقه اولّ ساعتی به بانک مراجعه کنند چقدر است؟ 12نفر در  4الف ( احتمال اینکه 

 دقیقه آخر ساعت هیچکس به بانک مراجعه نکند چقدر است؟ 6ب ( احتمال اینکه در 

 

 الف(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ب(

 

 

 

 

 

 

 

 

63 

13 12 

 = 𝜇 ؟
63  ×12  

= 62 
13 

 

  62   4  e -62 
 

! 4 
= ( 4 = X  )P 

5 

13 12 

 = 𝜇 ؟
5  ×12  

= 1 
13 

 

  1   3  e -1 
 

! 3 
= ( 3 = X  )P 
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 اند. اگر احتمال مراجعه نکردن مسافر           باشد، مسافر برای هواپیما جا رزرو کرده 022 مثال :

 نفر مراجعه نکند چقدر است؟  1الف ( احتمال اینکه حدّاقل 

 نفر مراجعه نکنند چقدر است؟  3ب ( احتمال اینکه 

 

233 = n     ,           = p 

  الف(

 

 

 

 

 

  ب(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

122 

 

1 
 

 

633 
 

6 
 

 

𝜇 = 233 × 
6 

= 2 
633 

 

  2   3  e -2 
 

! 3 

= ( 6 ≤ X  )P 6 - p ( X = 3 ) 

6 -  

  2   3  e -2 
 

! 3 
= ( 3 = X  )P 
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از    xکنند، متغیّر تصادفیاگر تعداد افرادی که به بخش معیّنی از یک بیمارستان در یک روز مراجعه می مثال :

 نوع پوآسون باشد، 

 ، چقدر است؟نفر باشند 0الف ( احتمال اینکه تعداد افرادی که به این بخش مراجعه کنند در یک روز معینّ 

 باشد چقدر است؟ 0حدّاکثر    xب ( احتمال اینکه

 

 الف(

  

 

 

 ب(

=  (2  ≤ X  )P 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜇 = 6 

 

  5  2  e -5 
 

! 2 
= ( 2 = X  )P 

p ( X = 3 ) + p ( X = 6 ) + p ( X = 2 ) 

  5  3  e -5 
 

! 3 + + 

  5  6  e -5 
 

! 6 
  5  2  e -5 

 

! 2 
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 توزیع احتمال فوق هندسی :

 یتعدادی از اعضای نمونه دارای مشخصّهچه ای را انتخاب کنیم و ببینیم که اگر بخواهیم یک نمونه از جامعه

اگر انتخاب نمونه بدون جایگذاری انجام شود ولی تعداد عضوهای نمونه نسبت به عضوهای جامعه  معیّنی هستند،

ست و فقط در مواردی که انتخاب نمونه ای ااین انتخاب یک آزمایش دو جمله(،  N %6 ≤ nخیلی کم باشد ) 

از توزیع فوق (،  N %6 < n ) ی جامعه بزرگ باشدی نمونه نسبت به اندازهبدون جایگذاری انجام شود و اندازه

  بب های قبل بستگی دارد وی آزمایشدر این حالت موفقّیّت در یک آزمایش به نتیجه کنیم.هندسی استفاده می

باشد که توزیع احتمال آن بصورت زیر تعریف ی یک متغیّر تصادفی فوق هندسی میها در نمونهموفقّیتّتعداد 

 شود :می

 

 

 

n مونه: تعداد ن 

N تعداد جامعه : 

k )تعداد اعضای جامعه دارای صفت مشخصّه )موفّقیّت : 

 ها در نمونهموفّقیتّ: تعداد    

 

 x                                                  n = (x )E =      x  𝜇میانگین                                                 

  x             ) (          ) ) (      ( n = (x )Vواریانس                                                 

 

 

 

 

 

 

x 

C x  C 
 n - x 

= (x )P 

N - k 

 n ,  , ...0  ,1 , 2 =x    

k 

C n  

N 

x 

= 0 σ  

N 
 

k 
 

 

x 

 

N 
 

k 
 

 
N 

 

N - k 

 
N - 1 

 

N - n 
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عضوی  12ی تایی انتخاب شده از یک جامعه 6ی های مشاهده در یک نمونهتعداد موفّقیتّ    فرض کنید  مثال :

 باشد،ی موفقّیتّ عضو دارای مشخّصه 5باشد. اگر در این جامعه 

 الف ( احتمال اینکه هیچ موفقّیّتی مشاهده نشود چقدر است؟

 موفقّیّت مشاهده شود چقدر است؟ 0ب ( احتمال اینکه حدّاقل 

 موفّقیتّ مشاهده شود چقدر است؟ 0( احتمال اینکه دقیقاً  ج

 63 : N 

 5 : n 

 1 : k 

 

 الف(

 

 (ب

 

 

 

 

 

 

 

 (ج

 

 

 

x 

 3= ( 3 = X  )P 

 - 6 = ( 2 ≤ X  )P p ( X > 2 ) 

6  - ) p ( X = 3 ) + p ( X = 6 ) ( 
3 

6  - p ( X = 6 )  

C 6  C 
 5 - 6 

6  - 

63 - 1 1 

C 5  

63 

6  - 
6 
 
 

1 
 

 

(     )          (     ) 
 

 (     )  
 

 

4 

 
 

4 
 

 

5 

 
 

63 
 

 

= ( 2 = X  )P 
C 2  C 

 5 - 2 

63 - 1 1 

C 5  

63 

2 

 
 

1 
 

 

(     )          (     ) 
 

 (     )  
 

 

3 

 
 

4 
 

 

5 

 
 

63 
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 توزیع احتمال پیوسته :

 توزیع یکنواخت : 

 (aو  b) یاین توزیع مدل خوبی برای توزیع احتمال متغیرّی است که  بطور تصادفی هر یک از مقادیر بین دو نقطه

 x کند. تابع چگالی احتمال یکنواخت با متغیرّ تصادفی یکنواخترا روی خط اعداد حقیقی اختیار می (b > a) که
   ا :برابر است ب

 

 

 

 :و میانگین آن عبارت است از 

 

 

 آنگاه : a < c < d < bطوری باشند که  dو  cاگر مقادیر  *

 

 

 

 

 

 

 

 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥     𝐹(𝑏)     𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎
 : یادآوری انتگرال

2 

1 

b - a 
 

 سایر نقاط

a < x < b 

𝜇 = 
a + b 

0 
 

P (c ≤ x ≤ d) = ∫  
d

c
 

1 
d x  

b - a 
 

1 x 
b - a 

 
1 

( d - c ) 
b - a 

 

d 

c 

= - 

 کردیم که بجای آن فاکتور گرفتیمجایگذاری می x را بجای  dو یکبار  cباید یکبار 
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 تعریف شده است. 6/4تا  6/0بین  در بازه xمتغیّر تصادفی یکنواخت  مثال :

 بع احتمال این متغیرّ تصادفی را بدست آورید.الف( تا

 ب( میانگین این متغیّر تصادفی را بدست آورید.

 را بدست آورید. باشد x > 3 < 4ج( احتمال اینکه 

 باشد را بدست آورید. x > 4 < 5احتمال اینکه د( 

 

 (الف

 

 

 

  ب(

 

  ج(

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

6 
= 

6 

5/4  - 5/2  2 
 

 سایر نقاط

5/2  < x < 5/4  
f(x) = 

𝜇 = 
a + b 

2 
 

= 
5/2  + 5/4  

2 
 

= 
1 

2 
 

= 5/3    

 

P (3 < x < 4) = ∫  
4

3 
6 

d x  
2 

 
6 x 
2 

 6 
( 4 - 3 ) 

2 

 

4 

3 

= 
0 

2 

 

ی تعریف شده چون احتمال در محدوده

کنیم.استفاده می      است، پس از همان    
6 

2 
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 د(

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

 

5/2
 5/4
 

1 

 

 ؟

 
ای که سؤال خواستهکل محدوده  

 "سایر نقاط  "طبق تعریف توزیع یکنواخت این محدوده جزءِ 
 است. پس احتمالش صفر است.

 

 

م.کنیبنابراین فقط احتمال این محدوده را محاسبه می  

 

 

P (4 < x < 1)  = P (4 < x < 4/5) + P (4/5 < x < 1)    

∫          d x 
4

    ∫    3 d x 
1

 
6 

2 

 

+ 

3 

 

4/5 

 4/5 

 

6 x 
2 

 6 
(4/5 - 4 ) 

2 

 

4/5 

4 

= 
0 

4 

 

6 
( 

6 
) 

2 2 
 

ای که سؤال کل محدوده
 برای آن تعریف شده
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 توزیع نمایی : 

ظر در ن   باشد را یک متغیّر نمایی با پارامتر توزیع نمایی که دارای چگالی احتمال زیر می xمتغیرّ تصادفی نمایی 

 گیریم :می

 

 

 

 : برابر است با و واریانس تابع نمایی میانگین

 

 

 

 

دارد، زمان انتظار بین وقوع     مشخصّ توزیع پوآسون با میانگین یک مدّت زمانیِ وقتی تعداد وقوع حوادث در *

  دو حادثه متوالی توزیع نمایی با پارامتر    دارد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 

λ e - λ 

 سایر نقاط

2 ≤ x  

𝜇 = 
1 

λ 

 

x       , 2 < λ        

σ 0  = 
1 

λ2
 

 

λ

 

 

 

 

 

 

  

λ
 

 

 

 

 

 

  

λ
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 دارای توزیع نمایی با تابع چگالی احتمال زیر است : x متغیّر تصادفی مثال :

 

 

 

 x) P = 4الف( )

 x) P ≥ 1ب( )

 x) P ≥ 6/1ج( )

 x ≤ 6/1-) P ≥ 3د( )

 

  الف(

 

 

 ب(

 

  

 

 

 

 

 

 

 سایر نقاط 2

2 ≤ x  x 4 

 

1 

4 

 

P (x = 4) = ∫  
 4

 4 d x  

 

3  = x 

3 

 

6 

 

 ؟

 
ی که سؤال خواستهاکل محدوده  

 "سایر نقاط  "طبق تعریف توزیع نمایی این محدوده جزءِ 
 است. پس احتمالش صفر است.

 

 

م.کنیبنابراین فقط احتمال این محدوده را محاسبه می  

 

 

+ ∞ - ∞ 

ای که سؤال کل محدوده
 برای آن تعریف شده

e - 

e - 
1 

 

6 

 

4 

 

6 

 4 

 

 انتگرال از خودِ یک عدد به خودش برابر است با صفر
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  ج(

 

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

P (x ≤ 6) = ∫  
 6

 3 d x  

 

x 

 - (                 -                     ) 

 

6 

3 
x 

  (6  )    - e       (3  ) 
6 

 

e - 

=  0  -  e 
-
      e - 

e - 

6 

 

4 

 

6 

 

4 

 

6 

 

4 

 

6 

 

4 

 6 

 

4 

 

6 

 4 

 

0 

 

4 

 

 (6 ≤ x ≤ 3  )P + ( 3 > x  )P = ( 6 ≤ x  )P 

- e - 

3 

 

P (x ≤ 6) = ∫  
 

 d x  

 

x 

 - (                       -                     ) 

 

 + ∞ 

 5/6 
x 

 + ) ∞  (  

 

   - e     

e - 

=   e 
-
      e - 

e - 

6 

 

4 

 

6 

 

4 

 

6 

 

4 

 6 

 

4 

 

6 

 
4 

 

3 

 

8 

 

= (5/6 ≤ x )P 

 

- e - 

 + ∞ 

 
5/6 

 (     )  

 

3 

 

2 

 
 ∞ 

 
3 

3 

 

6 

 

 ؟

 

ای که سؤال خواستهکل محدوده  

م.کنیبنابراین فقط احتمال این محدوده را محاسبه می  

 

 

+ ∞ - ∞ 

ای که سؤال کل محدوده
 برای آن تعریف شده

5/6 
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3 

 

6 

 

 ؟

 
ای که سؤال خواستهکل محدوده  

م.کنیسبه میبنابراین فقط احتمال این محدوده را محا  

 

 
+ ∞ - ∞ 

ای که سؤال کل محدوده
 برای آن تعریف شده

2 

 

3 

 

2 -  

 

6 -  

 

طبق تعریف توزیع نمایی این محدوده 

است. پس  "سایر نقاط  "جزءِ 
 احتمالش صفر است.

 

 

P (x ≤ 6) = ∫  
3

 3 d x  

 

x 

 - (                 -                     ) 

 

3 

3 

x 

  (3  )    - e       (3  ) 
6 

 

e - 

=  0  -  e 
-
      e - 

e - 

6 

 

4 

 

6 

 

4 

 

3 

 

4 

 

6 

 

4 

 6 

 

4 

 

6 

 4 

 

3 

 

4 

 

( 3 ≤ x ≤ 3  )P  ( +3  >x ≤ 5/6 -  )P = ( 3 ≤ x ≤ 5/6 -  )P 

- e - 

3 
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 ساعت است. 6،622ای از یک ماشین دارای توزیع نمایی با میانگین طول عمر قطعه مثال :

 ساعت عمر کند چقدر است؟ 6،222الف( احتمال اینکه این قطعه 

 ساعت عمر کند چقدر است؟ 12،222ب( احتمال اینکه این قطعه بیش از 

 ساعت عمر کند چقدر است؟ 0،622از  ج( احتمال اینکه این قطعه کمتر

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  الف(

 

 

  (ب

 

  

 

 

 

3 

λ e - λ 

 سایر نقاط

3 ≤ x  x 

𝜇 = 
6 
λ 

 

1،533 = 
6 
λ 

 

3 

   e -   

 سایر نقاط

3 ≤ x  x 
6 

1،533 

 

6 

 
1،533 

 

λ = 
6 

1،533 

 

P (x = 5333) = ∫  
 5333

 5333 d x  

 

3  = 

 

x e - 
6 

 

1،533 

 

6 

 
1،533 

 

3 

 

 ؟

 

ای که سؤال خواستهکل محدوده  

م.کنیبنابراین فقط احتمال این محدوده را محاسبه می  

 

+ ∞ - ∞ 

ای که سؤال کل محدوده
ن تعریف شدهبرای آ  

63،333 
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 ج(

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P (x ≤ 63،333) = ∫  
 

 
 d x  

 

x e - 
6 

 

1،533 

 

6 

 
1،533 

 

 + ∞ 

 
63،333 

 - (                       -                         ) 

 

 + ∞ 

 63،333 
x 

 + ) ∞  (  

 

   - e     

e - 

=   e 
-
      e - 

6 

 

1،533 

 

4 

 

3 

 

- e - 

 (     )  

 

63،333 

  ∞ 

 
3 

6 

 

1،533 

 6 

 

1،533 

 

3 

 

2533 

 

 ؟

 
ای که سؤال خواستهکل محدوده  

 "سایر نقاط  "طبق تعریف توزیع نمایی این محدوده جزءِ 
 است. پس احتمالش صفر است.

 

 

م.کنیتمال این محدوده را محاسبه میبنابراین فقط اح  

 

 

+ ∞ - ∞ 

ای که سؤال کل محدوده
 برای آن تعریف شده

 (2533  >x ≤ 3  )P + ( 3 > x  )P = ( 2،533  >x  )P 
3 

 

= ∫  
 

 
 d x  

 

x e - 
6 

 

1،533 

 

6 

 
1،533 

 

2533 

 

3 

 - (                    -                        ) 

 

3 

x 

 (2533 ) 

 

   - e     e - 
6 

 

1،533 

 

- e - 

 (  )  

 

3 

 

6 

 

1،533 

 6 

 

1،533 

 

2533 

 
6 

 
e - 

6 

 

3 

 

=  0  -  e 
-
      

0 

 

3 
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 توزیع نرمال :

 شود :ادفی نرمال باشد، تابع چگالی احتمال آن بصورت زیر تعریف مییک متغیرّ تص xاگر 

 

 

 

 دهند :ی زیر نشان میبا رابطه σو انحراف معیار  𝜇 را با میانگین  xتوزیع نرمال 

 

 

  .دانمساوی 0Aو  1Aهای سطوح توزیع ،بدلیل تقارن توزیع نرمال بنابر شکل زیر در دو طرف میانگین *

 

 

 است پس روابط زیر برقرار است : 1چون سطح کل زیر منحنی مساوی 

1 = 0A  +1A 

6/2 = 0A = 1A 

  6/2 =                   

f (x) = 
1 

π 

) x  -  𝜇( 

0 

e - 
0 σ 0 

 0 

)μ , σ(  
= N ~ x 

P ) x  ≤  𝜇( 

P ) x ≤  𝜇( 

1A 0A 

6/2 =  

 

𝜇 

 

μ
   

 σ
  

μ
   

0σ
  

μ
   

0σ
  

+ + 

μ
   

 σ
  

- - 

(         >x     >   )  - ∞ + ∞ 
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 توزیع نرمال استاندارد : 

کنیم،  تقسیم Xرا کم و حاصل را به انحراف معیار  𝜇مقدار میانگین آن یعنی  Xاگر از متغیرّ تصادفی نرمال 

ت. این متغیرّ تصادفی نشان داده و دارای توزیع نرمال استاندارد اس Zآید که آن را با متغیّر جدیدی بدست می

 باشد.می 1ر تصادفی نرمال با میانگین صفر و واریانس جدید یک متغیّ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            6/2 =           

 

 

 

 

 

Z = 
X -   𝜇 

 σ 
 

 (1  ,2 ) = N ~ Z 

P  ) Z  ≤   2 ( 

P  ) Z   ≤ 2 (  6/2 =  

 

2 Z 
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 ه کنید :سباز جدول، سطح زیر منحنی نرمال هر یک از موارد زیر را محا با استفاده مثال :

 

4452/6 =  (5/1 > Z > 2 ) P (1 

 

 

 

 

 

 

 

0507/6 =  (39/2 > Z > 2 ) P (0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 1/6 

3 39/3 
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 (66/1 > Z > 85/2 ) P (3 

  ( 81/3 > Z > 3 ) - P  (15/6 > Z > 3 ) P     

                                                      0548/6 =           3356/3          -        4599/3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (84/2 > Z > 34/2- ) P (4 

  ( 84/3 > Z > 3 )  P + ( 3 > Z > 34/3- ) P     

  ( 84/3 > Z > 3 )  P+ ( 34/3 > Z > 3  ) P     

                                                      4320/6 =           2995/3       +       6336/3 

 

 

 

 

 

 

15/6 
81/3 

3 84/3 

34/3- 

3 
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 (06/1 > Z > 50/2- ) P (6 

  ( 25/6 > Z > 3 ) + P ( 3 > Z > 12/3- ) P     

  ( 25/6 > Z > 3 ) + P ( 12/3 > Z > 3  ) P     

                                                      0208/6 =         3944/3         +         2324/3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (33/2- > Z > 66/1- ) P (5 

 ( 51/6 > Z > 33/3 ) P     

  ( 33/3 > Z > 3 ) - P ( 51/6 > Z > 3  ) P     

                                                     3025/6 =           6293/3          -            4468/3 

 

 

 

 

 

3 25/6 

12/3- 

3 

33/3- 
51/6- 
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 (46/1- > Z > 60/0- ) P (6 

 ( 52/2 > Z > 41/6 ) P     

  ( 41/6 > Z > 3 ) - P ( 52/2 > Z > 3  ) P     

                                                     049/6 =            4292/3          -           4946/3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 41/6- 
52/2- 
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 های زیر را بدست آورید :است. احتمال 6و انحراف معیار  12دارای میانگین  Xمتغیّر تصادفی نرمال  مثال :

  X > 12 )P < 10الف( ) 

  X > 0/14 )P ب( )

  X > 4 )P < 14ج( ) 

 

مال نرمال توانیم از جدول توزیع احتطبق صورت سؤال متغیّر تصادفی دارای توزیع نرمال است. از طرفی زمانی می *

رها یّغاستاندارد استفاده کنیم که متغیّر دارای توزیع احتمال نرمال استاندارد باشد. بنابراین با استفاده از روش زیر تک تک مت

  رسیم.ول به جواب میکنیم؛ سپس از طریق جددهیم و توزیع نرمال را به توزیع نرمال استاندارد تبدیل میتغییر متغیّر می را

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Z = 
X   -     𝜇 

 σ 
 

 انحراف معیار

 میانگین متغیّر
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 الف(

( 62 > X > 63 )     P  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

63 - 63  

5 
63 - X 

5 
63 - 62 

5 
> > P ) ( 

                                                       0554/6  =  (        4/3       >         Z         >          3          )  P 

3 4/3 



62 

 

 ب(

( X > 2/64 )   P  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

63 - X 

5 
63 - 2/64 

5 
> P ) ( 

 (      Z        >       84/3      ) P 

( 84/3 > Z > 3 ) P -  ( Z > 3 ) P 

 2665/6  =           2995/3         -        5/3 

84/3 

3 
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 ج(

 (64 > X > 4 )      P  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

63 - 4 

5 
63 - X 

5 
63 - 64 

5 > > P ) ( 

 (    8/3     >       Z      >      2/6-     )              P 

( 2/6 > Z > 3 ) P +  ( 8/3 > Z > 3 ) P 

 0736/6  =           3849/3      +        2886/3 

3 8/3 

2/6- 
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 0/1سال و انحراف معیار  1/3طول عمر یک نوع ماشین لباسشویی تقریباً دارای توزیع نرمال با میانگین  مثال :

چقدر احتمال دارد که برای سال اولّ سال تضمین شده باشد،  1ال است. اگر این نوع ماشین لباسشویی برای س

 احتیاج به تعمیر پیدا کند؟

6/3 =  𝜇 

2/6 = σ 

? =  (6 > X  )P 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6/3 - X 

2/6  
6/3 - 6 

2/6  
> P ) ( 

 (    15/6-    >         Z      ) P 

( 15/6 > Z > 3 ) P -  ( Z > 3 ) P 

460/6  =           4599/3         -     5/3 

3 15/6- 
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اد افرادی را که بطور همزمان از یک آسانسور که ظرفیّت معیّنی خواهیم حدّاکثر تعدفرض کنید که می مثال :

 642نفر دارای توزیع نرمال با میانگین  8ایم که مجموع وزن های انجام شده دریافتهدارد تعیین کنیم. از بررسی

 ت؟کیلو تجاوز کند چقدر اس 522نفر از  8کیلو است. احتمال اینکه مجموع وزن  6/44کیلو و انحراف معیار 

543 =  𝜇 

5/44 = σ 

? =  (133 < X  )P 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

543 - X 

5/44  

543 - 133 

5/44  
< P ) ( 

 (    35/6       <       Z        ) P 

( 35/6 > Z > 3 ) P -  ( Z > 3 ) P 

885/6  =           4665/3         -     5/3 

35/6 

3 
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ی برای محاسبه np = 𝜇از توزیع احتمال پوآسون با  np ≥ 6کوچک باشد و  pبزرگ باشد و  nدر مواردی که  *

   بزرگ باشد ولی شرایط استفاده از توزیع پوآسون برقرار نباشد nشود. وقتی که ای استفاده میتقریب دو جمله

(6 < np می ،)ای استفاده کرد.ی تقریب احتمال دو جملهتوان از توزیع نرمال برای محاسبهباشد 

نرمال تقریب خوبی برای آن باشد، بهتر است ای تقریباً متقارن باشد، و توزیع برای اینکه یک توزیع دو جمله *

02 < n  ،6 < np  6و < nq توان از توزیع نرمال با میانگین باشد. در این حالت میnp = 𝜇 و انحراف معیار 

√n. p. q = σ .استفاده کرد 

 

 

درخواست  122گذاری در یک هفته ی پلاکهای نو وانت هستند. ادارهماشین %06فرض کنید که تقریباً  مثال :

 ده است. برای تعیین پلاک ماشین نو دریافت کر

 وانت باشد، چقدر است؟ درخواست مربوط به ماشین 06الف( احتمال اینکه حدّاقل 

 وانت باشد، چقدر است؟ درخواست مربوط به ماشین 12ب( احتمال اینکه حدّاکثر 

633 = n 

25/3 = p 

 np = 633 × 25/3 = 25     کنیم.است. بنابراین از طریق نرمال حل می 5بزرگتر از  25پوآسون نیست؛ چون 

 

                                            

 

                                              

 الف(

 

 

 

)μ , σ(  = N ~ x q  .p  .n 

 

 

=  σ  =  15/3 × 25/3 × 633  

 

=  33/4  

 

(33/4  ,25)  = N ~ x 

25 - X 

33/4  
25 - 25 

33/4  
≤ P ) ( 

 (        3       ≤         Z      ) P = 6/5  

 (25 ≤ X  )P 
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 (ب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

25 - X 

33/4  
25 - 63 

33/4  
≤ P ) ( 

 (    41/3-   ≤        Z      ) P 

 (63 ≤ X  )P 

( 41/3 > Z > 3 ) P -  ( Z > 3 ) P 

6663/6  =           4991/3         -     5/3 

3 41/3- 



65 

 

 

 

 

  آماره :

شود، آماره نام دارد. میانگین های موجود در نمونه محاسبه میاستفاده از داده متغیّر تصادفی که مقادیر آن با

ای های که با استفاده از دادهای توزیع احتمال آمارهی مهم هستند. توزیع نمونهای دو آمارهای و واریانس نمونهنمونه

شود. در تعریف ای آن آماره نامیده میشود، توزیع نمونهاز جامعه محاسبه می nی ی تصادفی با اندازهیک نمونه

 گیریم.ی متناهی و نامتناهی را در نظر میای دو نوع جامعهتوزیع میانگین نمونه

 ی متناهی :جامعه

بطور  nی ای با اندازهداشته باشیم، و نمونه 0σو واریانس  μعضو دارای میانگین  Nای متناهی با اگر جامعه 

 بشرح زیر خواهد بود :(  x d ) و خطای معیار(  x μ ) صورت میانگیندر اینخراج کنیم، تصادفی از این جامعه است

  μ = (x )E = x μ 

 

 

 

 ی نامتناهی :جامعه

 ی نمونه بزرگ باشد، مقدار                    تقریباًی جامعه نسبت به اندازهوقتی جامعه نامتناهی باشد یا اندازه

 آید : ی زیر بدست میاست؛ پس میانگین و خطای معیار از رابطه 1برابر با 

  μ = (x )E = x μ 

 

 

 

n - N 

× 1 - N 
n 

σ 
= x σ = x d 

n - N 

1 - N 

n 

σ 
= x σ = x d 

 

فصل سوّم 

هاو آمارهگیرینمونه
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بیشتر باشد،  96/2ی متناهی گویند. وقتی مقدار این ضریب از را ضریب تصحیح جامعه   مقدار                  *

فرض  1ی انحراف معیار فرض کرده و این ضریب را در محاسبه جامعه را نامتناهی N 26/2 ≤ nیا بطور معادل 

 کنیم.می

 قضیه حد مرکزی : 

 nاستخراج شده باشد و  σو انحراف معیار μ ای غیر نرمال با میانگین از جامعه nی ی تصادفی به اندازهاگر نمونه

برابر  x، تقریب بهتر خواهد بود. میانگین شدبزرگتر با nتقریباً نرمال است و هرچه  xای بزرگ باشد، توزیع نمونه

 آید.ی جامعه از روابط فوق بدست میبا توجهّ به اندازه xمعیار  ( و انحرافμ) با میانگین جامعه آماری

 تقریباً نرمال باشد، به اینصورت است : xای تا توزیع نمونه nتقریب خوب برای مقدار شرایط  *

  n ≥ 32ای نمونه تقریباً متقارن باشد، اگر ه. اگر توزیع فراوانی داده1

 n ≥ 122های نمونه چوله باشد. اگر . اگر توزیع فراوانی داده0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n - N 

 
1 - N 
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از  3ی ی تصادفی با اندازهاست. اگر نمونه 18,  14,  13,  12,  6,  5عنصر با مقادیر  5ای دارای جامعه مثال :

  را بدست آورید. xراف معیار این جامعه استخراج کنیم، میانگین و انح

   

     

 

 

     

 

 

 

   

   

 

 

 

                                            

                                              

 

 

 = μ = x μ 

 

 

 

 

i = 1 

∑ x i 

N
 

 

N
 

μ 

 

= 

 

i = 1 

∑ x i 

1 

 

1
 

μ 

 

= 

 

= 

 

68 + 64 + 63 + 63 + 5 + 1 

 1 

 

= 

 
1 

 

11 

 

= 

 

00 

 

66 

 

n - N 

× 1 - N 
n 

σ 
= x σ = x d 

3 - 1 

× 6 - 1 
3 

i = 1 

N
 

∑   ( x i - 𝜇 ) 0
 

N
 

= 0 σ  x 

2 (66 - 68  )+ 2 (66 - 64  )+ 2 (66 - 63  )+ 2 (66 - 63  )+ 2 (66 - 1  )+ 2 (66 - 5 ) 

 

= 

 

= 

 

1 

 

49 + 9 + 4 + 6 + 25 + 31 

 1 

 

= 

 

0/26 

 

1/23 

 

 

=  σ  =  5/4  

 

5/4  

 

~ 2 

 

x 
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از آن  nی ی تصادفی به اندازهباشد و نمونه σو انحراف معیار  μای دارای توزیع نرمال با میانگین اگر جامعه

 و انحراف معیار  μاستخراج شده باشد، در اینصورت میانگین نمونه دارای توزیع نرمال با میانگین 

 

 

              و واریانس " μ = 5 متر "دارای میانگین  ،های فولادی تولید شده توسطّ یک کارخانهطول میله X مثال :

باً ها تقریشوند. اگر توزیع طول میلهبندی میتایی بسته42های ها در دستهاست. این میله " 0σ = 54سانتی متر  "

 متقارن باشد، 

سانتی متر باشد،  698های یک بسته که بطور تصادفی انتخاب شده کمتر از الف( احتمال اینکه میانگین طول میله

 چقدر است ؟

سانتی متر یا  698های یک بسته که بطور تصادفی انتخاب شده کمتر از ب( احتمال اینکه میانگین طول میله

 سانتی متر باشد، چقدر است ؟ 521بیشتر از 

 n = 43  >  33،    تقریباً نرمال  ،  متقارن

μ = 133                     

 8 = σ            14 = 0σ 

 

 

 

 

                                       

 الف(

 

 

 

 

n 

σ .است 

* 

= x σ 
n 

σ 

43 

8 
= = 2/0 

) μ ,              (  = N ~ x 

(2/6  ,133)  = N ~ x 

= x μ 133 

n 

σ 

133 - x 

2/6  
133 - 598 

2/6  
> 

 

P ) ( 

 (     1/6-     >         Z      )  P 

 (598 > x  )P 

x μ - x 

σ x 
x μ - 598 

σ x 

 

> P ) ( 

(1/6 > Z > 3 ) P -  ( Z > 3 ) P 

6548/6  =           4452/3         -     5/3 
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 (ب

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 1/6- 
 (133 > x   >598  )P 

x μ - x 

σ x 
x μ - 136 

σ x 

 

> P ) ( x μ - 598 

σ x 

 

> 

133 - 136 

2/6  

 

133 - x 

2/6  

 

133 - 598 

2/6  

 

> > P ) ( 

 (     1/6-     >        Z      >       8/3     )              P 

( 1/6 > Z > 3 ) P +  ( 8/3 > Z > 3 ) P 

 7333/6  =           4452/3      +        2886/3 

3 8/3 

1/6-  
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بندی امتیاز رتبه 4تا  1کنندگان نوعی محصول خواسته شده که کیفیّت محصول شرکت را با دادن از مصرف مثال :

 162برای نمونه تصادفی مرکبّ از . باشدمی 66/2و  3/0کنند. میانگین و انحراف جامعه به ترتیب عبارت است از 

 کننده.مصرف

 تجاوز کند، چقدر است؟ 16/0ینکه میانگین نمونه از الف( احتمال ا

 قرار بگیرد، چقدر است؟ μاز  ±16/2ی ب( احتمال اینکه در فاصله

 n = 653  >  33تقریباً نرمال  ،  متقارن  ،  

μ = 3/2                      

 15/3 = σ 

 

 

 

 

                                       

 الف(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= x σ 
n 

σ 

653 

15/3 
= = 60/6 

) μ ,              (  = N ~ x 

= x μ 3/2 

n 

σ 

(31/3  ,3/2) = N ~ x 

3/2 - x 

31/3  

3/2 - 65/2 

31/3  
< 

 

P ) ( 

 (     5/2-    <         Z      )  P 

 (65/2 < x  )P 

x μ - x 

σ x 
x μ - 65/2 

σ x 

 

< P ) ( 

(5/2 > Z > 3 ) P +  ( Z > 3 ) P 

9938/6  =           4938/3         +     5/3 
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 (ب

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5/2- 

3 

(45/2 > x   >65/2  )P 

x μ - x 

σ x 
x μ - 65/2 

σ x 

 

> P ) ( x μ - 45/2 

σ x 

 

> 

3/2  - 65/2 

31/3  

 

3/2  - x 

31/3  

 

3/2  - 45/2 

31/3  

 

 

> > P ) ( 

 (     5/2        >      Z      >      5/2-      )              P 

2 ×  (5/2  > Z > 3 ) P 

 9870/6  =           2 ×        4938/3 

5/2- 

3 5/2 
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برای برآورد میانگین ضرر ناشی از سرقت در هر فروشگاه های لوازم خانگی ی بزرگ فروشگاهجامعهاز یک  مثال :

و  μ = 3822جامعه برحسب تومان عبارت است از : انحراف معیار  شود. میانگین وگیری میدر طول ماه نمونه

0122 = σاز میانگین  ±162 گین نمونه در فاصلهفروشگاه احتمال اینکه میان 062ی تصادفی به اندازه . برای نمونه

 جامعه قرار گیرد، چقدر است؟

33  <  253 = n 

μ = 3833                     

 2633 = σ 

 

 

 

        

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= x σ 
n 

σ 

253 

2633 
= = 8/032 

) μ ,              (  = N ~ x 

= x μ 3833 

n 

σ 

(8/632  ,3833) = N ~ x 

(3953 > x   >3153  )P 

x μ - x 

σ x 
x μ - 3153 

σ x 

 

> P ) ( x μ - 3953 

σ x 

 

> 

3833  - 3153 

8/632  
3833  - x 

8/632  
3833  - 3953 

8/632  

 

> > P ) ( 

 (        62/6         >        Z        >         62/6-      )              P 

2 ×  (62/6  > Z > 3 ) P 

 7372/6  =   2 ×        3181/3 

62/6- 

3 62/6 
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 ای :نسبت نمونهتوزیع 

معلوم نباشد، در  pنشان دهیم و مقدار  pاگر نسبت افراد یک جامعه را که دارای صفت مشخصّی هستند با 

از جامعه انتخاب و نسبت افرادی  nی ای به اندازهابتدا نمونه p ی مقدار واقعیگیری دربارهاینصورت برای نتیجه

و  ای گویندآوریم. نسبت بدست آمده را نسبت نمونهاین نمونه بدست میی مورد نظرند در را که دارای مشخصّه

های مشاهده شده ی مورد نظر یا تعداد موفقّیّتتعداد افراد دارای مشخّصه Xدهند که نمایش می p =         با

 است. در نمونه

 nدارای توزیع نرمال با میانگین Xبزرگ باشد،  nاست. اگر  nو  pای با پارامتر دارای توزیع دوجمله Xتوزیع  *

n.p = μ  و انحراف معیار√n. p. q = σ .است 

دارای توزیع تقریبی  pبزرگ باشد،  nدرنظر بگیریم و  Xرا بعنوان تبدیل متغیّری از  p =اگر          pتوزیع  *

 .است p σ  =                و انحراف معیار p = p μنرمال با میانگین 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X 
n 

X 
n 

n 

p. q 
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ها در جامعه ای انتخاب شود که نسبت موفقّیتّبطور تصادفی از جامعه n = 022ی ای به اندازهاگر نمونهمثال : 

6/2 = p  باشد، چقدر است؟ 26/2ای و نسبت جامعه کمتر از احتمال اینکه اختلاف نسبت نمونهباشد؛ 

233 = n 

 1/3 = p  

  

 

 (35/3 > | p - p | )  P 

 (35/3 > p -  p> 35/3 - )  P 

 (35/3 > 1/3 -  p> 35/3 - )  P 

(1/3+  35/3 >  p> 1/3+  35/3 - )  P 

 (15/3 >  p> 15/ 3)  P 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

n 

p. q 
 = p σ = = 632/6 

= p μ 1/3 

233 

3/3  ×1/3 

p μ - p 

σ p 
p μ - 15/3  

σ p 

 

> P ) ( p μ - 15/3 

σ p 

 

> 

1/3 - 15/ 3 

332/3 

 

1/3 - p 

332/3 

 

1/3 - 15/3 

332/3 

 

> > P ) ( 

 (        51/6          >        Z        >         51/6-      )              P 

2 ×  (51/6  > Z > 3 ) P 

 8802/6  =   2 ×        4431/3 

51/6- 

3 51/6 
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سال دارند در خارج از منزل کار  18از زنانی که فرزندان زیر  %53ه است که نشان دادهای گذشته بررسی :مثال 

سال هستند انتخاب  18زن که دارای فرزندان زیر  122ی تصادفی از کنند. برای تعیین صحّت این ادعّا نمونهمی

 کنند.نفر در خارج از منزل کار می 84و مشاهده شده که حدّاقل 

 توضیح دهید. pی توزیع رست باشد، دربارهالف( اگر نسبت گزارش شده د

 باشد را بیابید. p ≥ 84/2ی تصادفی مقدار ب( احتمال اینکه در یک نمونه

 

 n = 633 (                                                                                                         الف

13/3 = p 

31/3 = q  

  

 

 

 (84 > 3 )  P 

 P  ( p  ≤ 84/3)                                                                                                  (ب

 
  

 

 

 

 

 

 

 

n 

p. q 
 = p σ = = 647/6 

= p μ 13/3 

633 
31/3  ×13/3 

(341/3  ,13/3)  = N ~ p 

p μ - p 

σ p 
p μ - 15/3  

σ p 

 

> P ) ( 

13/3 - 84/ 3 

341/3  
13/3 - p 

341/3  > P ) ( 

6 ≅ (        Z         >        41/4      )              P 

41/4 3 
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 .. .. کند؛ مانند میانگین، واریانس، میانه وآن را توصیف می عدد یا متغیرّی از جامعه است که خصوصیّتی از پارامتر :

 کند.شود و خصوصیتّی از آن را بررسی میاصطلاحی است که درمورد نمونه استفاده می آماره :

صورت  0ی حاصل از نمونه به برای بدست آوردن پارامتر مجهول جامعه با توجهّ به اطّلاعات بدست آمده برآورد :

 : شودعمل می

 برآورد یا تخمین .1

 استفاده از آزمون فرض پارامتر مجهول .2

 شود.صورت انجام می 0برآورد یک پارامتر مجهول به 

A. ای آن مشخصّه ای از جامعه با یک عدد برآورد شود، آن عدد را برآورد نقطهوقتی مشخصّه : ایبرآورد نقطه

 نامیم.می

باشد،  θرود. اگر پارامتر جامعه ای از جامعه بکار مین مشخصّهای است که برای برآورد کردآماره برآوردکننده :

 دهند.نمایش می θرا با  θی پارامتر برآوردکننده

 ای خوب :های نقطههای برآوردکنندهویژگی

I.  : )ورد پارامتر مبا ای آن ای را نا اُریب گویند که میانگین توزیع نمونهبرآوردکنندهنا اُریب )مستقیم

( باشد، این θای از پارامتری مجهول )ی نقطهیک برآوردکننده θ معه برابر باشد. بعبارتی اگربرآورد جا

 باشد. θ = (θ)Eبرآوردکننده را نا اُریب گویند؛ اگر 

II.  : ی نا اُریب برای پارامتر اگر دو برآوردکنندهکارآییθ ای که واریانس موجود باشد، برآوردکننده

 نسبی بیشتری نسبت به دیگری دارد. کوچکتری داشته باشد، کارآیی

III.  : ای مانند رآوردکنندهبسازگاریθ ی سازگار برای پارامتر را یک برآوردکنندهθ نامیم، هرگاه با می

 نزدیک شود. θبا احتمال بیشتری به  n ،θافزایش 

 

^ 

 

^ 

 ^ 

 

^ 

 ^ 

 

 

فصل چهارم 

برآورد میانگین جامعه
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B. حدودی برای پارامتر پارامتر جامعه،  ایِی نقطهدر این روش با استفاده از برآورد کننده : ایبرآورد فاصله

کند که ممکن است مقدار واقعی کنیم. این حدود یک بازه یا یک فاصله را مشخّص میمورد نظر پیدا می

ای پارامتر گویند و بصورت زیر ی اطمینان یا برآورد فاصلها دربرداشته باشد. این بازه را فاصلهپارامتر ر

 دهیم :نمایش می

U > θ > L 

 

 

ی اطمینان شامل مقدار شود و مقدارش برابر با احتمال اینکه فاصلهنمایش داده می Cبا  ن :ضریب اطمینا

 کنند.واقعی پارامتر برآورد شده باشد. ضریب اطمینان را بصورت درصد بیان می

(U > θ > L )P = C  

خطاست اگر  یقدارکند و دارای ممقدار دقیق پارامتر را معلوم نمی ،برآورد ،درحالت کلیّ خطای برآورد :

 آید :ی زیر بدست مینمایش دهیم، مقدار آن از رابطه dخطای برآورد را با 

 d = | مقدار برآورد پارامتر - مقدار واقعی پارامتر |

 های بزرگ بصورت زیر است :برای نمونه μ خطای برآورد

| μ - x | = d 

 

 

 

 

 

 

الاکران ب کران پایین  

 پارامتر مجهول
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 ای میانگین جامعه :برآورد نقطه

ی ی نمونهای است که درصورت بزرگ بودن اندازهمیانگین نمونه (x) میانگین جامعه برآوردکننده بهترین قضیه :

خطای  ،نامعلوم است μاست. بنابراین چون                       و انحراف معیار μبا میانگین نرمال دارای توزیع تقریبی  ،جامعه

توانیم یک عبارت احتمالی برای خطای برآورد زرگ باشد میی نمونه ببرآورد نیز نامعلوم است ولی اگر اندازه

  بصورت زیر بنویسیم :

α - 1 = (x σ . α z  >d)P  

اطمینان،  122%(α - 1ی فوق با )بنابراین رابطه توزیع نرمال است.       %ی نقطه α z و  1عددی بین صفر و  α که

 ( است.  x σ  .α z)  کنیم که خطای برآورد کمتر ازحکم می

ای  آمارهای واریانس نمونه 0Sمعلوم نباشد، 0σاست. اگر 0σیای واریانس جامعه بهترین برآورد کنندهبرآورد نقطه

 ی خوب را دارد.های یک برآوردکنندهاست که ویژگی

 های بزرگ :برای نمونه 𝛍ی برآورد فاصله

لوم بودن یا نبودن انحراف معیار جامعه بصورت زیر بدست های بزرگ درصورت معبرای نمونه μی اطمینان فاصله

 آید :می

 اگر انحراف معیار جامعه معلوم باشد : .1

     .α z = d 

     .α z - x = L 

     .α z + x = V 

  اگر انحراف معیار جامعه معلوم نباشد : .2

     .α z = d 

     .α z - x = L 

    . α z + x = V 

σ 
√n 

0 

0 

α 
0 

0 

σ 

√n 

σ 

√n 

σ 

√n 

0 

0 

0 

√n 

S 

√n 

S 

√n 

0 

0 

0 

S 
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 های کوچک :برای نمونه 𝛍ی برآورد فاصله

 این دردیگر نرمال نخواهد بود و به توزیع جامعه بستگی دارد.  xای ی نمونه کوچک باشد، توزیع نمونهوقتی اندازه

ی تصادفی به ، برای نمونهآوریم. وقتی جامعه نرمال باشدی نرمال بدست میحالت حدود اطمینان را برای جامعه

 ( درجه آزادی است.n - 1با ) t، متغیرّ تصادفی              دارای توزیع Sو انحراف معیار  xبا میانگین  nی اندازه

 

      باشد، عبارت است از : n < 32( وقتی α - 1با ضریب اطمینان ) μدر اینصورت حدود اطمینان 

    . ) 1 -n  , α ( t - x = L 

    . ) 1 -n  , α ( t + x = V 

نامعلوم  σی فوق برای زمانی است که ( درجه آزادی است. رابطهn - 1)با  tتوزیع ی %       نقطه n  , α ( t- 1 ( که 

 μ دارای توزیع نرمال استاندارد خواهد بود و حدود اطمینان            معلوم باشد، متغیّر تصادفی  σباشد؛ اماّ اگر 

 آید :ی زیر بدست میاز رابطه

           .α z - x = L 

     .α z + x = V 

 ی غیرنرمال : در جامعه 𝛍حدود اطمینان 

توان بیان کرد، بلکه تقریباً نمی α - 1دقیقاً  حدود اطمینان را وقتی جامعه دقیقاً نرمال نباشد، با ضریب اطمینانِ

α - 1 آید :ی زیر بدست میز رابطهکنند و ابیان می  

    . ) 1 -n  , α ( t - x = L 

    . ) 1 -n  , α ( t + x = V 

* 

 

μ - x 

√n 

S 

S 

√n 

S 

√n 

0 

0 

0 

α 

0 

σ 

√n 

σ 

√n 

0 

0 

μ - x 

√n 

S 

σ 

 
√n 

σ 

 
√n 

0 

0 

661/1 = 13,  26/2t 546/1 = 26/2z 

131/0 = 16,  206/2t 665/0 = 226/2z 

 95/1 = 206/2z 
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استخراج شده است.  0σو واریانس μی نامتناهی با میانگین از جامعه n = 122ی ی تصادفی به اندازهنمونه مثال :

که در زیر داده شده،  σبرای مقادیر مختلف  μطای برآورد اطمینان قضاوت کنیم، حدّاکثر خ %96اگر بخواهیم با 

 چقدر است؟

 σ = 12الف( 

 σ = 122ب( 

 325/3 =                     35/3 = α                  %95 = α - 6  

 الف(

     .α z = d 

     .325/3 z = d 

 × 91/6 = d 

 

  (ب

     .α z = d 

     .253/3 z = d 

 × 91/6 = d 

 

 

 

 

 

 

α 
2 

σ 

√n 0 

63 
√633 
63 

√633 
90/0  = 

√n 0 

633 
√633 
633 

√633 
0/09  = 

σ 
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را ثبت کردیم. میانگین تایی از کارمندان یک شرکت انتخاب و حقوق ماهیانه آنها 122ی تصادفی یک نمونه مثال :

 ها بشرح زیر است.و انحراف معیار حقوق

1 = x 

039 = S 

 درصدی برای میانگین حقوق کارمندان بسازید : 96یک فاصله اطمینان  

 

 325/3 =                     35/3 = α                  %95 = α - 6  

 

V   >    μ    >   L 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

84/47    >    𝛍     >   84/45- 

 

 

 

 

 

α 
2 

 .α z - x 

 

 .α z + x 

 

√n 

S 

√n 

S 

0 0 

 .325/3 z - 6 

 

 .325/3 z + 6 

 

√n 

S 

√n 

S 

 .91/6 - 6 

 

 .91/6 + 6 

 

√633 
239 

√633 
239 
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ی پست ی ادارهدر روزی خاص که بوسیله بسته n = 422ی ای به اندازهمبالغ هزینه پستی برای نمونه مثال :

  ای عبارت است از :اند، ثبت شده است. میانگین و انحراف معیار نمونهجابجا شده

6/354 = x 

069 = S 

 را برآورد کنید. xانحراف معیار الف( 

 درصدی برای میانگین بیابید. 96ب( یک فاصله اطمینان 

 گین بیابید.درصدی برای میان 92( یک فاصله اطمینان ج

 

 الف(                    

 

 

 ب(

 325/3 =                     35/3 = α                  %95 = α - 6  

 

V   >    μ    >   L 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

682/396    >    𝛍    >   308/339 

= x σ 
n 

S 259 
= = 95/02 

433 

 

α 

2 

 .α z - x 

 

 .α z + x 

 

√n 

S 

√n 

S 

0 0 

 .325/3 z - 1/314 

 

 .325/3 z + 1/314 

 

√n 

S 

√n 

S 

 (95/62) × 91/6 - 1/314 

 

 (95/62) × 91/6 + 1/314 
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 (ج

 35/3 =                     6/3 = α                  %93 = α - 6  

 

V   >    μ    >   L 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

380            >    𝛍      >           4/343 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α 

2 

 .α z - x 

 

 .α z + x 

 

√n 

S 

√n 

S 

0 0 

 .35/3 z - 1/314 

 

 .35/3 z + 1/314 

 

√n 

S 

√n 

S 

 (95/62) × 145/6 - 1/314 

 

 (95/62) × 145/6 + 1/314 
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فی از ی تصادکند. نمونهن زمان انجام کاری مشخّص بررسی میپژوهشگری تأثیر روشی خاص را بر میانگی مثال :

اند. فرض کنید زمان دقیقه انجام داده 5/3دقیقه با انحراف معیار  9/06گروه این کار را بطور متوسطّ در زمان  15

ی اصلهیک فکند که تقریباً نرمال است. برای میانگین زمان انجام کار با این روش انجام کار از توزیعی پیروی می

 ای را تحلیل کنید.درصدی درنظر گرفته و برآورد فاصله 96اطمینان 

 

 325/3 =                     35/3 = α                  %95 = α - 6  

 

V   >    μ    >   L 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

808/27    >    𝛍    >   982/23 

 باشد.می 808/27و  982/23، میانگین جامعه بین %95با ضریب اطمینان 

 

 

 

 

 

 

α 

2 

× 1 - n,    α t - x 

 

× 1 - n,    α t + x 

 

√n 

S 

√n 

S 

0 0 

× 65,  325/3 t - 9/25 

 

× 65,  325/3 t + 9/25 

 

√n 

S 

√n 

S 

× 636/2 - 9/25 

 

× 636/2 + 9/25 

 

√61 

1/3 

√61 

1/3 
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برای بررسی قانون جدید حدّاقل دستمزد برای اعضای  .اندی صنفیتعداد زیادی شرکت عضو یک اتّحادیه مثال :

رای گیرند را برآورد کنیم. بمی های عضو دستمزد ساعتیخواهیم میانگین تعداد کارکنان که در شرکتاتّحادیه، می

های عضو انتخاب کرده و تعداد کارکنان هر شرکت را ثبت از شرکت 006ی ی تصادفی به اندازهنمونهاین منظور 

  کنیم. میانگین و انحراف معیار نمونه بصورت زیر است :می

31/8 = x 

8/4 = S 

 ورید :درصدی برای میانگین جامعه بدست آ 99یک فاصله اطمینان  

 

 335/3 =                     36/3 = α                  %99 = α - 6  

 

V   >    μ    >   L 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

03/9    >    𝛍     >   49/7 

 

 

 

 

α 
2 

 .α z - x 

 

 .α z + x 

 

√n 

S 

√n 

S 

0 0 

 .335/3 z - 36/8 

 

 .335/3 z + 36/8 

 

√n 

S 

√n 

S 

× 511/2 - 36/8 

 

× 511/2 + 36/8 

 

√225 

8/4 

√225 

8/4 
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های کامپیوتری را در سال گذشته برآورد عادی شرکت خواهد میانگین درآمد سهاممی صنعت کامپیوتر یک نشریه

که درآمد عادی  های کامپیوتری استخراج شده استشرکت از بین شرکت n = 14تصادفی به اندازه  کند. نمونه

 ها بصورت زیر است :این شرکت

36/8  ،38/31 ، 60/5-  ،86/04 ، 46/8-  ،68/16 ، 16/3-  ،02/6 ، 46/16  ،83/04 ، 36/2 ، 08/11 ، 

 58/05و  21/01

کند که از نرمال بودن انحراف زیادی ندارد. برای فرض کنید درآمد سهام عادی از توزیع غیرنرمال پیروی می

  ایجاد کنید. %92میانگین درآمد سهام یک فاصله اطمینان 
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x  =  
   

 

  

   

 

 

 

 

 

 

 

  

   

 

 

 

64
 

∑ x i 

n
 

i =  6 22/02  =  

 

 

i = 1 

∑    x i   -  

1 - n 
S 0  =  

n
 

n
 x i 

n 

) ( 
0

 

0
 

31/8 +  38/36 +  52/1- +  81/24 +  41/8- +  18/61 +  65/3- +  23/1 +  45/65 +  83/24 +  35/3 +  28/66 +  36/26 +  18/21 

 6 - 64 

S 0  =  

 (31/616 )  

64 
 

-  

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

2
 

63 
S 0  =  

29212 

64 
 

2/4336 -  

63 
S 0  =  

6/2393 - 2/4336 

 

= 69/076    

 

31/8 +  38/36 +  52/1- +  81/24 +  41/8- +  18/61 +  65/3- +  23/1 +  45/65 +  83/24 +  35/3 +  28/66 +  36/26 +  18/21 

 64 
= 

 

 

S =  46/03  

i = 1 

∑ 



 

1 

 

22/62 = x 

34/63 = S 

64 = n 

 35/3 =                     6/3 = α                  %93 = α - 6  

 

V   >    μ    >   L 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

>    μ    > 

 

39/08    >    𝛍    >   64/0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α 

2 

× 1 - n,    α t - x 

 

× 1 - n,    α t + x 

 

√n 

S 

√n 

S 

0 0 

× 63,  35/3 t - 22/62 

 

× 63,  35/3 t + 22/62 

 

√n 

S 

√n 

S 

× 116/6 - 22/62 

 

× 116/6 + 22/62 

 

√64 

34/63 

√64 

34/63 
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 ای نسبت جامعه : رد نقطهبرآو

ی تعداد عناصر این نمونه باشد، که دارای مشخصّه Xتایی بطور تصادفی از یک جامعه انتخاب کنیم و  nی اگر نمونه

هاست. میانگین نسبت به سایر برآوردکننده p بهترین برآوردکننده p =        ای یعنی مورد نظر است، نسبت نمونه

 آید.ی زیر بدست میاز رابطه pی و واریانس آماره

p = (p) E 

= 0σ  

 :  0σی برآوردکننده

 شود :هم نامعلوم است و بصورت زیر برآورد می 0σمعلوم نباشد،  pاگر نسبت جامعه 

 

= 0S  

  

 های بزرگ :برای نمونه pخطای برآورد 

 شود و احتمال زیر برای مقدار خطا برقرار است :تعریف می p - p | = d |این خطا بصورت 

α - 1 = (x S . α z  >d)P  

 های بزرگ برابر است با :برای نمونه pای و برآورد فاصله

 

>   μ   > 

 

 

 

 

 

n 
X 

p n 

(p - 1) p 

n 

p.q 
= 

p n 

(p - 1) p 

n 

(p - 1) p 

 

 = p S 

0 

 .α z - p 

 

 .α z + p 

 

0 0 
n 

(p - 1) p 

 
n 

(p - 1) p 
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انتخاب شد که  جفت 422ی ای به اندازهاند، نمونههایی که طیّ یک فرآیند مشخّص تولید شدهاز کفش مثال :

های معیوبی که درصدی برای نسبت کفش 96ی اطمینان ی معیوب قرار گرفتند. یک فاصلهجفت آنها در رده 41

 اند، بدست آورید :تحت این فرآیند تولید شده

 

= p  

 

 

 325/3 =                     35/3 = α                  %95 = α - 6  

 

 

>   μ   > 

 

>   μ   > 

 

0309/ 6  >   𝛍   >    6730/6 

 

 

 

 

 

 

 

433 
46 

433 

 

(6325/3 - 6) × 6325/3 
 = p S 

6325/3 =  

605/6 =  

α 
2 

 .α z - p 

 

 .α z + p 

 

0 0 n 

(p - 1) p 

 
n 

(p - 1) p 

 

 (653/3) × 91/6 - 6325/3 

 

 (653/3) × 91/6 + 6325/3 
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هایی که نسبت به شرکت pعضو را برای تعیین برآورد  122ی تصادفی از ی صنفی نمونهیک اتّحادیه مثال :

 نیمه وقت باشند، شرکت دارای کارکنان  12کند. اگر در این نمونه کارکنان نیمه وقت ندارند انتخاب می

 را برآورد کنید. pالف( مقدار 

 بدست آورید. pدرصدی برای  96ی اطمینان ب( یک فاصله

 

        =          = p  

 

 

 325/3 =                     35/3 = α                  %95 = α - 6  

 

 

>   μ   > 

 

>   μ   > 

 

   858/6  >   𝛍   >     308/6 - 

 

 

 

 

 

633 
93 9/3  

633 

 

(9/3 - 6) × 9/3 
 = p S 63/6 =  

α 
2 

 .α z - p 

 

 .α z + p 

 

0 0 
n 

(p - 1) p 

 
n 

(p - 1) p 

 

 (3/3) × 91/6 - 9/3 

 

 (3/3) × 91/6 + 9/3 
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