
 

تحلیل آماری 
 جزوه 

 
  

 



 

 دو -آزمون کای 



سأله   صيلان دوره دكتري مديريت كه   1م سازمان هاي تحقيقاتي بين المللي تعداد فارغ التح ( طبق گزارش يكي از 

نفر   30مي باشد. در بررسي كه روي    2و  3و 5جذب دانشگاه ها و موسسات دولتي و خصوصي مي شوند به نسبت        

نفر در  5نفر دن ها در دانشييگاه ها و  20از فارغ التحصيييلان دوره دكتري مديريت به لمآ دمد ملاه ه گرديد كه 

سسات دولتي و    شغول اند. ديا با اهتمال        5مو صي بكار م سسات خصو مي توان اظهار ن ر نمود كه  %95نفر در مو

 حصيلان دكتري مديريت در ايران مطابق استانداردهاي بين المللي مي باشد؟نسبت جذب فارغ الت

 دو –( اين مسأله مربوط مي شود به آزمون كاي 1توجه 

، 5( تعداد فارغ التحصيلان دوره دكتري مديريت كه جذب دانشگاه ها و موسسات دولتي و خصوص مي شوند به نسبت 2توجه 

 مي گويند(. iFفراواني مطلق يا  2و  3، 5مي باشد ) به اعداد  2و  3

 ( جمع فراواني مطلق را محاسبه مي كنيم.3توجه

∑ 𝐹𝑖 = 10 

صيل دوره دكتري   30( از اين 4توجه شگاه ها و   20نفر فارغ التح سات دولتي و     5نفر در دان س سات     5نفر در مو س نفر در مو

 (oFخصوصي مشغول به كارند ) اين آمارها را چون ديده ايم اسمش را مي گذاريم فراواني مشاهده شده 

∑ 𝐹𝑜 = 30 

 دو استفاده كنيم.-گفته اند مجبور هستيم از آزمون كاي( چون در اين مسأله فراواني هاي مشاهده را 5توجه 

 ( براي اجراي آزمون، فراواني نسبي يا احتمال تجربي را پيدا مي كنيم ) فراواني مطلق تقسيم بر جمع فراواني ها(.6توجه

𝐹𝑖 = 𝑃 =
𝐹𝑖

∑ 𝐹𝑖
 

ياز داريم. به فراواني نظري،    eF( براي اجراي آزمون به فراواني نظري )  7توجه   فراواني مورد منتظره يا فراواني مورد انتظار   ( ن

 نيز مي گويند.

 احتمال تجربي* تعداد = فراواني نظري

Fe = 𝑛 ∗ 𝑝 

 دو جمع فراواني نظري با جمع فراواني مشاهده اي برابر است.-( در آزمون كاي8توجه 

رسانيم و حاصل را بر فراواني نظري تقسيم مي  2( فراواني هاي مشاهده شده را منهاي فراواني نظري مي كنيم، به توان 9توجه 

 مي كنيم.

(𝐹𝑜 − 𝐹𝑒)2

𝐹𝑒
 



دو پيدا مي كنيم. اين جدول در -دو جدول نياز داريم. جدول را از روي سططططا كاي-به كاي 𝑥2( براي اجراي آزمون 10توجه 

 اختيار است.

 را محاسبه مي كنيم. 𝑥2دو جدول -كاي( 11توجه 

 نيم.الف( درجه آزادي را پيدا مي ك

v= R (تعداد سطر)-2=1-3=1 

 ب( درصد اشتباه را پيدا مي كنيم.

P= 1- γ= 1- 0.95=0.05 

df 0.10 0.05 0.02 0.01 0.001 

2 4.60 5.99147 7.82 9.21 13.82 

 

(𝐹𝑜 − 𝐹𝑒)2

𝐹𝑒
 Fe=n.p 𝐹𝑖 = 𝑃 =

𝐹𝑖

∑ 𝐹𝑖
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𝑥2 = ∑
(𝐹𝑜 − 𝐹𝑒)2

𝐹𝑒
= 3.59 n=30 1 30 ∑ 𝐹𝑖 = 10 

 

 مورد تأييد است. °𝐻دو جدول باشد، فرض -دو محاسبه شده كوچكتر از كاي -( اگر كاي12توجه 

𝑥2 محاسبه شده  < 𝑥2 جدول   𝐻°: 𝐹𝑜 = Fe 

 نظري.فراواني هاي مشاهده شده برابر فراواني هاي عبارت است از  °𝐻فرض 

عبارت اسططت با   𝐻1 مورد تأييد اسططت. 𝐻1دو جدول باشططد فرض -محاسططبه شططده بزر  تر و مسططاوي كاي  𝑥2( اگر 13توجه 

 فراواني هاي مشاهده شده نامساوي فراواني هاي نظري. 

𝑥2 ≥ 𝑥2   H1: 𝐹𝑜 ≠ Fe 

 تصميم گيري آماري

 مورد تأييد است. °𝐻جدول است فرض  𝑥2محاسبه شده كمتر از  𝑥2چون در اين مسأله 

𝑥2 < 𝑥2                   𝐻°:  Fo = Fe                 3.59 < 5.99147 



تانداردهاي  مي توان اظهار نظر كرد نسططبت جذب فارغ التحصططيلان دكتري مديريت در ايران مطابق اسطط %95ن ايعني با اطمين

 بين المللي مي باشد.

 )فرض خنثي(: فرض خنثي يا فرض عدم تفاوت را فرض خنثي مي گويند. °𝐻( تعريف عملياتي فرض 14توجه 

 مي گويند. 1H( فرض تفاوت را فرض 15توجه 

 

ر دنفر زن و مرد كه تحصيلات دانشگاهي دارند به تصادف انتخاب مي شوند. درجات تحصيلي دن ها       100 (2مسأله  

كاي      به كمآ دزمون  با اهتمال       -جدول زير منعكس اسييت.  كه  يد  ماي بين نوع جنس و درجات   %95دو تحقيق ن

 تحصيلي بستگي دارد يا اين دو صفت مستقآ مي باشند.

 دكتري فوق ليسانس ليسانس جمع
 درجه تحصيلي

 جنس

 مرد 15 20 25 60

 زن 5 10 25 40

 جمع 20 30 50 100

 

فراواني هاي مشططاهده شططده جزو  1دو؛ زيرا در اين مسططأله جدول توافقي-( اين مسططأله مربوط مي شططود به آزمون كاي1توجه 

 است. معلومات

 ( به اين جدول، جدول توافقي فراواني هاي مشاهده شده مي گويند.2توجه 

 دو به جدول توافقي فراواني هاي نظري نياز داريم.-( براي اجراي آزمون كاي3توجه 

 دكتري فوق ليسانس ليسانس جمع
 درجه تحصيلي

 جنس

60 50 × 0.6 = 30 30 × 0.6 = 18 20 × 0.6 =  مرد 12

40 50 × 0.4 = 20 30 × 0.4 = 12 20 × 0.4 =  زن 8

 جمع 20 30 50 100

 

Men Percent = 
60

100
= 0.6 

Women Percent= 
40

100
= 0.4  

 جدول را پيدا مي كنيم. 𝑥2( 4توجه 

                                                           
 جدول دو مرحله اي يا جدول دو جانبه اي هم گفته مي شود.به جدول توافقي،  1

 نظري مي گويند.به اين جدول، جدول توافقي فراواني هاي 



 الف( درجه آزادي را پيدا مي كنيم.

V= (R-1)(C-1)= (2-1)(3-1)=2 

 ب( درصد اشتباه را پيدا مي كنيم.

P= 1- γ= 1- 0.95=0.05 

df 0.10 0.05 0.02 0.01 0.001 

2 4.60 5.99147 7.82 9.21 13.82 

 

(𝐹𝑜 − 𝐹𝑒)2
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𝑥2 = ∑
(𝐹𝑜 − 𝐹𝑒)2

𝐹𝑒
= 4.50   

 

𝑥2 < 𝑥2 

𝐻°: Fo = Fe 

4.50 < 5.99147 

ست و با احتمال   ستگي وجود ندارد و دو صفت جنس و درجات     بين نوع جنس  %95يعني تفاوت معنادار ا و درجات تحصيلي ب

 تحصيلي، دو صفت مستقل مي باشند.

 

  



 

 آزمون های دامنه دار



سأله   سه بازرگاني   1م س ضه مي كند كه كاهش وزن براي يآ دوره   ( يآ مو يآ نوع داروي كاهش وزن به بازار لر

شخص )مثلاً   سه از اين       6  كيلوگرم و انحراف معيار 12ماه( داراي توزيع نرمال با ميانگين  3م س ست. مو كيلوگرم ا

شود. نتيجه به كارخانه          بابت صاب گزارش مي  ست به جز در مواردي كه ناراهتي ال ضي ا سيار را سازنده دارو  ب

سازنده دارو ادلا مي كند كه مي تواند به تركيب اين دارو ماده ديگري بيفزايد، بدون      ست. كارخانه  شده ا منعكس 

صحت ادلا از بين       شد. به من ور بررسي  شته با اينكه ميانگين كاهش وزن را تغيير دهد، لوارض جنبي قبلي را ندا

كيلوگرم   9نفر انتخاب گرديد كه ميانگين وزن دن ها       n=9 اسييتفاده كنندگان تركيب جديد يآ نمونه به هج           

ساس اين نمونه مي توان گفت كه ميانگين كاهش وزن جامعه جديد همان     ست دمد. ديا بر ا ست؟   12بد  كيلوگرم ا

=∝) با فرض اينكه واريانس كاهش وزن تغيير نكرده باشد( دزمون را در سطح اهتمال  𝟎.  انجام دهيد. 𝟎𝟓

 مسأله توجه هاي زير را در نظر مي گيريم: براي حل اين

 ( در جامعه نرمال.°𝜇)با عدد دلخواه  (𝜇( اين مسأله مربوط مي شود به آزمون مقايسه ميانگين نامعلوم )1توجه 

 انحراف معيار جامعه مي گويند. δ( به 2توجه 

 واريانس جامعه مي گويند. 𝛿2به                 

 انحراف معيار نمونه مي گويند. Sبه                 

 واريانس نمونه مي گويند. 𝑆2به                 

ست. براي اينكه به     3توجه  ست. ولي انحراف معيار نمونه نامعلوم ا سأله واريانس جامعه و انحراف معيار جامعه معلوم ا ( در اين م

 اين مسأله جواب دهيم، تعاريف زير را انجام مي دهيم.

صميم آما 4توجه  صميم گرفت. به اين     ( ت ست آمده از نمونه ها بايد درباره جامعه ت شتر اوقات بر پايه اطلاعات و ارقام بد ري: بي

 طريق تصميمات، تصميمات آماري مي گويند.

احتمال دارد بر اساس ارقام نمونه درباره اينكه آيا سرم جديد در معالجه بيماري معيني واقعاً موثر است، اتخاذ تصميم      (5توجه 

 ردد.گ

 تعداد نمونه مي گويند. n( به 6توجه 

 فرضيه صفر يا فرضيه عدم تفاوت يا فرضيه خنثي گفته مي شود. °𝐻به                 

 فرضيه تفاوت گفته مي شود. 𝐻1به                 

 بيان مي شود.( فرضيه آماري، گزاره يا گماني است كه درباره قوانين توزيع كميت هاي تصادفي و يا پارامترهاي آن 7توجه 

ضيه            8توجه  صميم به رد يا قبول فر شده، ت شاهدات انجام  ساس م ست كه بر طبق آن بر ا ستوري ا ( آزمون آماري، قانون يا د

 مورد نظر گرفته مي شود.



ضيه    9توجه  ست، يكي فر ست و ديگري فرض       °𝐻( در آزمون آماري دو فرض ا ضيه خنثي ا ضيه عدم تفاوت يا فر كه همان فر

 مي باشد. 𝐻1مان مخالف يا ه

(𝜇( ميانگين حقيقي جامعه و )𝜇°.ميانگين فرضي جامعه است ) 

𝐻°: 𝜇 =  𝜇°                                                   𝐻°: 𝜇 ≤ 𝜇°                                                 𝐻°: 𝜇 ≥ 𝜇° 

𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇°                                                   𝐻1: 𝜇 > 𝜇°                                                 𝐻1: 𝜇 < 𝜇°   

در مورد ملاك هاي آزمون، احتمال متناظر با حوادثي كه در شططرايم مورد  ( سطططا احتمال با سطططا معنادار بودن:   10توجه 

سي وقوع آن ها غير ممكن ف  سطا معنادار بودن ناميده و آن را با      برر سطا احتمال و يا  ست،  شده ا شان مي دهيم و    ∝رض  ن

 و ... باشد. 0.01، 0.05دارد. خطاي مجاز مي توانيد  ∝بسته به نوع مسأله و آزمون 

ا ناحيه پذيرش يا   ( ناحيه پذيرش يا ناحيه مقادير مجاز: مقاديري از ملاك آزمون كه در ناحيه بحراني قرار نمي گيرد ر      11توجه 

 ناحيه مقادير مجاز مي گويند.

 ( اين مسأله اي كه در بالا گفتيم مربوط مي شود به آزمون دو طرفه يا آزمون دو دامنه.12توجه 

( آزمون دوطرفه يا دو دامنه: اگر براي يك ملاك آزمون، ناحيه بحراني در طرفين فاصططله اعتماد )اطمينان( تشططكيل   13توجه 

 را دوطرفه يا دو دامنه مي گوييم.گردد، آزمون 

 بصورت زير تعريف مي شوند. 𝐻1و  °𝐻( در آزمون هاي دو طرفه، فرضيه هاي آماري، 14توجه 

𝐻°: 𝜇 =  𝜇°                                                    

𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇°                                                   

 در طرفين بصورت شكل زير است. ∝( سطا احتمال 15توجه 

 

 : سطح اهتمال دلفا در طرفين1 شكآ

 ( ناحيه بحراني در آزمون هاي دو دامنه بصورت زير است:16توجه 

𝑊 (𝑍 < −𝑍1−
∝

2
 , ∞ Or 𝑍 > 𝑍1−

∝

2
 , ∞)     Or      𝑊 (𝑇 < −𝑇1−

∝

2
 , 𝑛 − 1 Or 𝑇 > 𝑇1−

∝

2
 , 𝑛 − 1) 

  

 راه تشخيص دزمون دو طرفه



 ( آماره آزمون را بنويسيد.17توجه 

𝑄𝑐 =  
�̅�−𝜇°

𝑆

√𝑛

         Or        𝑄𝑐 =  
�̅�−𝜇°

𝛿

√𝑛

 

 

 چگونگي قضاوت:( 18توجه 

 رد نمي شود. 𝐻1عضو ناحيه بحراني باشد فرض  𝑄𝑐اگر 

 رد نمي شود. °𝐻عضو ناحيه بحراني نباشد فرض  𝑄𝑐اگر 

ضيه   ( خطاي نوع اول: 19توجه  شد و ما دن را رد كني    °𝑯هرگاه فر ست با شده ايم كه آن را خطاي   در مرتكب خطايي 

 نشان مي دهيم. ∝حتمال اين خطا را با نوع اول يا اشتباه نوع اول ناميده و ا

ديگري شده ايم كه آن را   مرتكب خطاييدرست نباشد و ما دن را بپذيري     °𝑯هرگاه فرضيه   ( خطاي نوع دوم: 20توجه 

 نشان مي دهيم. βخطاي نوع دوم يا اشتباه نوع دوم ناميده و احتمال اين خطا را با 

 براي حل مسأله:

𝐻°: 𝜇 =  𝜇°  = 12                                                  

𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇° ≠12                                                 

 چون انحراف معيار جامعه معلوم است از فرمول زير استفاده مي شود:

      𝑄𝑐 =  
𝑥 − 𝜇°

𝛿

√𝑛

=
9 − 12

6

√9

= −1.5 

صورت     𝜇° ≠12كه  𝐻1با توجه به فرض  ست، در آزمون دو دامنه ناحيه بحراني يا ب صورت     Zآزمون دو دامنه ا ست و يا ب  Tا

 است. ∞بكار مي رود و درجه آزادي  Zولي چون در اينجا واريانس يا انحراف معيار جامعه معلوم است در ناحيه بحراني 

𝑊 (𝑍 < −𝑍
1−

∝
2

,∞
𝑍 يا  > 𝑍

1−
∝
2

,∞
) 

 معلوم است.چون دو دامنه است و انحراف معيار جامعه 

𝑍
1−

∝
2

,∞
= 𝑍

1−
0.05

2
,∞

= 𝑍1−0.25,∞ = 𝑍0.975,∞ = 1.96 

𝑊 (𝑍 < 𝑍   يا   1.96− > 1.96) 

 

 مقدار عددي ملاك آزمون

 ميانگين نمونه

 ميانگين فرضي

 انحراف معير نمونه

 تعداد نمونه

 انحراف معيار جامعه



 

 W 𝑄c∋رد نمي شود.                                                     °𝐻عضو ناحيه بحراني نيست فرض 𝑄𝑐 تصميم آماري: چون 

بدين ترتيب ادعاي كارخانه سططازنده رد نمي شططود. يعني ميانگين كاهش وزن تركيب جديد بر اسططاس اين نمونه تا بررسططي    

 گرفت. يعني رضايت موسسه را تأمين مي كند. kg 12مجددي صورت نگرفته است را مي توان برابر 

  



 دزمون يآ طرفه راست

در طرف راسططت فاصططله اعتماد تشططكيل گردد، آزمون را يك طرفه يا يك   اگر براي يك ملاك آزمون ناحيه بحراني  (21توجه 

 دامنه راست مي گويند.

 ( در آزمون يك طرف راست يا يك دامنه راست فرضيه هاي آماري به شرح ذيل است:22توجه 

𝐻°: 𝜇 ≤ 𝜇°                                                  

𝐻1: 𝜇 > 𝜇°                                                 

 ( آماره آزمون 23توجه 

      𝑄𝑐 =  
�̅�−𝜇°

𝛿

√𝑛

𝑄𝑐 يا      =  
�̅�−𝜇°

𝑆

√𝑛

 

 راست به شرح ذيل است: سمتدر  ∝( سطا احتمال 24توجه 

 

 

 

 

 ( ناحيه بحراني25توجه 

𝑊(𝑍 > 𝑍1−∝,∞ ) 

𝑇(𝑇 > 𝑇1−∝,𝑛−1 ) 

 ( چگونگي قضاوت:26توجه 

∈W 𝑄c              

 

∈W 𝑄c 

 

 

 

 

 راه تشخيص يآ طرف راست

 رد نمي شود. 𝑯𝟏فرض 

 رد نمي شود. 𝑯𝟎فرض 

 : سطح اهتمال دلفا در سمت راست2 شكآ



سأله   سنين بين   (2م سط     29تا  18فرض مي كني  قد زنان در  و انحراف   160cmسال داراي توزيع نرمال با متو

𝛅معيار  = 𝟓𝒄𝒎    شد. يآ نمونه به هج 𝒏با = صادف        𝟑𝟔 سلامي را به ت شگاه دزاد ا شجويان دختر دان نفر از دان

دمد. ديا مي توان گفت كه قد كليه دانشييجويان دختر          بدسييت  �̅�=162cmانتخاب كردي  كه متوسييط قد دنان     

 دانشگاه دزاد اسلامي از متوسط قد زنان در جامعه ايران بيشتر است.

𝐻°: 𝜇 ≤ 𝜇° =160                                                 

𝐻1: 𝜇 > 𝜇°=160                                                 

      𝑄𝑐 =  
𝑥 − 𝜇°

𝛿

√𝑛

=
162 − 160

5

√36

= 2.4 

( بكار مي رود و  Z( معلوم اسييت در ناهيه بحراني )  S( يا واريانس جامعه )    𝛅هر وقت ديديد انحراف معيار جامع )      

 ( است.∞درجه دزادي )

 

𝑊(𝑍 < 𝑍1−∝,∞ ) 

𝑊(𝑍 < 𝑍1−0.05,∞ ) 

𝑍1−0.05,∞ = 𝑍0.95,∞ = 1.645 

 رد مي شود يعني مي گوييم كه ميانگين قد دانشجويان دختر از ميانگين قد زنان ايران بيشتر است. °𝐻فرض 

 

 

 

 

 

 دزمون يآ طرفه چپ



تشكيل گردد، آزمون يك طرفه يا يك دامنه طرف چپ مي اگر براي ملاك آزمون ناحيه بحراني در طرف چپ فاصله اعتماد 

 گوييم.

 ( فرضيه هاي آماري در آزمون يك طرفه چپ به شرح ذيل است.27توجه 

𝐻°: 𝜇 ≥ 𝜇°                                                  

𝐻1: 𝜇 < 𝜇°                                                 

 ( آماره آزمون 28توجه 

      𝑄𝑐 =  
�̅�−𝜇°

𝛿

√𝑛

𝑄𝑐 يا      =  
�̅�−𝜇°

𝑆

√𝑛

 

 در سمت چپ قرار دارد. ∝( سطا احتمال 29توجه 

 

 : سطح اهتمال دلفا در چپ3 شكآ

 به شرح ذيل مي باشد.( ناحيه بحراني در آزمون يك طرفه چپ 30توجه 

𝑊(𝑍 < −𝑍1−∝,∞ ) 

𝑇(𝑇 < −𝑇1−∝,𝑛−1 ) 

 چگونگي قضاوت:

 

∈W 𝑄c              

 

∈W 𝑄c 

 

 چپراه تشخيص يآ طرف 

 رد نمي شود. 𝑯𝟎فرض 

 رد نمي شود. 𝑯𝟏فرض 



سأله   شگاه با يآ روش امتحان داراي توزيع         (3م سابداري دان شته مديريت و ه شجويان ر نمرات درس دمار دان

𝛅𝟐و  °𝝁  13=نرمال با  = ست. با اين روش        𝟐𝟓 شده ا شته در روش امتحان تغييراتي داده  ست. در ترم گذ بوده ا

𝒏جديد، متوسييط نمرات    = يانگين نمرات              �̅�=12و  𝟒𝟗 جديد، م با روش  كه  يا مي توان گفت  بدسييت دمد. د

=∝دانشجويان كمتر مي شود. دزمون را در سطح اهتمال  𝟎.  انجام دهيد. 𝟎𝟓

𝐻°: 𝜇 ≥ 𝜇° =13                                                 

𝐻1: 𝜇 < 𝜇° =13                                                

      𝑄𝑐 =  
𝑥 − 𝜇°

𝛿

√𝑛

=
12 − 13

√25

√49

= −1.4 

 معلوم است. δاستفاده مي شود چراكه  Zاز 

𝑊(𝑍 < −𝑍1−∝,∞ ) 

−𝑍1−∝,∞ = −𝑍1−0.05,∞ = −𝑍0.95,∞ = −1.645  

 

 

 ( چگونگي قضاوت31توجه 

∈W 𝑄c 

 

رد نمي شود يعني با روش جديد امتحان ديگري به عمل نيامده است،    °𝐻عضو ناحيه بحراني نيست فرض   𝑄𝑐 چون 

فرضيه يكسان بودن ميانگين نمرات درس آمار دانشجويان رشته مديريت و حسابداري را با اين روش مي پذيريم.

 رد نمي شود. 𝑯𝟎فرض 



 (                        32توجه بسيار مه  

              

 

 

 (                         33توجه بسيار مه  

 

 

 

 

          (33توجه بسيار مه  

          

واريانس جامعه و اگر 

انحراف معيار جامعه 

 معلوم باشد

𝑛 ≥ 30 

𝑛 < 30 

 𝛅در دماره دزمون 

 بكار مي رود

 Zدر ناهيه بحراني 

 بكار مي رود.

 است ∞درجه دزاد 

و  نمونهاگر واريانس 

 نمونهانحراف معيار 

 معلوم باشد

𝑛 ≥   𝑺در دماره دزمون  30

 بكار مي رود

 Zدر ناهيه بحراني 

 بكار مي رود.

 است ∞درجه دزاد 

و  نمونهاگر واريانس 

 نمونهانحراف معيار 

 معلوم باشد

 

  𝑺در دماره دزمون 

 بكار مي رود

  Tدر ناهيه بحراني 

 بكار مي رود.

𝒏درجه دزاد  − 𝟏  

 است

𝑛 < 30 



سأله   ست را در پاكت هاي      (4م ستوريزه، ما شير پا ضه مي كند و ادلا        1kgكارخانه  شود لر ستگاه خودكار پر مي  سط د تو

پاكت  n=9است. به من ور دزمون صحت ادلاي كارخانه، نمونه اي به هج   g 1000دارد كه وزن خالص اين پاكت ها كمتر از 

𝑺و   �̅�= 988 kgرا انتخاب كرده اي  كه ميانيگين نمونه  = 𝟏𝟐𝒈     سطح اهتمال ست دمد. دزمون در  =∝بد 𝟎. انجام   𝟎𝟏

 دهيد.

𝐻°: 𝜇 ≥ 𝜇° =1000                                                 

𝐻1: 𝜇 < 𝜇° =1000 

𝑄𝑐 =  
�̅� − 𝜇°

𝑆

√𝑛

=
988 − 1000

12

√9

=
−12

12
3

= −𝟑 

𝑇(𝑇 < −𝑇1−∝,𝑛−1 ) 

−𝑇1−∝,𝑛−1 = −𝑇1−0.01,9−1 = −𝑇0.998و = −𝟐. 𝟗𝟎 

𝑾 = (𝑻 < −2. 𝟗𝟎) 

 

 رد مي شود يعني نمي توان ادعاي كارخانه را پذيرفت. 𝐻0رد نمي شود. پس فرض  𝐻1فرض 

 

  



 علامتآزمون های 



اه مختلف است كه با توجه م( داده هاي زير ميزان بدهي هاي جاري شركتي بر هسب ميليون تومان در انتهاي چهآ 1مسأله 

 به ترازهاي دزمايشي بدست دمده است.

35 40 39 46 28 45 56 36 50 39 

51 27 37 52 60 35 70 42 80 31 

35 37 42 30 37 42 52 61 54 61 

36 34 50 45 52 60 55 39 32 42 

 

شركت بيش از   ست. با دزمون للامت  38بانآ ادلا مي كند كه ميانگين بدهي هاي جاري  صحت ادلاي   2ميليون تومان ا  ،

 با فرض اينكه جامعه غير نرمال است، دزمون كنيد.  0.05بانآ را در سطح معنا داري 

 نياز داريم. Zبزر  باشد توزيع نرمال، تقريب خوبي براي دوجمله اي است و به جدول  nاگر ( 1توجه

𝑛𝑝( براي نمونه هاي زياد، 2توجه  > 𝑛𝑞  و  5 >  باشد، مي توان به جاي توزيع دوجمله اي از توزيع تقريباً نرمال استفاده نمود.  5

 ( در تقريب نرمال، آماره آزمون از فرمول زير بدست مي آيد كه تقريباً توزيع نرمال استاندار را دارد.3توجه

𝑍 =
𝑥 − 𝑛𝑝

√𝑛𝑝𝑞
 

 

 

 فرض هاي آماري را مي نويسيم.: 4توجه

𝐻°: 𝜇 ≤ 38                                                

𝐻1: 𝜇 > 38      

 است. 40است كه در اينجا برابر   -تعداد علامت هاي + و  n: 5توجه 

 است. 26تعداد علامت هاي + است و آن برابر  x: 6توجه 

 را تشكيل مي دهيم. np: براي اينكه تشخيص دهيم توزيع تقريباً نرمال است يا نه 7توجه 

        𝑛𝑝 = 40 ∗
1

2
= 20 > 5   

                                                           
 آزمون علامت جزو ناپارامتريك هاست. 2

Zواحد استاندارد : 

xتعداد علامت هاي مثبت : 

n علامت هاي مثبت و منفي: تعداد 

pاحتمال وقوع : 

qاحتمال عدم وقوع : 



𝑍 =
𝑥−𝑛𝑝

√𝑛𝑝𝑞
= 

26−(40∗
1

2
)

√40∗
1

2
∗

1

2

= 1.89 

𝐻1: 𝜇( چون فرض8توجه  >  را پيدا مي كنيم. ∞,𝑍1−αآزمون يك دامنه راست است. پس   38

𝑍1−α,∞= 𝑍1−0.05,∞= 𝑍0.95,∞= 1.645 

1.89>1.645  

 

 

سأله   شود كه درجه اكتان نوع بنزين كمتر از  2م ست. با توجه به نمونه   98.5( ادلا مي  تايي زير دزمون كنيد كه ديا در  15ا

 با فرض اينكه جامعه غيرنرمال است مي توان ادلاي فوق را پذيرفت؟ 0.05سطح معناداري 

94.9 98.5 98.2 97.6 96.1 99.1 93.2 95.3 100.3 97.4 96.8 96 97.3 95.2 97.5 

-  - - - + - - + - - - - - - 

 

 ( براي حل اين مسأله از آزمون علامت يك نمونه اي استفاده مي كنيم.1توجه 

علامت يك نمونه اي زماني بكار مي رود كه مي خواهيم از جامعه متقارن پيوسطططته اي نمونه بگيريم، بطوريكه احتمال               ( آزمون 2توجه  

 اينكه عددي كوچكتر از ميانگين و يا بزر  تر از آن باشد
1

2
 .است 

امعه اسططت، با توجه به  ميانگين حقيقي ج μ( در آزمون علامت يك نمونه اي صططحت فرض را كه به آن فرض صططفر مي گوييم و 3توجه 

 تايي آزمون مي كنيم. n نمونه 

 ( براي اجراي آزمون از عمليات زير استفاده مي كنيم. 4توجه 

مي نويسيم. اگر تفاضل صفر     –بود علامت  منفيمقادير نمونه را از ميانگين مورد ادعا كم مي كنيم. اگر تفاضل مثبت بود علامت + و اگر  

 كنيم.باشد، آن نمونه را حذف مي 

 شانس دارد تا به آن علامت + داده شود. 1/2هر نمونه 

𝐻°: 𝜇 ≥ 𝜇° =98.5                                                 

𝐻1: 𝜇 < 𝜇° =98.5 

x=2 

n=14 

  

 38فرض صفر مردود است، بنابراين مي توان گفت كه ميانگين بدهي هاي جاري شركت بيشتر از 

 است. تومان ميليون



 بوده و حذف مي شود. 98.5است زيرا در بين نمونه، يكي از نمونه ها برابر  14برابر  n ( 5توجه 

( نشطططان مي دهيم. در نمونه،   -را با علامت )   98.5را با علامت )+( و هر عدد نمونه كوچكتر از      98.5نمونه بزر  تر از  ( هر عدد  6توجه  

 است و آن را حذف مي كنيم. 98.5عددي پيدا مي شود كه برابر 

مراجعه مي   7ني جدول اسطططت. اگر تعداد نمونه كم باشطططد براي آزمون فرض، به جدول احتمال هاي دو جمله اي يع p=1/2( 7توجه 

 كنيم.  

 ( پيدا مي كنيم.7اين مقدار بحراني را از جدول احتمال هاي تجمعي دو جمله اي )جدول  مي گيريم. Cمقدار بحراني را برابر 

𝑃(𝑥مي گرديم كه  Cاسططت. حال دنبال عددي براي  p=1/2=0.05و  n=14( مي دانيم 8توجه ≤ 𝐶) = باشططد. بنابراين  0.05

 مي باشد. پس: C=3است كه متناظر با  0.029مقدار  0.05نزديك ترين مقدار كوچكتر يا مساوي 

𝐶𝛼,𝑛,𝑝 = 𝐶
0.05,14,

1
2

= 3 

𝑥( اگر 9توجه  ≤ 𝐶 .باشد، فرض صفر رد مي شود 

𝑥( اگر 10توجه  > 𝐶 .باشد، فرض صفر تأييد مي شود 

𝑥( در اين مسأله چون  11توجه  = 2 < 𝐶
0.05,14,

1

2

= است، بنابراين در ناحيه بحراني قرار گرفته و فرض صفر رد مي شود. از اين     3

 است. 98.5طريق مي توان ادعا كرد كه ميانگين اكتان بنزين مورد نظر كمتر از 

 

شغلي    (3مسأله   شان       10داده هاي زير درجه رضايت  سيست  مديريتي جديد ن سازماني را قبآ و بعد از يآ  نفر از كاركنان 

 مي توان ادلا كرد كه سيست  تشويقي موثر بوده است؟ 0.05مي دهد. ديا در سطح معنادار 

 قبآ از سيست  مديريتي جديد 70 71 74 69 75 50 59 85 68 45

 بعد از سيست  مديريتي جديد 75 68 70 75 80 64 58 69 87 45

 للامت - + - - - - + + - 

 

 براي داده هاي زوجي مي توان از آزمون علامت استفاده كرد. به همين جهت نام اين آزمون، آزمون علامت زوج نمونه اي است.( 1توجه 

 ( فرضيه هاي آماري را مي نويسيم.2توجه 

𝐻°: 𝜇2 ≤ 𝜇1 

𝐻1: 𝜇2 > 𝜇1 

 

 در آزمون علامت زوج نمونه اي عمليات زير را انجام مي دهيم. (3توجه 



شد علامت       شد، علامت + و اگر كمتر با شتر از دومي با شند،    –اول هر زوج را در نظر مي گيريم، اگر مقدار اولي بي و اگر دو مقدار برابر با

 آنها را كنار مي گذاريم.

 ت يك نمونه اي انجام مي دهيم.( پس از عمليات اين آزمون را مثل آزمون علام4توجه 

 ( اگر حجم نمونه كم باشد، از جدول توزيع دو جمله اي ) جدول احتمال هاي تجمعي دو جمله اي( استفاده مي كنيم.5توجه 

𝑛𝑝( اگر حجم نمونه زياد باشد يعني 6توجه  > 𝑛𝑞 و 5 >  ( استفاده مي كنيم.Zباشد، از جدول توزيع نرمال استاندارد ) 5

n=9      p=1/2      np=4.5<5       x= 4 

𝐶𝛼,𝑛,𝑝 = 𝐶
0.05,9,

1
2

= 1 

𝑥( اگر 7توجه  ≤ 𝐶 .باشد، فرض صفر رد مي شود 

𝑥( اگر 8توجه  > 𝐶 .باشد، فرض صفر تأييد مي شود 

 پس سيستم مديريت جديد باعث افزايش رضايت شغلي نشده است. 

 

سأله   شركتي در مقياس   20اين داده ها ارزيابي دو ارزياب از ميزان موفقيت  (4م سطح معنادار      30تا  1كارمند  ست. در  ا

با اسييتفاده از دزمون للامت زون نمونه اي دزمون كنيد كه ديا تفاوتي بين ارزيابي دو ارزياب وجود دارد يا نه؟ ) فرض  0.05

 كنيد جامعه غير نرمال است(.

 ارزيابي ارزياب اول 28 25 19 17 20 19 22 30 25 17 23 26 15 20 28 21 28 27 24 25

 ارزيابي ارزياب دوم 23 25 12 15 23 19 18 27 22 20 21 26 17 15 24 23 26 22 21 27

 علامت +  + + -  + + + - +  - + + - + + + -

 

نشان داده مي   –با علامت + و  °𝜇( آزمون علامت مشكلاتي دارد، زيرا آزمون علامت ساده است ولي چون مقادير كمتر يا بيشتر از 1توجه

نهططا از آن هططا در آزمون اسطططتفططاده مي كننططد، بططاعططث از دسططططت دادن ميزان قططابططل ملاحظططه اي از اطلاعططات                      شطططود و ت

 مي شود.

 نويسيم. ( فرضيه هاي آماري را مي2توجه 

𝐻°: 𝜇1 =  𝜇2 

𝐻1: 𝜇1 ≠ 𝜇2 

 ( علامت هاي را مشخص مي كنيم.3توجه 

x=12          n= 17           np=17*1/2=8.5>5 



𝑍 =
𝑥−𝑛𝑝

√𝑛𝑝𝑞
= 

12−(17∗
1

2
)

√17∗
1

2
∗

1

2

= 1.698 

 ( چون توزيع تقريباً نرمال است و آزمون دو دامنه است.4توجه 

Z
1−

∝
2

,∞
= Z0.975,∞ = ±1.96 

1.96−( چون 5توجه  < 1.698 <  تأييد مي شود. بنابراين ارزيابي دو ارزياب يكسان است. °𝐻فرض  1.96+

 

نفر، قبل و بعد از رژيم غذايي خاص اسطططت. با بكارگيري آزمون رتبه علامت دار در سططططا  15داده هاي زير مربوط به وزن  (5مسييأله 

 بوده است؟، آيا مي توان گفت رژيم غذايي در كاهش وزن موثر 0.05معنادار 

 قبل از رژيم غذايي 83.1 95.2 86.3 98.3 95 104.8 93 88.1 90.5 80.1 89.6 88.1 105.4 100.1 110.1

 بعد از رژيم غذايي 78.1 88.4 94.5 91.4 89.1 105.1 91.1 80.3 89.1 73.5 69 78 100.1 99.2 121.7

 

 را به شرح ذيل مقايسه مي كنيم.دو شكل الف و ب 

 

 

ست. دو مجموعه         1توجه  شده ا شكيل  ساوي ولي توزيع هاي مختلف ت ضل هاي زوجي با تعداد علامت هاي مثبت م شكل از تفا ( اين دو 

ست به شرح ذيل با هم مقايسه مي كنيم. در هر دو             صورت مربع بر روي محور اعداد رسم شده ا تفاضل زوجي را كه در شكل الف و ب ب

 است. n=6حالت الف و ب، 

 در حالت ب انتقال بيشتر توزيع ها به سمت راست است. زيرا تفاضل مثبت بيش از تفاضل هاي منفي از صفر دور هستند.

 ( كاري كه آزمون رتبه علامت دار مي كند، اين است كه وزن هاي بيشتر را به علامت هايي مي دهد كه از صفر دور هستند.2توجه 

صفر را باز هم            ( در آزمون رتبه علامت دا3توجه  ضل هاي  شوند. تفا شان مرتب مي  سب قدر مطلق مقادير ضل هاي زوجي بر ح ر از تفا

شغال مي كنند،          شد به هر يك از آن ها ميانگين رتبه هايي را كه توأمان ا سان با ضل يك كنار مي گذاريم و اگر قدر مطلق دو يا چند تفا

 تخصيص مي دهيم.

 تبه هاي مربوط به مشاهدات )+( را با هم جمع مي كنيم.ر +𝑇( براي تشكيل آماره آزمون 4توجه 

  

 الف شکل ب شکل



 ( فرضيات مسأله را مي نويسيم.5توجه 

𝐻°: 𝜇1 ≤ 𝜇2 

𝐻1: 𝜇1 > 𝜇2 

 فرضيه صفر را اينگونه معنا مي كنيم كه رژيم غذايي در كاهش وزن موثر نبوده است.

𝐻1 ت.را اينگونه معنا مي كنيم كه رژيم غذايي در كاهش وزن موثر بوده اس 

 ( تفاضل هاي زوجي را پيدا مي كنيم.6توجه 

 ( مقادير مطلق مرتب شده را مي نويسيم.7توجه 

 قبل از رژيم غذايي 83.1 95.2 86.3 98.3 95 104.8 93 88.1 90.5 80.1 89.6 88.1 105.4 100.1 110.1

 بعد از رژيم غذايي 78.1 88.4 94.5 91.4 89.1 105.1 91.1 80.3 89.1 73.5 69 78 100.1 99.2 121.7

 تفاضل هاي زوجي 5 6.8 -8.2 6.9 5.9 -0.3 1.9 7.8 1.4 6.6 20.6 10.1 5.3 0.9 -11.6

 مقادير مطلق مرتب شده 0.3 0.9 1.4 1.9 5 5.3 5.9 6.6 6.8 6.9 7.8 8.2 10.1 11.6 20.6

 رتبه 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

 علامت - + + + + + + + + + + - + - +

 

 نمايش مي دهيم. +𝑇( مجموعه رتبه هاي تفاضل هاي )+( را با 8توجه 

𝑇+ = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 13 + 14 = 93 

𝑛؛ n( براي مقادير بزر  9توجه  ≥  تقريباً نرمال است. +𝑇توزيع  15

 داريم كه عبارتند از: +𝑇( براي انجام آزمون نياز به اميد رياضي و واريانس10توجه 

𝐸(𝑇+) =
𝑛(𝑛 + 1)

4
=

15(15 + 1)

4
= 60 

𝑉(𝑇+) =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

24
= 310 

N=15≥ 15 

𝐻1: 𝜇1 > 𝜇2 

𝑍1−α,∞= 𝑍1−0.05,∞= 𝑍0.95,∞= 1.645 

𝑍 =
𝑇+ − 𝐸(𝑇+)

√𝑉(𝑇+)
=

93 − 60

√310
= 1.874 

ساوي      Z( چون 11توجه  شده م سبه  شود و مي توان گفت رژيم غذايي در      Zو بزر  تر از   1.874محا صفر رد مي  ست، فرض  جدول ا

 كاهش وزن افراد موثر بوده است.



 نفر از كاركنان سازماني را انتخاب كرده ايم كه به اين صورت بوده است. 20از عملكرد  20تا  0ارزيابي دو ارزياب در مقياس  (6مسأله 

 1ارزياب  18 19 13 15 14 17 18 12 14 17 13 18 16 17 15 12 11 19 15 11

 2ارزياب  13 12 11 18 10 14 15 15 12 19 13 13 16 13 17 10 11 14 12 13

 ميانگين ارزيابي اين دو ارزياب با هم متفاوت است يا نه؟ 0.05با استفاده از آزمون رتبه علامت دار معين كنيد كه آيا در سطا معنادار 

يكسططان باشططند به هر يك از ميانگين رتبه هايي را كه توأمان اشططغال مي كنند، تخصططيص مي   يا چند تفاضططل 2( اگر قدر مطلق 1توجه 

 دهيم.

4+3( فرض كنيد كه قدر مطلق تفاضل سومين و چهارمين مشاهده برابر باشد، در اين صورت هر يك از آن ها 2توجه 

2
=  خواهد بود. 3.5

10+9+8ده برابر باشد، آنگاه رتبه هر يك از آن ها ( اگر قدر مطلق تفاضل هشتمين، نهمين و دهمين مشاه3توجه 

3
=  است. 9

 ( فرضيه هاي آماري اين مسأله را مي نويسيم.4توجه 

𝐻°: 𝜇1 =  𝜇2 

𝐻1: 𝜇1 ≠ 𝜇2 

 است. n=17( از آنجاييكه سه رقم يكسان داريم، 5توجه 

 ( تفاضل هاي زوجي را پيدا مي كنيم.6توجه 

 نويسيم.( مقادير مطلق مرتب شده را مي 7توجه 

 1ارزياب  18 19 13 15 14 17 18 12 14 17 13 18 16 17 15 12 11 19 15 11

 2ارزياب  13 12 11 18 10 14 15 15 12 19 13 13 16 13 17 10 11 14 12 13

 تفاضآ زوجي 5 7 2 -3 4 3 3 -3 2 -2 0 5 0 4 -2 2 0 5 3 -2

مقادير مطلق  2 2 2 2 2 2 3 3 3 3  3  4 4 5  5 5 7

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15 16 17 مرتب شده

 رتبه 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 9 9 9 9  9  12.5 12.5 15  15 15 17

 للامت + + - - + - - + + -  +  + + +  + + +

  

n( چون 8توجه  = 17 >  است، توزيع تقريباً نرمال است. 15

𝐸(𝑇+) =
𝑛(𝑛 + 1)

4
=

17(17 + 1)

4
= 76.5 

𝑉(𝑇+) =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

24
=

17(17 + 1)(2(17) + 1)

24
= 446.25 

𝑍 =
𝑇+ − 𝐸(𝑇+)

√𝑉(𝑇+)
=

124.5 − 76.5

√446.25
= 2.72 



n( چططون 9تططوجططه   = 17 >  اسطططططت، تططوزيططع تططقططريططبططاً نططرمططال اسطططططت و چططون بططا تططوجططه بططه فططرض           15

𝐻1: 𝜇1 ≠ 𝜇2   :آزمون دو دامنه است پس 

𝑍1−
α

2
,∞= 𝑍1−0.0.25,∞= 𝑍0.975,∞= ±1.96 

 قرار نمي گيرد، فرض صفر تأييد نمي شود. بنابراين ارزيابي اين دو ارزياب يكسان نيست. 1.96±محاسبه شده بين  Z( چون 10توجه 

 

 

  



 استقلال  و غیر استقلال



له    يت مختلف  ( 1مسييأ ها را تعيين              yو  xاز دو جمع ندازه كمي دن  خاب نموده و ا تايي انت نه دو يآ نمو كدام   هر 

 را در دو هالت زير هساب كنيد. yو  xكرده اي . ميانگين و واريانس مجموع و تفاضآ 

 از ه  مستقآ هستند. y و  xالف( وقتي 

 به ه  بستگي دارند. y=x+4طبق رابطه  y و  xب( وقتي كه 

{𝑥|1,3} 

{𝑦|5,7} 

 از ه  مستقآ هستند. y و  xالف( وقتي 

 از ه  مستقآ هستند. y و  x( ميانگين مجموع وقتي 1

 روش اول 

𝜇x =
1 + 3

2
= 2 

𝜇𝑦 =
5 + 7

2
= 6 

𝜇𝑥+𝑦 = 𝜇𝑥 + 𝜇𝑦 = 2 + 6 = 8 

  دومروش 

x+y: 1+5, 1+7, 3+5, 3+7 

𝜇𝑥+𝑦 =
6 + 8 + 8 + 10

4
= 8 

 از ه  مستقآ هستند. y و  x( واريانس مجموع وقتي 2

 روش اول 

𝛿𝑥
2 = 𝐸(𝑥2) − 𝜇𝑥

2 =
12 + 32

2
 −  22 = 1 

𝛿𝑦
2 = 𝐸(𝑦2) − 𝜇𝑦

2 =
52 + 72

2
 − 62 = 1 

𝛿𝑥+𝑦
2 = 𝛿𝑥

2 + 𝛿𝑦
2 = 1 + 1 = 2 



 دومروش 

δx+y
2 = E(x+y)2 − μx+y

2 =
62 + 82 + 82 + 102

4
− 82 = 2 

 از ه  مستقآ هستند. y و  x( ميانگين تفاضآ وقتي 3

 روش اول 

μy−x = μy − μx = 6 − 2 = 4 

 روش دوم 

y-x: 5-1, 5-3, 7-1, 7-3 

𝜇𝑦−𝑥 =
4 + 2 + 6 + 4

4
= 4 

 براي مطالعه

𝛿x+b
2 = δx

 ؛ اين قضططيه بيانگر اين اسططت كه اگر به هر يك از مشططاهدات مقدار ثابتي را اضططافه كنيم، مقدار واريانس تغييري     2

 نمي كند.

𝛿x−b
2 = δx

 ؛ اين قضيه بيانگر اين است كه اگر از هر يك از مشاهدات مقدار ثابتي را كم كنيم، مقدار واريانس تغييري نمي كند.2

= 𝑥𝑖                                                         است؛                              مثال: مشاهدات مقابل فرض شده  2, 4, 6, 8 

𝑆𝑥)الف( واريانس نمونه 
 را پيدا كنيد. (2

 را كم مي كنيم و سپس واريانس نمونه را پيدا كنيد. 2ب( از هر يك از مشاهدات مقدار ثابت 

xi  (xi − x̅)2 Y=𝑥𝑖 − 2 (yi − y̅)2 

2 (2 − 5)2 = 9 2-2=0 (0 − 3)2 = 9 

4 (4 − 5)2 = 1 4-2=2 (2 − 3)2 = 1 

6 (6 − 5)2 = 1 6-2=4 (4 − 3)2 = 1 

8 (8 − 5)2 = 9 8-2=6 (6 − 3)2 = 9 

∑ 𝑥𝑖 = 20 ∑(𝑥𝑖 − �̅�)2 = 20 ∑ 𝑦 = 12 ∑(𝑦𝑖 − �̅�)2 = 20 

x̅ =
∑ 𝑥𝑖

n
=

20

4
= 5                             Sx

2 =
∑(xi − x̅)2

n − 1
=

20

4 − 1
=

20

3
 

�̅� =
∑ 𝑦𝑖

n
=

12

4
= 3                            Sx

2 =
∑(𝑦

i
− y̅)

2

n − 1
=

20

4 − 1
=

20

3
 

 



 اثبات رياضي

𝛿𝑥
2 = 𝐸(𝑥−𝜇𝑥)2 

𝛿𝑥+𝑏
2 = 𝐸(𝑥+𝑏−𝜇𝑥)2 = 𝐸(𝑥+𝑏−𝜇𝑥−𝑏)2=𝛿𝑥

2 

 

𝛿ax
2 = a2δx .؛ اين قضيه نشان مي دهد كه اگر هر يك از مشاهدات به مقدار ثابتي ضرب شود، واريانس به مربع آن ضرب مي شود 

 از ه  مستقآ هستند. y و  x( واريانس تفاضآ وقتي 4

 روش اول 

δ−y
2 = δ(−1)y

2 = (−1)2δy
2 = δy

2 

δy−x
2 = δy

2 + δx
2 = 1 + 1 = 2 

  دومروش 

δy−x
2 = δ(y−x)2 − μy−x =

42 + 22 + 62 + 42

4
− 42 = 18 − 16 = 2 

 به ه  بستگي دارند. y=x+4طبق رابطه  y و  xب( وقتي كه 

{x|1,3} , y=x+4             x=1, y=5              x=3, y=7 

 𝛿𝑥+𝑦
2 = 𝛿𝑥

2 + 𝛿𝑦
2 + 2𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) 

𝛿𝑦−𝑥
2 = 𝛿𝑦

2 + 𝛿𝑥
2 − 2𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) 

𝛿𝑥
2 = 𝐸(𝑥2) − 𝜇𝑥

2 =
12 + 32

2
 −  22 = 1 

𝛿𝑦
2 = 𝐸(𝑦2) − 𝜇𝑦

2 =
52 + 72

2
 − 62 = 1 

𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐸𝑥,𝑦 − 𝜇𝑥𝜇𝑦 =
1 ∗ 5 + 3 ∗ 7

2
− 2 ∗ 6 = 1 

𝛿𝑥+𝑦
2 = 𝛿𝑥

2 + 𝛿𝑦
2 + 2𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = 1 + 1 + 2 ∗ 1 = 4 

𝛿𝑦−𝑥
2 = 𝛿𝑦

2 + 𝛿𝑥
2 − 2𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = 1 + 1 − 2 ∗ 1 = 0 

,Cov(xاگر  y) =  مستقل هستند. yو  xباشد مي گوييم  0

  



𝒔تاسييي را پرتاب مي كني . فييياي نمونه ( 2مسييأله  = {𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, را براي اين دزمايش تصييادفي در ن ر بگيريد.   {𝟔

 كداميآ از توابع زير تابع اهتمال مي شوند؟ چرا؟

𝑷(𝒙) = {

𝒙𝟐

𝟑𝟔
              𝑥 ∈ 𝑺

 ساير مقادير       𝟎
                            𝑷(𝒙) = {

𝟏              𝑥 = 𝟔

ساير مقادير      𝟎  

𝑥 1 2 3 4 5 6 نتيجه جمع 

𝑃(𝑥) 
1

36
 

22

36
 

32

36
 

42

36
 

52

36
 

62

36
 

91

36
≠  تابع احتمال نيست 1

𝑥 1 2 3 4 5 6 نتيجه جمع 

𝑃(𝑥) 0 0 0 0 0 1 1=1 تابع احتمال است 

 

سأله   سته بندي      ( 3م سشويي ادلا دارد كه وزن خالص پودر يآ نوع ب شد. در   480gشركت توليد كننده پودر لبا  25مي با

شد، ميانگين وزن      صادفي نمونه گيري  صورت ت ست دمد. با توجه به اطلالات فوق   12gبا انحراف معيار  468gجعبه كه ب بد

𝛂در سطح تشخيص    = 𝟎. ادلايي نيست؟ ) با   480gپودر در اين نوع بسته بندي  مي توان نتيجه گرفت كه وزن خالص  𝟎𝟓

 استفاده از دزمون هاي مختلف تشخيص داده شده است كه جامعه نرمال نيست(

 توجه اول: فرضيه هاي آماري را مي نويسيم.

H°: μ = 480 = μ° 

H1: μ ≠ 480 ≠ μ° 

 : 2توجه 

n = 25               x̅ = 468                    S = 12 

 .براي اجراي آزمون استفاده مي كنيم "چه بي شف  "جامعه نرمال نيست و حجم نمونه كوچك است از : چون 3توجه 

𝐾 =
�̅� − 𝜇°

𝑆

√𝑛

=
468 − 480

12

√25

= −5 

 : آماره آزمون را مي نويسيم.4توجه 

𝐾 به جدول نياز نداريم.                                                  "چه بي شف  "در : 5توجه  = √
1

𝛼
= √

1

0.05
= ±4.47 

 نيست. 480gتأييد نمي شود. يعني وزن خالص پودر در يك نوع بسته بندي  °Hفرض 



 ضریب چولگی



 SKضريب چولگي يا 

 ( پس از محاسبات لازم كميت هاي زير بدست آمده است:1مسأله 

𝑁 = 100 

∑ 𝐹𝑖xi = 1200 

∑ 𝐹𝑖𝑥𝑖
2 = 24400 

∑ 𝐹𝑖(xi − x)3 = 133000 

∑ 𝐹𝑖(xi − x)4 = 3241000 

 ميانگين، واريانس، انحراف معيار و ضريب واريانس و ضريب كشيدگي.مطلوب است محاسبه 

x =
∑ 𝐹𝑖𝑥𝑖

𝑁
=

1200

100
= 12 

𝛿2 =
1

𝑁
[∑ 𝐹𝑖𝑥𝑖 −

1

𝑁
(∑ 𝐹𝑖𝑥𝑖)

2

] =
1

100
[∑ 24400 −

1

100
(1200)2] = 100 

𝛿 = √𝛿2 = √100 = 10 

c. v =
100δ

x
% =

100 ∗ 10

12
% = 83.33% 

 كاربرد ضريب واريانس

 مثال( خريد كدام لاستيك به صرفه است؟

 Bلاستيك نوع   Aلاستيك نوع 

𝑥𝐴 = 24000𝑘𝑚 𝑥𝐵 = 23999𝑘𝑚 
𝛿A

2 = 121 𝛿B
2 = 100 

δA = 11 δB = 10 

c. v𝐴 =
100δA

xA
% c. v𝐵 =

100δB

xB
% 

 

 محاسبه ضريب چولگي به طريق گشتاور

𝑆𝐾 =
𝜇3

𝛿3
 

μ3 =
∑ 𝐹𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑥)3

N
=

13300

100
= 133 

𝑆𝐾 =
𝜇3

𝛿3
=

133

103
= 0.133 

  اگر𝑆𝐾 >  باشد، جامعه داراي چوله به راست است. 0

  اگر𝑆𝐾 <  باشد، جامعه داراي چوله به چپ است. 0

  اگر|𝑆𝐾| ≤  باشد، جامعه تقريباً نرمال است. 0.1

  0.1اگر < |𝑆𝐾| ≤  باشد، مقدار چولگي زياد نيست. 0.5



  اگر|𝑆𝐾| >  باشد، مقدار چولگي زياد است. 0.5

 ضريب كشيدگي

𝐸 =
𝜇4

𝛿4
− 3 

μ4 =
∑ 𝐹𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑥)4

N
=

3241000

100
= 32410 

E =
μ4

δ4
-3 =

3241000

104
-3 = 0.241 

0.1 < |𝐸| = 0.241 ≤  مقدار چولگي زياد نيست.  0.5

 كاربرد ضريب كشيدگي  

 يكسططان نباشططد سططراغ ضططريب كشططيدگي     1اگر ضططريب چولگي به طريق گشططتاور برابر باشططد ولي ضططريب چولگي پيرسططون شططماره   

 مي رويم.

 Bشركت   Aشركت   

𝑥𝐴 𝑥𝐵 
𝛿A

2 𝛿B
2 

δA δB 

𝑆𝐾𝐴 𝑆𝐾𝐵 

𝑆𝐾1𝐴 𝑆𝐾1𝐵 

𝑆𝐾1 =
𝑥 − 𝑀𝑂

𝛿
 

𝐸A = 0.241                          𝐸𝐵 = −2 

|𝐸A| = 0.241                        |𝐸𝐵| = 2 

0.1چون  < 0.241 ≤  باشد، مقدار چولگي زياد نيست. 0.5

2چون  >  باشد، مقدار چولگي زياد است. 0.5

 

  



 

 ضریب همبستگی رتبه ای )اسپیرمن(



 زوج جوان است. ضريب همبستگي رتبه اي را براي آن حساب كنيد. 13( داده هاي زير مربوط به ضريب هوشي 1مسأله 

 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 زوج

IQ 104 84 91 88 115 95 99 75 100 86 83 125 95 شوهر 

IQ 106 82 100 80 106 101 85 70 106 94 78 107 83 زن 

 

 از ضريب همبستگي رتبه اي استفاده مي كنيم. ( براي حل مسأله1توجه 

ست، بعضي اوقات روش هاي ناپارامتريك را كه مبتني      r( چون آزمون معني دار بودن )2توجه  ( مبتني بر فرضيه هاي دست و پا گيري ا

 بر شرايم معمولي تر هستند به جاي آن بكار مي بريم.

 ند، همبستگي وجود ندارد.( فرض صفر در اين آزمون اين است كه فرض مي ك3توجه 

 ( نشان مي دهند كه ضريب همبستگي رتبه اي اسپيرمن نيز مي گويند.sr( ضريب همبستگي رتبه اي را با )4توجه 

 ( فرمول ضريب همبستگي رتبه اي به شرح ذيل است:5توجه 

rs = 1 −
6 ∑ di

2

n(n2 − 1)
 

 نظر مي گيريم. ( براي محاسبه ضريب همبستگي رتبه اي، اول داده هاي زوجي را در6توجه 

(𝑥𝑖 , 𝑦 𝑖) 

𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑘 

 

(  idنيز انجام مي دهند. تفاضططل بين رتبه اي هر زوج را با ) yها را بر حسططب مقاديرشططان رتبه مي دهيم و همين كار را براي  xاول تمام 

 نشان مي دهيم.

 مي رسانيم. ها را رتبه بندي مي كنيم و سپس تفاضل آن ها را به توان دومyها و x( اول 7توجه 

 

 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 زوج

 شوهر

IQ 95 125 83 86 100 75 99 95 115 88 91 84 104 

 125 115 104 100 99 95 95 91 88 86 84 83 75 مرتب شده

 13 12 11 10 9 7.5 7.5 6 5 4 3 2 1 رتبه مرتب شده

 x 7.5 13 2 4 10 1 9 7.5 12 5 6 3 11رتبه 

 زن

IQ 83 107 78 94 106 70 85 101 106 80 100 82 106 

 107 106 106 106 101 100 94 85 83 82 80 78 70 مرتب شده

 13 11 11 11 9 8 7 6 5 4 3 2 1 رتبه مرتب شده

 y 5 13 2 7 11 1 6 9 11 3 8 4 11رتبه 

id (𝑥 − 𝑦)2 6.25 0 0 9 1 0 9 2.25 1 4 4 1 0 

 

  



∑ 𝑑𝑖 = 37.5 

rs = 1 −
6 ∑ di

2

n(n2 − 1)
= 1 −

6 ∗ 37.52

13(132 − 1)
= 0.895 

0چون  < 𝑟s = 0.895 <  است بين ضريب هوشي شوهران و زنان همبستگي ناقص و مستقيم وجود دارد. 1+

ست يا        8توجه  سته ا شد مي گوييم، متغير اول با متغير دوم همب ستگي: اگر تغيير متغير اول با تغيير متغير دوم هماهنگ با ( تعريف همب

تشخيص دهيم بين سرمايه گذاري و سود سالانه همبستگي وجود دارد يا نه از ضريب استفاده مي كنيم بنام         همبستگي دارد. براي اينكه  

 ضريب همبستگي.

 

rs =
SPx

√SSx.SSy 
=

∑(xi-x)(yi-y)

√∑(xi-x)2 ∑(yi-y)2
 

−1 ≤ rs ≤  مي باشد. 1-و  1عدد هميشگي است كه بين +  1+

rsاگر  =  همبستگي كامل و مستقيم وجود دارد. yو  xباشد بين و  1+

rsاگر  =  همبستگي كامل و معكوس وجود دارد. yو  xباشد بين و  1−

0اگر  < rs <  همبستگي ناقص و مستقيم وجود دارد yو  xباشد بين و   1+

1−اگر  < rs <  همبستگي ناقص و معكوس وجود دارد yو  xباشد بين و   0

rsاگر  =  همبستگي وجود ندارد. yو  xباشد بين و  0

    

همبستگي كامل و  yو  xبين و 

 مستقيم وجود دارد.

همبستگي كامل و  yو  xبين و 

 معكوس وجود دارد.

همبستگي ناقص و  yو  xبين و 

 مستقيم وجود دارد

همبستگي ناقص  yو  xبين و 

 وجود دارد معكوسو 

   
 انواع همبستگي

همبستگي وجود  yو  xبين و 

 ندارد.

همبستگي وجود  yو  xبين و 

 ندارد.

همبستگي وجود  yو  xبين و 

 ندارد.

 

  



 اسمینروف -کولموگروفآزمون 



له    فت در            (1مسييأ بارگيري ن له اي براي  به اسييك ها  به ورود كشييتي  ها مربوط  يا     14اين داده   روز مختلف اسييت. د

𝛌ادلا كرد كه توزيع ورودي ها با توزيع پواسن با پارامتر  0.05مي توان در سطح معنادار  =  همگون )جامعه نرمال( است؟ 𝟐

 تعداد روزها تعداد ورودي ها در هر روز

0 2 

1 4 

2 5 

3 1 

4 0 

 2 و بيشتر 5

 

 ناهمگوني اطلاعات تجربي يا توزيع هاي آماري است. اسمينروف، روش ناپارمتري ساده اي براي تعيين -( آزمون كولموگروف1توجه 

 نشان مي دهيم. KSاسمينروف را با علامت  -( آزمون كولموگروف2توجه 

 اسطططتفططاده   KS( براي همگوني يططك توزيع فراواني نظري، براي اطلاعططات تجربي از آزمون 𝜒2مربع ) –( علاوه بر كططاي 3توجططه 

 مي كنيم.

 اسمينروف. -بالا گفته شد، مربوط مي شود به آزمون كولموگروف( اين مسأله اي كه در 4توجه 

 ( اين آزمون را دو آماردان روسي به نام هاي ال كولموگروف و ون اسمينروف ابداع كردند.5توجه 

 ( براي اين مسأله فرضيه هاي آماري را مي نويسيم.6توجه 

H°  توزيع مشاهدات با توزيع پواسون باλ =  همگون )نرمال( است. 2

H1  توزيع مشاهدات با توزيع پواسون باλ =  همگون )نرمال( نيست. 2

 مزايايي دارد: 𝜒2نسبت به  KS( 7توجه 

  يكي از مزاياي آزمونKS   اين اسططت كه هر يك از مشططاهدات را بصططورت اصططلي در نظر مي گيرد، در حاليكه در آزمون𝜒2  به

 طبقه بندي مشاهدات پرداخته و بدين جهت مقداري از اطلاعات را از دست مي دهد.

   شاهدات ست، آزمون   nدر مواردي كه تعداد م ست، حال آنكه     KSا شدني ا ساً براي نمونه     𝜒2به دليل دقيق بودن اعمال  سا ا

 هاي بزر  استفاده مي شود.

  آزمونKS  نسبت به𝜒2 .از سادگي و سهولت بيشتري برخوردار است 



 مزاياي زير را دارد: KSبه  𝜒2( 8توجه 

  اول اينكه آزمون𝜒2          شود ولي سر  شاهدات مي سيله م سادگي مي توان طوري تغيير داد تا امكان تخمين پارامترها نيز به و ا به 

 جنس انعطاف پذيري ندارد. KSآزمون 

  آزمون𝜒2 اي پيوسته و هم گسسته بكار برد، در حاليكه آزمون    را مي توان هم در داده هKS    فقم در داده هاي پيوسته اعمال

 شدني هست.

 هم نشان مي دهند. Dn را با KS( آماره آزمون 9توجه 

شماره        KS( آزمون 10توجه  صورت جدول  ست كه ب صي ا ست. اگر آماره آزمون از مقدار       8مبتني بر جدول خا شده ا ست آورده  به پيو

 جدول كوچكتر باشد، فرض صفر پذيرفته و در غير اين صورت رد مي شود.

Dn( آماره آزمون 11توجه  = 𝐾𝑆 = |𝐹𝑜 − 𝐹𝑒|  حداكثر قدر مطلق تفاضل𝐹𝑜 − 𝐹𝑒. 

𝐹𝑜 بي تجمعي است و فراواني مشاهده شده نس𝐹𝑒  فراواني فراواني نظري نسبي تجمعي است. در اينجاMaximum .همان حداكثر است 

...................................................................................................................................................................................................................................... 

 ( يكي از توزيع هاي مهم احتمال گسسته، توزيع احتمال دو جمله اي است.1توجه

 ( توزيع احتمال دو جمله اي يا توزيع بنيم يا فرمول برنولي.2توجه

شي دو حالت يا  3توجه شد، يكي از آن ها را موفقيت مي ناميم و احتمال آن    ( توزيع احتمال دو جمله اي، هرگاه آزماي شته با دو حادثه دا

ناميم و احتمال آن را         Pرا  لت ديگر ا عدم موفقيت مي  𝑞مي گوييم. حا = 1 − 𝑝   مي گوييم. اگر اين آزمايش راn     جام دهيم بار ان

 احتمال مورد نظر مسأله به شرح ذيل است:

𝑓(𝑥) = 𝐶𝑛
𝑥𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 

X=0, 1, 2, 3, …., n 

𝑓(𝑥) = احتمال مورد نظر مسأله   

𝐶𝑛
𝑥 = تركيب    

𝑃  احتمال موفقيت=

𝑞 = احتمال عدم موفقيت   

 ( اميد رياضي و واريانس توزيع احتمال دو جمله اي به شرح ذيل مي باشد.4توجه

𝐸𝑥 = 𝜇 = 𝑛𝑝 

𝑉𝑎𝑟(𝑥) = 𝛿2 = 𝑛𝑝𝑞 



 مي باشد. nو  p( توزيع احتمال دو جمله اي داراي دو پارامتر 5توجه 

 ( توزيع احتمال پواسون:6توجه

صادفي   ست نامنفي را اختيار كند و ميانگين   xاگر متغير ت سون مي توانيم احتمال وقوع هر    λها را  xاعداد در بدانيم به كمك فرمول پوا

x :را به شرح ذيل محاسبه كنيم 

f(𝑥) =
𝑒−λλ

x

x!
 

x=0, 1, 2, 3,… 

e= عدد اولر   2.71828= عدد نپرين=

λ =  ميانگين

 اميد رياضي و واريانس توزيع احتمال پواسون به شرح زير است: (7توجه

𝐸𝑥 = 𝜇 = λ 

𝑉𝑎𝑟(𝑥) = 𝛿2 = λ 

سون داراي يك پارامتر  8توجه  شود. به كمك اين         λ( توزيع احتمال پوا شخص مي  سون كاملًا م شد. با معلوم بودن آن، توزيع پوا مي با

 ن را به شرح فوق محاسبه نمود.پارامتر مي توان اميد رياضي و واريانس توزيع احتمال پواسو

جه   پارامتر      9تو له اي  مال دو جم باشططططد )    n( اگر در توزيع احت چك  له را مي توان از خود فرمول دو    6و 5و 4و  3كو  (، مسططططأ

 جمله اي حل كرد.

𝑓(𝑥) = 𝐶𝑛
𝑥𝑝𝑞𝑞𝑛−𝑥 

سون و يا از نرمال حل بكنيد. اگر  (، بايد توزيع احتمال دو جمله اي را به طور 100يا  50بزر  باشد )مثلاً   nولي اگر  و  pتقريب يا از پوا

q  كوچك باشد تقريب پواسون بهتر است و اگرp  وq  ( فرمول نرمال بهتر است.2/1كوچك نباشد ) در حد 

𝑓(𝑥)                                                                                                                       فرمول دو جمله اي = 𝐶𝑛
𝑥𝑝𝑞𝑞𝑛−𝑥 

f(𝑥)                                                                                                                                      فرمول پواسون =
𝑒−λλ

x

x!
 

𝑍                                                                                                                                          فرمول نرمال =
𝑥−𝑥

𝛿
 

  

  



 توجه بسيار مهم( 

  اگرn=1  ياn=2 .باشد، براي محاسبه از احتمال ساده استفاده مي كنيم 

 را به هوا پرت مي كنيم، فضاي نمونه دو سكه به شرح ذيل است:مثال( دو سكه سالم 

 PiF= تعداد شيرها =x سكه دوم سكه اول

T T 0 1/4 

T H 1 1/4 

H T 1 1/4 

H H 2 1/4 

 

  اگرn :بزر  باشد 

  اگر𝑛𝑝 < 𝑛𝑞 يا 5 <  از راه پواسون حل مي كنيم. 5

  اگر 𝑛𝑝 ≥ 𝑛𝑞 يا 5 ≥  از طريق نرمال حل مي شود. 5

μ = 𝑛𝑝 

𝛿2 = 𝑛𝑝𝑞 

δ = √𝑛𝑝𝑞 

x 

تعداد ورودي در 

 هر روز
 تعداد روزها

فراواني تجمعي 

 مشاهده شده

Fo 

فراواني نسبي 

تجمعي مشاهده 

 شده

f(𝑥)

=
𝑒−λλ

x

x!
 

فراواني نسبي 

 نظري

Fe 

فراواني نسبي 

 تجمعي نظري
|𝐹𝑜 − Fe| 

0 2 2 2/14=0.143 0.135 0.135 0.008 

1 4 6 6/14=0.428 0.271 0.406 0.022 

2 5 11 11/14=0.785 0.271 0.677 0.108 

3 1 12 12/14=0.857 0.180 0.857 0 

4 0 12 12/14=0.857 0.090 0.947 0.090 

 0 1.000 0.053 1=14/14 14 2 و بيشتر 5

 n=14   1   

 

 ( ستون سوم: فراواني تجمعي مشاهده شده1توجه 

 ( ستون چهارم: فراواني نسبي تجمعي مشاهده شده2توجه 

 ( ستون پنجم: فراواني نسبي نظري3توجه 

 ( ستون ششم: فراواني نسبي تجمعي نظري4توجه 

 را پيدا مي كنيم. a,nDبراي اجراي آزمون 



 اسمينروف -كولموگروفمقادير بحراني  8از جدول شماره 

𝐷𝛼,𝑛 = 𝐷0.05,14 = 0.349 

 محاسبه شده nDبراي محاسبه 

𝐷𝑛 = 𝐾𝑆 = 𝑀𝑎𝑥|𝐹𝑜 − 𝐹𝑒| = 0.108 

 صفر مورد تأييد است، بنابراين مي پذيريم كه داده هاي فوق با توزيع پواسون با ميانگين ورودي دو كشتي در روز همگون است.فرض 

  

  



  

تحلیل واریانس   Fآزمون 
یا 

 )حالت اول(



سأله   سياه      4از هر يك از  (1م سرخ و  سفيد، زرد،  ست هاي هوش، نمره هوش هر      7نژاد  سيله ت صادف انتخاب كرده و به و نمونه را به ت

 نژاد، اختلافي وجود دارد يا خير؟ 4يك را محاسبه كرده ايم. آيا مي توان گفت بين 

 (j)نژاد 

(i) نمونه   
 

White 

 

Yellow 

 

Red 

 

Black 

 

 

1 6 8 4 6  

2 8 9 6 5  

3 7 9 5 5  

4 8 8 5 4  

5 6 7 6 4  

6 5 8 4 6  

7 8 8 6 7  

Z0j=∑ Zij 
𝑛
𝑖=1  48 57 36 37 Z00=∑ ∑ 𝑍𝑖𝑗 = 178𝑛

𝑖=1
m
j=1  

∑ 𝑍𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖=1

 338 467 190 203 ∑ ∑ 𝑍𝑖𝑗
2 = 1198

𝑛

𝑖=1

m

j=1

 

𝐶𝐹𝑗 =
(Z0j)

2

𝑛
 

(48)2

7
 

(57)2

7
 

(36)2

7
 

(37)2

7
 ∑ 𝐶𝐹𝑗 = 1174

𝑚

𝑗=1

 

 

 tاسططتفاده مي كنيم. براي آزمون  tرا بررسططي مي كنيم. اگر يكسططان بودن دو جامعه را تأييد بكنيم يا نكنيم، از آزمون  t( آزمون 1توجه 

 مسأله اي را طرح مي كنيم.

سأله   ساعتي يك گروه كارگران كرد و يك گروه كارگران زن را كه معلومات و تجربه يكسان دارند را      1-1م ستمزد  ( جدول زير متوسم د

 مي دهند.نشان 

 مجموع مجذورات انحرافات متوسم دستمزد ساعتي تعداد نمونه جنس

n1=15 x1 مرد = 375 SS1=37856 

n2=17 x2 زن = 354 SS2=42500 

 

αآيا مي توان گفت كه به زنان از نظر پرداخت دستمزد ساعتي اجحاف شده است؟  = 0.05 

سأله تعداد نمونه ها از عدد   صلي      30چون در اين م سان بودن واريانس هاي جامعه ا ست، با فرض يك 𝛿1كمتر ا
2 = 𝛿2

مراحل آزمون به  2

 شرح ذيل است:

n1 = 15 < 30 

n2 = 17 < 30 

𝐻0: 𝜇2 ≥ 𝜇1      و       𝐻1: 𝜇2 < 𝜇1 ⟹  𝜇2 − 𝜇1 ≥ 0 



𝑄𝑐 =
(𝑥1 − 𝑥2) − (𝜇1 − 𝜇2)

√
𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2

𝑛1 + 𝑛2 − 2 (
1
𝑛1

+
1

𝑛2
)

=
(375 − 354) − (0)

37856 + 42500
15 + 17 − 2

(
1

15
+

1
17)

= 1.15 

𝐻1: 𝜇1 > 𝜇2 ⟹ 𝑊(𝑇 > 𝑇1−𝛼,𝑛1+𝑛2−2) 

𝑇1−𝛼,𝑛1+𝑛2−2 = 𝑇0.95,30 = 1.70 

𝑊(𝑇 > 1.70) 

 رد نمي شود يعني بر اساس اين دو نمونه در پرداخت دستمزد به زنان اجحاف نشده است. 𝐻0فرض 

 ميانگين مورد مقايسطططه قرار مي دهيم و مي گوييم دو جامعه از لحاظ ميانگين با هم  دو جامعه را از لحاظ مثلاً t( با اسطططتفاده از 2توجه 

 براي مقايسه استفاده كنيم؟ tفرق دارند يا نه؟ اگر به جاي دو جامعه، سه جامعه باشد، آيا مي توانيم از آزمون 

𝐶3
2 = (

3

2
) =

3!

2!(3 − 2)!
=

3 ∗ 2!

2! ∗ 1!
=

3

1
= 3 

 ولي اگر به جاي سه جامعه، ده جامعه را مورد مقايسه قرار دهيم. زياد دشوار نيست. tاستفاده از آزمون 

  

𝐶10
2 = (

10

2
) =

10!

2!(10 − 2)!
=

10 ∗ 9 ∗ 8!

2 ∗ 1 ∗ 8!
= 45 

آزمون دو به دو بايد انجام بدهيم. براي رفع اين  45جامعه،  10در اين حالت دشططوار خواهد بود. زيرا براي مقايسططه   tاسططتفاده از آزمون 

 مي كنيم. يا فيشر استفاده Fمشكل از توزيع 

 يكي از مهمترين توزيع هاي نمونه است كه در تحقيقات مسأله هاي مديريتي كاربرد زياد دارد. F( توزيع 3توجه 

 حل و تفسير مي كنيم. Fحال مسأله خود را با استفاده از آزمون 

ي نمونه هايي از جوامع مختلف كه وقت يك توزيع رياضطططي اسطططت و مدلي را فراهم مي كند Fتوزيع چيسطططت؟  Fاول بايد ببينيم توزيع 

 انتخاب شود به كمك آن مي توان ميانگين آن ها را مقايسه كرد.

يعني اگر درجات آزادي تغيير كند، شططكل منحني  تبعيت مي كند. 2DFو  1DF از دو پارامتر F( قانون توزيع كميت تصططادفي 4توجه 

 تغيير مي كند.

كمك مي گيريم. اين آزمون به ما اين توانايي را مي دهد كه تمام جوامع را يك جا  F( براي رفع اين مشططكل گفتيم كه از آزمون 5توجه 

 مقايسه كنيم و تفاوت ميانگين آن ها را با هم آزمون نماييم.

 براي انجام تجزيه واريانس دو حالت متمايز را در نظر مي گيريم.

 .مساوي باشندكه تعداد نمونه هاي جوامع جزء،  حالت اول: وقتي است

 .مساوي نباشندحالت دوم: وقتي است كه تعداد نمونه ها در جوامع جزء، 



 براي حل اين مسأله اولين كاري كه انجام مي دهيم، از جوامع جزء، نمونه گيري مي كنيم.

 ع جزء را قضاوت مي كنيم.دومين كاري كه انجام مي دهيم، وجود يا عدم وجود تفاوت حقيقي بين جوام

 )سفيد، زرد، سرخ و سياه( m=4نشان مي دهيم. در اينجا  mسومين كار، عده جوامع را با 

 mn=4*7=28عدد پيدا مي شود.  mnپنجمين كار، با اندازه گرفتن صفت مورد نظر، 

 بت مي كنيم.ششمين كار، براي اجزاي تجزيه واريانس ارقام به دست آمده را در يك جدول دو مرحله ي ث

 هفتمين كار، در جدول دو بعدي ستون ها، مخصوص جوامع و سطرها، مخصوص افراد نمونه كه از هر جامعه جزء انتخاب كرده ايم  

 ستون است. m=4سطر و  n=7نتيجه اينكه؛ يك جدول دو بعدي داريم كه داراي 

 به شرح زير است. jو  iنشان مي دهند. البته تغييرات  jو شماره جامعه جزء ر با  iهشتمين كار، شماره افراد نمونه را با 

i = 1, 2, 3, 4, …, n 

j = 1, 2, 3, 4, …, m 

 نشان داد. Zijام را با  jام در جامعه  iنمايش مي دهيم و مي توان اندازه افراد  Zنهمين كار، صفت مورد مطالعه را با 

 سطر اضافه مي شود. 3بررسي قرار مي دهيم. به اين جدول  دهمين كار، حال جدول دو بعدي را كه در اول گفتيم، مورد

∑يا  Z0jاعداد سطر اول را با  Zij 
𝑛
𝑖=1   .نشان مي دهيم 

 همه اعداد روي هر ستون را با هم جمع كرده و زير همان ستون مي نويسيم.

 هر سطر را به صورت سطري نيز جمع مي كنيم.

 را به توان رسانده و با هم جمع مي كنيم و زير همان ستون مي نويسيم. براي پيدا كردن اعداد سطر دوم، اعداد هر ستون

62 + 82 + 72 + 82 + 62 + 52 + 82 = 338 

 هر سطر را به صورت سطري نيز جمع مي كنيم.

 براي پيدا كردن سطر سوم جمع اعداد هر ستون را مربع كرده بر تعداد تقسيم مي كنيم.

 از اين چهار كميت براي تشكيل جدول تجزيه واريانس استفاده مي كنيم.وقتي جدول تنظيم شد، چهار كميت محاسبه مي شود كه 

CF كل =
(Z00)2

mn
=

1782

4 ∗ 7
= 1131.57 

𝑆𝑆 كل = ∑ ∑ 𝑍𝑖𝑗
2 − CFكل = 1198 − 1131.57 = 66.43

𝑛

𝑖=1

m

j=1

 



 ميزان پراكندگي كل مقادير در نمونه ها مي باشد. كل 𝑆𝑆منظور از 

 سومين كميت:

𝑆𝑆𝛼 = ∑ 𝐶𝐹𝑗 −

𝑚

𝑗=1

CF كل = 1174 − 1131.57 = 42.43 

𝑆𝑆𝑒 + 𝑆𝑆𝛼 = 𝑆𝑆كل 

𝑆𝑆𝑒 = 𝑆𝑆كل − 𝑆𝑆𝛼 = 66.43 − 42.43 = 24 

𝑆𝑆𝑒 .عبارت است از اختلاف مربوط به اندازه هاي افراد نمونه در داخل جوامع جزء 

𝑆𝑆𝛼، 𝑆𝑆𝑒هر كدام از ، 𝑆𝑆داراي درجه آزادي مي باشند.  كل 

DFكل= mn-1=4*7-1=27 

DFα=m-1=4-1=3 

DFكل= DFe+ DFα 

DFe= DFكل - DFα = 27-3=24 

𝑆𝑆𝛼، 𝑆𝑆𝑒 با معلوم بودن  ، 𝑆𝑆و كلDF و  كلαDF  وDFe .جدول تجزيه واريانس را تشكيل مي دهيم 

 DF SS MS F منبع تغييرات

  - 66.43 27 كل

α 3 42.43 𝑀𝑆𝛼 =
𝑆𝑆𝛼

𝐷𝐹𝛼
=  

42.43

3
= 14.14 𝐹 =

𝑀𝑆𝛼

𝑀𝑆𝑒
=

14.14

1
= 14.14 

e 24 24 𝑀𝑆𝑒 =
𝑆𝑆𝑒

𝐷𝐹𝑒
=  

24

24
= 1  

 

 استفاده مي كنيم. MSتوجه: براي تشكيل جدول تجزيه واريانس از متوسم مربعات يعني 

 جدول نيز نياز داريم. Fبراي اجراي آزمون به 

𝑛1 = 𝑣1 = 𝐷𝐹𝛼 = 3 

𝑛2 = 𝑣2 = 𝐷𝐹𝑒 = 24 

𝐹0.01,3,24 = 4.72 

𝐹0.05,3,24 = 3.01 



 توجه: 

𝐹محاسبه شده < 𝐹0.01, 𝐹0.05       ⟹        

{
𝐹محاسبه شده ≥ 𝐹0.05

𝐹محاسبه شده < 𝐹0.01
            ⟹     

𝐹 > 𝐹0.01                            ⟹ 

𝐹 > 𝐹0.01𝐹0.05                   ⟹ 

 

 اگر ميانگين چهار نژاد با هم تفاوت داشته باشند، آن وقت از گروه بندي جوامع استفاده مي كنيم.

  کنیمفقط اگر بزرگ تر باشند مجبوریم گروه بندی جوامع را بررسي  

 به شرح ذيل است. LSDفرمول  كميتي است به نام كوچكترين تفاوت معنادار. LSDنياز داريم.  LSDبراي اين كار به 

𝐿𝑆𝐷 = 𝑇. √ 
2𝑀𝑆𝑒

𝑛
= 2.06. √ 

2 ∗ 1

7
= 1.1 

𝑇
1−

𝛼
2

,𝐷𝐹𝑒
= 𝑇

1−
0.05

2
,24

= 𝑇0.975,24 = 2.06  

 نوع نژاد را جداگانه پيدا مي كنيم. 4حال ميانگين 

 ميانگين رنگ
 48/7=6.86 

 57/7=8.14 

 36/7=5.14 

 37/7=5.29 

 

 براي ميانگين ها جدول را تنظيم مي كنيم.

ميانگين بر حسب 

 شماره اوليه

j 1 2 3 4 

𝑍𝑗 6.86 8.14 5.14 5.29 

ميانگين ها بر 

 حسب بزرگي

j 2 1 4 3 

𝑍𝑗 8.14 6.86 5.29 5.14 

 

باشططد، آنگاه دو جامعه از نظر صططفت مورد بررسططي تفاوتي ندارند و آن ها را  LSDاختلاف بين دو ميانگين را پيدا مي كنيم، اگر كمتر از 

 باشد، دو جامعه از نظر ميانگين با هم متفاوت هستند. LSDمي توانين مساوي بدانيم. اما اگر اختلاف دو جامعه بزرگتر و مساوي 

 اختلاف معناداري بين ميانگين ها مشاهده نمي شود.

 تفاوت معنادار است. 0.05بين ميانگين هاي جوامع جزء در سطا 

 با اطمينان بيشتري بين ميانگين جوامع جزء اختلاف معنادار است.

 دارند.چهار نژاد با هم  اختلاف معنادار 



 ببينيم سفيد يا زرد از نظر هوشي يكسان هستند يا نه؟مثلاً مي خواهيم 

|𝑍2 − 𝑍1| = 1.28 > 𝐿𝑆𝐷 = 1.10 

 مي گوييم سفيد پوستان با زردپوستان از نظر هوشي يكسان نيستند.

|𝑍4 − 𝑍3| = |5.29 − 5.14| = 0.15 < 𝐿𝑆𝐷 = 1.10 

 سرخ پوست و سياه پوست از نظر هوشي يكسان هستند.

 آزمون روش خوبي نيست و از روش ديگري استفاده مي كنيم.اما اگر تعداد جوامع زياد باشد اين روش 

|𝑍2 = 8.14| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.10) = 7.04 

|𝑍1 = 6.86| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.10) = 5.76 

|𝑍4 = 5.29| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.10) = 4.19 

 دليل انتخاب ميانگين گروه

1 𝑍2 = بزر  تر است در گروه اول قرار مي گيرد. 7.04از  8.14چون  8.14  

2 𝑍1 = تر است در گروه دوم قرار مي گيرد.بزر   5.76از  6.86چون  6.86  

3 
𝑍4 = بزر  تر است در گروه سوم قرار مي گيرد. 4.19از  5.29چون  5.29  

𝑍3 = بزر  تر است در گروه سوم قرار مي گيرد. 4.19از  5.14چون  5.14  
 

 براي تعميم نتايج كل جامعه بايد حدود اعتماد ميانگين را پيدا كنيم.

𝑍 ± 𝑇. √ 
𝑀𝑆𝛼

𝑚`𝑛
 

𝑇
1−

𝛼
2

,𝐷𝐹𝛼
= 𝑇

1−
0.05

2
,3

= 𝑇0.975,3 = 3.18 

 تعدا ميانگين هايي است كه با هم در يك گروه هستند. `𝑚منظور از 

 حدود اعتماد ميانگين گروه

1 𝑍2 = 8.14 𝑍 ± 𝑇. √ 
𝑀𝑆𝛼

𝑚`𝑛
= 8.14 ± (3.18 ∗ √ 

14.14

1 ∗ 7
) 

2 𝑍1 = 6.86 𝑍 ± 𝑇. √ 
𝑀𝑆𝛼

𝑚`𝑛
= 6.86 ± (3.18 ∗ √ 

14.14

1 ∗ 7
) 

3 

𝑍4 = 5.29 

𝑍 ± 𝑇. √ 
𝑀𝑆𝛼

𝑚`𝑛
= (

5.29 + 5.14

2
) ± (3.18 ∗ √ 

14.14

2 ∗ 7
) 

𝑍3 = 5.14 

 



  

 آزمون ردیف



مي خواهيم ببينيم كه ترتيب كاشت درختان سرو و كاج در خياباني تصادفي است يا نه؟ براي اينكار درختان قسمتي از خيابان    (1مسأله  

 براي سرو است.را به ترتيب يادداشت كرده ايم. در اين صورت حرف )ك( براي كاج و )س( 

 س ك س س س س س س ك ك س س س ك ك س ك ك ك ك س ك س س
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 

 آزمون كنيد. 0.05با توجه به مسأله بالا، فرض تصادفي بودن ترتيب درختان سرو و كاج را در سطا معنادار 

صادفي بودن نمونه وجود دارد كه يكي 1توجه  ساس نظريه رديف  ( آزمون هاي مختلفي براي آزمون ت ست. آن آزمون به   از آن ها بر ا ها ا

 نام آزمون مبتني بر رديف ها )آزمون استقلال( مي باشد.

( از نظر رديف ها، منظور از رديف عبارت اسططت از توالي حروف واحد )يا هر علامت ديگري( كه قبل و بعد از آن ها ممكن اسططت  2توجه 

 چيزي نباشد. حروف ديگري قرار گرفته باشد و يا اصلاً

𝑛1( تعداد حروف نوع اول 3توجه  = 𝑛2و   تعداد حروف نوع دوم   14 = 𝑅و       10 = 11 

سترس مي              𝑛2و  𝑛1( وقتي 4توجه  ست كه در د صي ا صادفي بودن( ترتيب حروف مبتني بر جداول خا صفر )ت شند، فرض  كوچك با

 گذارند.

𝑛1( وقتي 5توجه  ≥ 𝑛2و  10 ≥  يب نرمال استفاده كرد.باشند، مي توان از تقر 10

 عبارتند از: R( تحت فرض صفر اميد واريانس رياضي و واريانس 6توجه 

𝐸(𝑅) =
2𝑛1𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
+ 1 =

2 ∗ 14 ∗ 10

14 + 10
+ 1 = 12.67 

𝑉(𝑅) =
2𝑛1𝑛2(2𝑛1𝑛2 − 𝑛1 − 𝑛2)

(𝑛1 + 𝑛2)2(𝑛1 + 𝑛2 − 1)
=

2 ∗ 14 ∗ 10(2 ∗ 14 ∗ 10 − 14 − 10)

(14 + 10)2(14 + 10 − 1)
= 5.41 

 ( فرضيه هاي آماري را مي نويسيم7توجه 

𝐻0: آرايش تصادفي است    

𝐻1: آرايش تصادفي نيست    

14 ≥ 10 و   10 ≥ 10  توزيع تقريباً نرمال است ⇒

𝑍 =
𝑅 − 𝐸(𝑅)

√𝑉(𝑅)

=
11 − 12.67

√5.41
= −0.73 

 آزمون دو دامنه است.

𝑍
1−

𝛼
2

,∞
= 𝑍

1−
0.05

2
,∞

= 𝑍0.975,∞ = ±1.96 

−1.96 < 𝑍 = −0.73 < +1.96 

تأييد مي شود. يعني نمي توان فرض تصادفي بودن كشت درختان سرو و كاج را مردود دانست. 𝐻0فرض 



 

سأله   سب    2م سهام )برح سهام در   10( فرض كنيد اعداد زير معرف قيمت نوع  سطا معنادار     40هزار تومان( در بازار  شد، آيا در  صادفي بودن قيمت ها را در هر روز   0.05روز متوالي با مي توان ت

 يرفت.پذ

54 53 52 54 53 53 53 51 52 55 54 56 54 55 56 55 53 55 54 54 55 57 56 56 56 55 54 54 54 55 56 56 57 57 58 61 59 58 56 56 

a a a a a a a a a  a b a  b  a  a a  b b b b  a a a  b b b b b b b b b b 

1 2 3  4  5  6  7  8 

 

 (b)براي بالا و  (a)توان از حروفي مثلاً  ( روشي كه در بالا گفتيم تصادفي بودن رشته اي از حروف مشخص نيست و مي توان آن را به نمونه هاي عددي نيز تعميم داد. در اين صورت مي1توجه 

 براي پايين مقداري همچون ميانه بكار برد.

 شوند. ( اعدادي هم كه برابر ميانه باشد حذف مي2توجه 

و بخواهيم ميانه را به دست آوريم، چون ( ميانه ارزش عددي است كه در سري اعداد منظم شده درست وسم قرار مي گيرد. اگر ما اين داده ها را به ترتيب از كوچك به بزر  بنويسيم 3توجه 

)است.  55مي كنيم كه در اين مسأله ميانه اعداد فوق  2ر تعداد داده ها زوج است دو عدد وسطي را در نظر مي گيريم، با هم جمع مي كنيم و تقسيم ب
𝑛

2
+

1

2
) 

 را حذف كنيم، خواهيم داشت: 55در نظر بگيريم و اعداد برابر  55براي اعداد كوچكتر از  bو  55براي اعداد بزرگتر از  a( اگر 4توجه 

𝑅 = 8 

𝑛1𝑎
= 16 

𝑛2𝑏
= 17 

𝐻0: قيمت هر روز سهام تصادفي است    

𝐻1: قيمت هر روز سهام تصادفي نيست  



 

𝐸(𝑅) =
2𝑛1𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
+ 1 =

2 ∗ 16 ∗ 17

16 + 17
+ 1 = 17.48 

𝑉(𝑅) =
2𝑛1𝑛2(2𝑛1𝑛2 − 𝑛1 − 𝑛2)

(𝑛1 + 𝑛2)2(𝑛1 + 𝑛2 − 1)
=

2 ∗ 16 ∗ 17(2 ∗ 16 ∗ 17 − 16 − 17)

(16 + 17)2(16 + 17 − 1)
= 7.98 

16 ≥ 10 و   17 ≥ 10  توزيع تقريباً نرمال است ⇒

𝑍 =
𝑅 − 𝐸(𝑅)

√𝑉(𝑅)

=
8 − 17.48

√7.98
= −3.35 

𝑍
1−

𝛼
2

,∞
= 𝑍

1−
0.05

2
,∞

= 𝑍0.975,∞ = ±1.96 

𝑍چون  = −𝑍1در خارج از  3.35−
𝛼

2
,∞ =  فرض تصادفي بودن مقادير فوق مردود است. ±1.96

 

 

 

  



  

تحلیل واریانس   Fآزمون 
یا 

 )حالت دوم(



 ناحيه تقسططيم  6به منظور بررسططي وضططعيت درآمد خانوارهاي شططهر تبريز، با در نظر گرفتن ملاك خاص، آن را به   (1مسططأله 

خانوار(، در ناحيه پنج  3خانوار(، در ناحيه چهار ) 6خانوار(، در ناحيه سططه ) 8خانوار(، در ناحيه دو ) 5كرده ايم. در ناحيه يك )

شش )  7) شده و نتايج بدست آمده بر حسب       خانوار( ب 9خانوار( و در ناحيه  شده و درآمد ماهيانه مشخص  ه قيد قرعه انتخاب 

ست؟ در       سم درآمد خانوارها در نواحي هري داراي تفاوت معنادار ا ست. آيا مي توان گفت متو هزار تومان در جدول زير آمده ا

 صورت تفاوت آن ها را گروه بندي نماييد.

1ناحيه   2ناحيه   3ناحيه   4ناحيه   5ناحيه   6ناحيه    

 

1 2 7 8 3 4 5 

2 4 4 6 5 3 10 

3 7 4 5 7 3 11 

4 2 8 7  4 7 

5 5 11 7  2 7 

6  3 9  3 9 

7  9   2 13 

8  10    8 

9      11 

nj 5 8 6 3 7 9 ∑ 𝑛𝑗 = 38

m

j=1

 

Z0j=∑ Zij 
𝑛
𝑖=1  20 56 42 15 21 90 Z00=244 

∑ 𝑍𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖=1

 98 456 321 83 67 860 ∑ ∑ 𝑍𝑖𝑗
2 = 1885

𝑛

𝑖=1

m

j=1

 

𝐶𝐹𝑗 =
(Z0j)

2

𝑛𝑗
 

(20)2

5
 

(56)2

8
 

(42)2

6
 

(15)2

3
 

(21)2

7
 

(90)2

9
 ∑ 𝐶𝐹𝑗 = 1804

𝑚

𝑗=1

 

 

 ( اين مسأله مربوط مي شود به حالت دوم.1توجه 

 ( در حالت دوم تعداد نمونه ها در جوامع جزء مساوي نمي باشد.2توجه 

ضافه       3توجه  ست اما مطلبي كه بايد ا شر ا سبه في سبه مثل مح سطر      ( محا ست كه در پاي جدول دو جانبه اي بايد  شود اين ا

 ( عده اي از افراد نمونه هر جامعه مي باشد.nj( نشان مي دهيم. منظور از )njديگري اضافه شود كه آن را با )

 ( ها را بصورت سطري جمع مي كنيم.nj( اين )4توجه 

سبه مي كنيم   CFj( همچنين 5توجه  صورت زير محا سانده و بر   را ب ستون را به توان دو ر . يعني اول مجموع اعداد واقع در هر 

 هر ستون حاصل مي شود. 𝐶𝐹𝑗تعداد افراد نمونه همان ستون تقسيم مي كنيم كه 

CFj =
(Z0j)

2

nj
                                                                DFكل= ∑ nj − 1m

j=1  



 

 را بصورت زير محاسبه مي كنيم. كل CF( 6توجه 

CF كل =
(Z00)2

∑ njm
j=1

 

𝑆𝑆𝛼، 𝑆𝑆𝑒( 7توجه  ، 𝑆𝑆كل  ،𝐷𝐹𝑒 ،𝐷𝐹𝛼 .مثل مسأله حالت اول حل مي شود 

 ( سپس جدول تجزيه واريانس را تشكيل مي دهيم و روش آزمون اين قسمت مثل روش هاي فيشر حالت اول است.8توجه 

CF كل =
(Z00)2

∑ njm
j=1

=
(244)2

38
= 1566.73 

𝑆𝑆 كل = ∑ ∑ 𝑍𝑖𝑗
2 − CFكل = 1885 − 1566.73 = 318.27

𝑛

𝑖=1

m

j=1

 

𝑆𝑆𝛼 = ∑ 𝐶𝐹𝑗 −

𝑚

𝑗=1

CF كل = 1804 − 1566.73 = 237.27 

𝑆𝑆𝑒 = 𝑆𝑆كل − 𝑆𝑆𝛼 = 318.27 − 237.27 = 81 

DFكل= ∑ nj − 1 = 38 − 1 = 37m
j=1  

DFα=m-1=6-1=5 

DFe= DFكل - DFα =37-5=32 

 جدول تجزيه و تحليل واريانس را تشكيل مي دهيم.

 DF SS MS F منبع تغييرات

  - 318.27 37 كل

α 5 237.27 𝑀𝑆𝛼 =
𝑆𝑆𝛼

𝐷𝐹𝛼
=  

237.27

5
= 47.45 𝐹 =

𝑀𝑆𝛼

𝑀𝑆𝑒
=

47.45

2.53
= 18.75 

e 32 81 𝑀𝑆𝑒 =
𝑆𝑆𝑒

𝐷𝐹𝑒
=  

81

32
= 2.53  

 

𝐹0.01,5,32 = 3.70 

𝐹0.05,5,32 = 2.53 



معنادار اسطت يعني با اطمينان   0.01جدول اسطت، در سططا    Fبزرگنر از هر دو  18.75محاسطبه شطده برابر    F( چون 9توجه 

 %99يكسان نيستند. با اطمينان    Zجامعه وجود دارد كه از حيث صفت   2جامعه حداقل  6قضاوت مي كنيم كه در ميان   99%

اراي متوسم  ناحيه وجود دارد كه د 2قضاوت مي كنيم ميانگين درآمدها در نواحي مختلف تبريز با هم متفاوت است يا حداقل   

داريم.   LSDدرآمد مسططاوي نمي باشططد. مجبور هسططتيم از گروه بندي جوامع اسططتفاده كنيم. براي گروه بندي جوامع نياز به   

 را مورد آزمون قرار مي دهيم. LSDآزمون 

ص         LSDاز آزمون  سپس در  ست و  شخيص مي دهيم كدام ناحيه داراي ميانگين درآمد پايين تري ا ستفاده مي كنيم و ت دد ا

 2نقش به سططزايي دارد. مي خواهيم ميانگين  LSDكشططف علت و تهيه برنامه ها مي شططويم. براي بالا بردن درآمد اين نواحي، 

 را با هم مقايسه كنيم. `𝑗و  𝑗جامعه جزء شماره 

𝐿𝑆𝐷𝑗𝑗` = 𝑇. √ 𝑀𝑆𝑒 (
1

𝑛𝑗
+

1

𝑛𝑗`
) 

𝑇
𝐷𝐹𝑒 ,1−

𝛼
2

= 𝑇
32 ,1−

0.05
2

= 𝑇32 ,0.975 = 2.04 

 به مي كنيم:دو به دو محاس

𝐿𝑆𝐷2.4 = 2.04. √2.53 (
1

8
+

1

3
) = 2.18 

|𝑍2 − 𝑍4| = |
56

8
−

15

3
| = 2 

2 < از نظر ميانگين با هم يكسان هستند.                    4و  2تفاوت دو ميانگين معنادار نيست يعني جامعه  ⇒       2.18  

 ديگري استفاده كنيم.اما ادامه اين وضع مناسب نيست زيرا تعداد جوامع جزء زياد است. مجبور هستيم از روش 

 مشترك را محاسبه مي كنيم. LSDاول 

𝐿𝑆𝐷مشترك = 𝑇. √ 
2𝑀𝑆𝑒

𝑛ℎ
 

 ميانگين همساز يا ميانگين هارمونيك مي باشد و بصورت زير محاسبه مي شود. 𝑛ℎ( منظور از 10توجه 

𝑛ℎ =
𝑚

1
𝑛1

+
1

𝑛2
+

1
𝑛3

+
1

𝑛4
+

1
𝑛5

+
1

𝑛6

=
6

1
5

+
1
8 +

1
6 +

1
3 +

1
7 +

1
9

= 5.56  

 

 



 

 زمون جدول ميانگين را تشكيل مي دهيم.( براي اجراي آ11توجه 

 

𝑍6|:گروه اول = 10| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.93) = 8.07 

𝑍2|:گروه دوم = 7| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.93) = 5.07 

𝑍3|:گروه دوم = 7| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.93) = 5.07 

𝑍4|:گروه سوم = 5| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.93) = 3.07 

𝑍1|:گروه سوم = 4| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.93) = 2.07 

𝑍5|:گروه چهارم  = 3| − (𝐿𝑆𝐷 = 1.93) = 1.07 

 حال اين نمونه ها را به كل جامعه تعميم مي دهيم. يعني حدود اعتماد ميانگين درآمد ناحيه ها را بدست مي آوريم.

𝑍 ± 𝑇. √ 
𝑀𝑆𝛼

𝑚`𝑛ℎ
 

𝑇
𝐷𝐹𝛼,1−

𝛼
2

=  𝑇
5,1−

0.05
2

=  𝑇5,0.975 = 2.57 

 حدود اعتماد ميانگين گروه اول 

 

10 ± 2.57. √ 
47.45

1 ∗ 5.56
= 10 ± 2.57(2.92) 

 حدود اعتماد ميانگين گروه دوم

7 + 7

2
± 2.57. √ 

47.45

2 ∗ 5.56
= 7 ± 2.57(2.05) 

 

 

 حدود اعتماد ميانگين گروه سوم

5 + 4

2
± 2.57. √ 

47.45

2 ∗ 5.56
= 4.5 ± 2.57(2.05) 

 حدود اعتماد ميانگين گروه چهارم

3 ± 2.57. √ 
47.45

1 ∗ 5.56
= 3 ± 2.57(2.92) 

  

 ميانگين بر حسب شماره اوليه
j 1 2 3 4 5 6 

𝑍𝑗 4 7 7 5 3 10 

 ميانگين ها بر حسب بزرگي
j 6 2 3 4 1 5 

𝑍𝑗 10 7 7 5 4 3 



 ویل کاکسون یا من ویتنیآزمون 

U 



تحقيق كنيد آيا در  u( داده هاي زير عمر دو نوع لامپ مهتابي است كه به ساعت گرد شده است. با استفاده از آزمون      1مسأله  

 مي توان گفت كه ميانگين عمر لامپ نوع اول بيشتر از نوع دوم است؟ 0.05سطا معنادار 

① 17701 16873 15474 19647 17683 15847 16999 16678 17877  

② 16701 17871 16748 18542 14345 15596 16879 17686 17411 16848 

 

 توجه( براي حل مسأله توجهات زير را در نظر مي گيريم:

پيوسططته يكسططاني هسططتند   آزمون هاي مجموع رتبه ها: در اين آزمون مي خواهيم ببينيم كه آيا نمونه ها از جوامع  -1

 )ميانگين هاي يكساني دارند( يا اينكه جوامع يكسان نيستند )ميانگين هاي متفاوتي دارند(

 دو شكل زير فرض شده است. -2

 

مي گويند. در شططكل اول منحني هاي دو جامعه روي هم منطبق شططده اند  𝐻1و به شططكل دوم فرض  𝐻0به شططكل اول فرض 

 در شكل دوم منحني هاي دو جامعه رو هم منطبق نيستند و ميانگين هاي متفاوتي دارند. يعني ميانگين يكساني دارند.

فرض يكسططان بودن جامعه ها را فرض صططفر مي ناميم.در اينجا مجبور نيسططتيم فرض كنيم كه جامعه هاي مورد نمونه گيري   

 توزيع نرمال دارند.

شده از دو جامعه را بخ    -3 ضاوت درباره نمونه هاي گرفته  سه كنيم از آزمون  اگر ق ستفاده مي كنيم ولي    Uواهيم مقاي ا

 بهره مي گيريم. Hجامعه باشد، از آزمون  Kاگر نمونه هاي گرفته شده از 

 آزمون ويل كاكسون يا آزمون من ويتني مي گويند. uبه آزمون  -4

 آزمون كروسكال واليس مي گويند. Hبه آزمون  -5

 همان آزمون هاي مجموع رتبه ها مي باشد. uآزمون  -6

مي خواهيم فرض يكساني دو جامعه را با توجه به نمونه هاي گرفته شده از دو جامعه آزمون كنيم. براي    uدر آزمون  -7

سپس آن ها را به رتبه هاي    صعودي مرتب مي كنيم و  و ... مي   3و  2و  1اينكار، اول تمام مقادير نمونه را به ترتيب 

 نشان مي دهيم. R1R ,2… ,سپس مجموع رتبه هاي هر يك از دو نمونه را به دست مي آوريم و آن ها را با دهيم. 

 :نشان دهيم، در اين صورت 2nو  1nاگر تعداد نمونه هاي جامعه اول و دوم را با  -8

  𝑅1 + 𝑅2 =
(𝑛1+𝑛2)(𝑛1+𝑛2+1)

2
 



 استفاده مي كنيم: 2uو  1uبراي اجراي آزمون از آماره هاي  -9

𝑢1 = 𝑅1 −
𝑛1(𝑛1 + 1)

2
                                                                𝑢2 = 𝑅2 −

𝑛2(𝑛2 + 1)

2
 

 u 1Min (u ,2(استفده مي كنيم.  𝑢1 و 𝑢1از آماره مينيمم  -10

 هستند. R1R ,2آزمون هاي حاصل همه مبتني بر  -11

آزمون هاي مجموع رتبه اي تحت فرض صطططفر ) يكسطططان بودن جامعه ها( مبتني بر         2nو  1nبراي مقادير كوچك    -12

 جداول خصي هستند كه جدول در دسترس مي بشد.

 عبارتند از: 2uيا توزيع  1uبزر  تر از هشت باشند، توزيع   2nو  1nولي اگر  -13

𝑛1در اين مسأله  = 9 > 𝑛2و  8 = 10 >  در نتيجه توزيع تقريباً نرمال است. 8

𝐸(𝑢1)                                                                                       رياضي:اميد  = 𝐸(𝑢2) =  
𝑛1𝑛2

2
=  

9∗10

2
= 45 

𝑉(𝑢1)                                                             واريانس: = 𝑉(𝑢2) =  
𝑛1𝑛2(𝑛1+𝑛2+1)

12
=

9∗10(910+1)

12
= 150 

 ه:فرض هاي مسأل

𝐻0: 𝜇1 < 𝜇2 

𝐻1: 𝜇1 > 𝜇2 

سيم. يعني در بين تمام داده هاي نوع اول و دوم كوچكترين را پيدا و     -14 شده و نمونه و رتبه را مي نوي داده هاي مرتب 

 به ترتيب مرتب مي كنيم.

 رتبه نمونه داده هاي مرتب شده

14345 2 1 

15474 1 2 

15596 2 3 

15847 1 4 

16678 1 5 

16701 2 6 

16748 2 7 

16848 2 8 

16873 1 9 

16878 2 10 

16879 2 11 

16999 1 12 

17411 2 13 

17686 2 14 

17701 1 15 

17871 2 16 

17877 1 17 

18542 2 18 

19647 1 19 

 

 



 مرتب شده اند. 19تا  1چون عدد مساوي بين داده ها نداريم پس رتبه ها از 

 را انتخاب مي كنيم. Minمجموع رتبه هاي نمونه اول و نمونه دوم را به دست مي آوريم و  -15

  𝑅1 = 2 + 4 + 5 + 9 + 12 + 15 + 17 + 19 = 49 

  𝑅2 = 1 + 3 + 6 + 7 + 8 + 10 + 11 + 13 + 14 + 16 + 18 = 107 

𝑢1 = 𝑅1 −
𝑛1(𝑛1 + 1)

2
= 49 −

8(8 + 1)

2
= 49 

𝑢2 = 𝑅2 −
𝑛2(𝑛2 + 1)

2
= 107 −

11(11 + 1)

2
= 41 

 استفاده مي كنيم. Zچون جامعه تقريباً نرمال است از آزمون 

𝑍 =
𝑢1 − 𝐸(𝑢1)

√𝑉(𝑢1)

=
49 − 45

√150
= 0.33 

 چون توزيع نرمال به سمت راست است پس:

𝑍1−𝛼,∞ = 𝑍1−0.05,∞ = 𝑍0.95,∞ = 1.645 

اسططت، فرض صططفر تأييد مي شططود. بنابراين   1.645جدول برابر  Zو كوچكتر از  0.33محاسططبه شططده برابر  Zچون  -16

 است.ميانگين عمر دو نوع لامپ مهتابي يكسان 

  



  

کال والیسآزمون   کروس

H 



سأله   سه ميزان فروش ماهيانه  1م صادفي از فروش هاي ماهيانه آن ها       3( براي مقاي شركت زنجيره اي نمونه هاي ت شعبه يك 

 گرفته شده و در جدول زير آورده شده است:

 فروش ماهيانه بر هسب ميليون تومان

 شعبه اول شعبه دوم شعبه سوم

9 9840 1 5630 7 8010 

4 6950 6 7840 11 13410 

5 7810 2 5980 10 10490 

3 6430   8 9610 

 

 بررسي كنيد كه آيا ميانگين فروش سه شعبه با هم برابر است؟ 0.05در سطا معنادار  Hبا استفاده از آزمون 

 يا آزمون كروسكال واليس براي اين مسأله بكار مي رود.   Hآزمون مجموع رتبه ها يا آزمون  -1

جامعه را  Kجامعه اسططت. يعني در اين آزمون مي خواهيم فرض برابري  Kبراي مقايسططه  uعميم آزمون  Hآزمون  -2

 آزمون كنيم.

ست با اين تفاوت          Hآزمون  -3 شبيه تحليل واريانس ا شود. اين آزمون  سه مي  صورت زير مقاي كه  با تحليل واريانس ب

  Hنيازي به فرض نرمال بودن جامعه ها ندارد و به جاي اسطططتفاده از خود داده ها از رتبه آن ها اسطططتفاده مي كند )       

 ناپارامتريك براي غير نرمال/ تحليل واريانس پارامتريك براي نرمال(.

را كه  Hام پيدا مي كنيم و سططپس آماره  iبه شططرح ذيل اسططت: اول مجموع رتبه ها را براي نمونه   Hروش آزمون  -4

 آزمون بر آن مبتني است به صورت زير محاسبه مي كنيم:

𝐻 =
12

𝑛(𝑛 + 1)
∑

𝑅𝑖
2

𝑛𝑖

𝑘

𝑖=1

− 3(𝑛 + 1) 

𝑛1برابر  nتعداد جامعه و    kكه  + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑘   اسطططت. اثبات مي شطططود آماره فوق داراي توزيع كاي مربع با درجه آزاد

𝑘 −  مي باشد. 1

 مي نويسيم: فرضيه هاي مسأله را -5

       
𝐻0: 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 

𝐻1: حداقل دو ميانگين با هم برابر نيستند 

 اين جدول بدست مي آيد: 11تا  1آماره آزمون با رتبه بندي مشاهدات از  -6

 سوم شعبه دوم شعبه اول شعبه

7 1 9 

11 6 4 

10 2 5 

8  3 

 



𝑛1 = 4       𝑅1 = 36 

𝑛2 = 3       𝑅1 = 9 

𝑛3 = 4       𝑅3 = 21 

𝑑𝑓 = 𝑘 − 1 = 3 − 1 = 2 

𝐻 =
12

𝑛(𝑛 + 1)
∑

𝑅𝑖
2

𝑛𝑖

𝑘

𝑖=1

− 3(𝑛 + 1) =
12

11(11 + 1)
∑

362

4

𝑘

𝑖=1

+
92

3
+

212

4
− 3(11 + 1) = 5.9321 

𝑥2
𝛼,𝑘−1 = 𝑍0.05,2 = 5.99147 

 5.9321 <  پس فرض صفر تأييد مي شود و مي پذيريم ميانگين فروش سه شعبه با هم برابر است.5.99147

  



  

 همبستگی رتبه ای 



 زوج جوان است. ضريب همبستگي رتبه اي را براي آن حساب كنيد. 13 (IQ)( داده هاي زير مربوط به ضريب هوشي 1مسأله 

 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 زوج

IQ 104 84 91 88 115 95 99 75 100 86 83 125 95 شوهر 

IQ 106 82 100 80 106 101 85 70 106 94 78 107 83 زن 

 

 شده است. قسمت اول مسأله حل

ادعا كرد كه همبستگي مثبتي بين ضريب هوشي     0.05قسمت دوم مسأله: با توجه به مسأله بالا آيا مي توان در سطا معنادار     

𝑛زنان و شوهران وجود دارد چون  = 13 >  است. 10

𝑍 =
𝑟𝑠 − 𝐸(𝑟𝑠)

√𝑉(𝑟𝑠)

=
0.895 − 0

√0.083
= 3.09 

𝐸(𝑟𝑠) = 0        𝑉(𝑟𝑠) =
1

𝑛−1
=

1

12
= 0.083 

 عبارتند از:فرضيه هاي مسأله 

𝐻0: 𝜌 ≤ 0 = 𝜌0 

𝐻1: 𝜌 > 0 = 𝜌0 

𝑍1−𝛼,∞ = 𝑍1−0.05,∞ = 𝑍0.95,∞ = 1.645 

تأييد مي   𝐻1اسططت، پس فرض صططفر تأييد نمي شططود و فرض  1.645جدول  Zو بزرگتر از  3.09محاسططبه شططده برابر  Zچون 

 شود. بنابراين مي توان ادعا كرد كه همبستگي مثبتي بين ضريب هوشي شوهران و همسرانشان وجود دارد.

ستگي      ضريب همب ستگي      𝑟𝑠حسن بزر   ضريب همب سبت به  ست كه با توجه به جدول زير مقدار   rن سبت به   175در اين ا ن

موجب نمي شود  𝑟𝑠مي شود و حساسيت زيادي در  6د ولي رتبه آن خواهد ش rها افراطي است و باعث تأثير زيادي در  yبقيه 

 برويم(. 𝑟𝑠)با وجود اعداد افراطي بايد سراغ ضريب همبستگي رتبه اي 

x 8 11 13 14 18 21 

y 4 52 50 59 60 175 

 6 5 4 3 2 1 رتبه

 

  



سأله   سطا معنادار        2م ساب كرده، آزمون كنيد كه آيا در  ستگي رتبه اي را براي داده هاي زير ح ضريب همب مي توان  10%( 

 همبستگي وجود ندارد. y و  xادعا كرد كه بين دو متغير 

x -5 -7 11 6 5 

y 8 3 1 4 5 

𝐻0: 𝜌 =  همبستگي معنادار نيست يا همبستگي وجود ندارد. 0

𝐻1: : 𝜌 ≠  همبستگي معنادار است يا همبستگي وجود دارد. 0

x -5 -7 11 6 5 

y 8 3 1 4 5 

 x 2 1 5 4 3رتبه 

 y 5 2 1 3 4رتبه 

𝑑𝑖
2
 9 1 16 1 1 

∑ 𝑑𝑖
2 = 28 

𝑟𝑠 = 1 −
6 ∑ 𝑑𝑖

2

𝑛(𝑛2 − 1)
= 1 −

6 ∗ 28

5(25 − 1)
= −0.400 

𝑟𝑠𝛼
2

,𝑛
= 𝑟𝑠10%

2
,5

= ±0.900 

𝑟𝑠چون  = قرار مي گيرد، فرض صططفر تأييد مي شططود. نتيجه اينكه همبسططتگي معناداري بين دو    0.900±بين  0.400−

 وجود ندارد. yو  xمتغير 

  



سأله   نفر كيفيت يك كالا را  800تايي،  200از يك نمونه  Bنفر و در منطقه  750تايي،  1500از يك نمونه  A( در منطقه 3م

 تأييد كرده اند.

 مي باشد؟ 0.45بيش از  Aالف( آيا مي توان گفت نسبت تأييدكنندگان كيفيت كالا در منطقه 

 ب( آيا مي توان گفت مردم اين دو منطقه در مورد تأييد كيفيت كالاي مذكوز نظر يكسان دارند؟

 نشان مي دهيم. πفرضيه ها: نسبت را با 

 حل بخش الف(

𝐻0: 𝜋1 ≤ 0.45 

𝐻1: 𝜋1 > 0.45 

𝑃1 =
750

1500
= 0.5 

𝑄𝑐 =
𝑃1 − 𝜋0

√
𝜋0(1 − 𝜋0)

𝑛1

=
0.5 − 0.45

√0.45(1 − 0.45)
1500

= 3.80 

𝑊(𝑍 > 𝑍1−𝛼 ,∞) = 𝑍1−0.05 ,∞ = 𝑍0.95 ,∞ = 1.645 

ست فرض     3.80چون  ضو ناحيه بحراني ا سبت تأييد كنندگان كيفيت كالا در منطقه     𝐻1ع شود. يعني ن بيش از  Aتأييد مي 

 مي باشد. 0.45

 حل بخش ب(

𝐻0: 𝜋1 = 𝜋2                        𝜋1 − 𝜋2 = 0 

𝐻1: 𝜋1 ≠ 𝜋2 

𝑃 =
𝑥1 + 𝑥2

𝑛1 + 𝑛2
=

750 + 800

2000 + 1500
=

1550

3500
= 0.44 

𝑄𝑐 =
(𝑃1 − 𝑃2)(𝜋1 − 𝜋2)

√𝑃(1 − 𝑃)(
1

𝑛1
+

1
𝑛2

)

=
(0.5 − 0.4)(0)

√0.44(1 − 0.44)(
1

1500
+

1
200)

=
0.1

√0.0002
= 7.14 

𝑊 (𝑍 < −𝑍
1−

𝛼
2

 ,∞
 𝑜𝑟 𝑍 > 𝑍

1−
𝛼
2

 ,∞
) 

𝑊(𝑍 < −1.96  𝑜𝑟 𝑍 > +1.96) 

𝑍
1−

𝛼
2

 ,∞
= 𝑍

1−
0.05

2
 ,∞

= 𝑍0.975 ,∞ = 1.96 

تأييد مي شود يعني نظر مردم در دو منطقه در مورد كيفيت كالاي مذكور    𝐻1عضو ناحيه بحراني است فرض    7.14چون عدد 

 يكسان نيست.

 


